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1. 序
特殊函数として基本的なGaussの超幾何函数やBessel函数は，それぞれ

x(1− x)u′′ + (c− (a+ b+ 1)x)u′ − abu = 0,

x2u′′ + xu′ + (x2 − ν2)u = 0

という線型常微分方程式の解として特徴づけられ，これらの函数の性質は常微分方程
式の解析と関わって解明されてきた 1．古典的な直交多項式やWhittaker函数，Airy函
数なども同様で，これらはGauss の超幾何族に属し，Gaussの超幾何微分方程式の合
流などの変形や特殊化の解になることで特徴づけられる．
一般に，解析的な係数を持つ線型常微分方程式は，最高階の係数が消えない点の近

傍では，階数未満の次数の微係数をその点で与えることにより，解が一意に存在し，そ
の係数の零点を除いた複素領域に（多価）解析的に解として解析接続できる．最高階
の係数の零点を線型常微分方程式の特異点と呼び，線型常微分方程式の局所理論の研
究は，特異点での解析が中心となる．特異点は確定と不確定に分類され，確定の場合
は局所的解析が容易であるが，不確定特異点については易しくなく，Poincaré, Birkoff,

福原, Turrittin等の研究で 20世紀前半にその概要が明らかされた．不確定特異点の場
合は，階数に等しいだけの独立な形式解が存在し，適当な角領域でその形式解に漸近
展開される実際の独立解が構成でき，特異点の周りの状況は角領域間での接続係数に
あたるStokes係数で記述できる，ということになる．
多項式係数線型常微分方程式の多価解析的解を調べるに当たっては，係数を有理函

数まで拡げて考えても差がないので，係数をそこまで拡げて考えることにする．この
ように考えると (x, d

dx
)を ( 1

x
,−x2 d

dx
) と変換して係数の分母を払えば，無限遠点の近傍

でも多項式係数の微分方程式と考えてよいことが分かる．よって方程式はRiemann球
面P1

C 上で定義され，解はP1
Cから有限個の点を除いた領域で多価解析的な函数となる．

特異点 x = 0が確定特異点であるとは，n階の線型常微分方程式の解 u(x)のいずれ
もがx = 0の近傍で，ある正数C, mによって

|xmu(x)| < 1 (0 < |x| ≪ 1, | arg x| < 2π) (1)

という評価を満たすこととして特徴づけられ，方程式

an(x)u
(n) + an−1(x)u

(n−1) + · · ·+ a1(x)u
′ + a0(x)u = 0 (2)

の側では xn−jaj(x)

an(x)
がx = 0に正則に伸びる，すなわち，an(x) = 1と正規化するとaj(x)

が高々n− j位の極を持つ（0 ≤ j < n)こととして特徴づけられる．原点以外でも，そ
の点を一次分数変換で原点に移して考えればよい．
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1微分方程式の解ということを用いたGaussの超幾何函数の基本的性質の初等的証明が [12] にある．



有理函数係数の線型常微分方程式（以下，混乱の無い限り単に方程式という）がFuchs

型とは，その特異点が全て確定特異点となることをいう 2．
一般に，P1

Cから有限個の点を除いた領域での多価解析的函数があって，局所的には
線型和が有限次元空間となり，特異点の近傍で (1) を満たすならば，その函数はFuchs

型方程式の解となる．たとえば，Riemann球面上の特異点を持たない方程式はu′ = 0

に限り，それはLiouvilleの定理にあたる．特異点が∞のみでそれが確定となる方程式
は u(n) = 0で解は多項式である．このようなことを考慮すると，方程式，またはその
解を，特異点での局所的性質で統制しようというのは自然な考え方である．たとえば，
特異点がP1

C上 3点で，解析接続の線型和が 2次元となる多価解析函数で既約なものが
Gaussの超幾何函数に帰着されるという事実はRiemannが考察している．
函数やその解の特異点での局所的な（不確定特異点の場合は形式解の空間の）同型

類と大域的な同型類との差は，リジット指数で計られ，その差がない場合をリジッド
という．リジッドでない場合はアクセサリー・パラメータが現れ，モノドロミーなど
の大域的構造を保つ変形理論が存在し，一般（高階）Painlevé方程式の理論と関係す
る（cf. [13, 14]）．
Fuchs型のリジッドな方程式に関して大久保型システムを導入した大久保氏の研究が

あったが，それを発展させた横山氏の結果や，モノドロミーと局所系の研究において
N. Katz [6]が導入した middle convolution により，一般的な方程式の大域的取り扱い
が可能になった.

middle convolutionは従来からあった方程式のEuler変換，函数のRiemann-Liouville

積分や分数階微分を，既約性を視点として代数的に精密に定式化したものであり，横山
氏の変換 3と共に，リジッドでない場合への応用や不確定の場合への拡張へと発展して
きている．一方Schlesinger 型の一階システムに対して，局所データを与えて既約なも
のが大域的に存在するか，という問題はV. P. Kostovにより加法的Deligne-Simpson

問題 4と呼ばれて研究されていたが，Crawley-Boevey [1]によって，quiverの表現を用
いてKac-Moodyルート系の言葉を使うことにより最終的に解決された 5．

2. 単独方程式
以上の最近の展開はいずれも一階のシステムであり，単独高階の場合は [6]の序にある
ようにリジッドなFuchs型の場合も未解決であった．筆者は，方程式の解となる函数の
接続公式の具体形を求めようとして，函数が満たすのは単独方程式となることから，単
独高階の方程式に興味を持った．求めようとした接続公式は2008年に得られたが，そ
の後に一般論の構築へと進んだ．Fuchs型の場合の研究の概要は [10]にまとめ（[11]は
その主要部分の解説，[7]は一部プログラム化），現在は不確定特異点の場合に研究の主
軸を移している．今後は多変数の場合も考慮に入れている．いずれもFuchs型の理論 6

2線型常微分方程式は一階のシステムに直せる．n 次の複素正方行列 A1, . . . , Ap を用いて u′ =∑p
j=1

Aj

x−cj
uと表示される方程式を Fuchs型 — ここでは Schlesinger型と呼ぶ — と呼ぶことも

ある．この解は (1)を満たすが，逆は一般には正しくない．システムでも (1) を満たすときを Fuchs
型ということもある.

3両者が同等なことは, [9]で示された．
4n次正方行列の共役類O0,O1, . . . ,Omを与えたとき，A0 + A1 + · · ·＋Am = 0，Aj ∈ Oj となる既
約な組 (A0, . . . , Am)の存在条件を決定する問題. 一方A0A1 · · ·Am = Inとした場合が乗法版．

5Hiroe [4]によって確定とは限らず，不分岐不確定を許す場合に拡張された．
6不確定特異点は確定特異点の合流操作で得られるが，それの逆操作 unfolding を考察して，Fuchs型
の問題に帰着する，などがある.



を基礎としているので，まずFuchs型常微分方程式の場合を解説しよう．
多項式C[x]係数の線型常微分作用素環をW [x]とおき，係数を有理函数まで拡張し

たものをW (x)とおく．W (x)は，xと微分作用素∂ = d
dx
によって生成され，基本関係

[∂, x] = 1を満たす．W (x)は体係数の１変数多項式環と同様なEuclid環の性質をもつ．
複素数 ϵに対し，W (ϵ)(x)を，交換関係 [∂, x] = ϵで定義される環としよう．ϵ = 1のと
きは微分作用素環，ϵ = 0のときは多項式環となる．
AをW (ϵ)(x)の元を成分とするm× n行列とする．これを（線型代数で基本的な）行

と列の基本変形を行って簡単な形に変換することを考えよう．非可換な場合は，行の基
本変形では左からW (ϵ)(x)の元をかけて別の行に加えることが許される（列の基本変形
ではかけるのは右から）．ϵ = 0のときは，Aは (i, i)の形の成分以外が0で (i+ 1, i+ 1)

成分は (i, i)成分にW (ϵ)(x)のある元をかけたものに変換される（単因子論）．一方

定理 2.1 ([10]). ϵ ̸= 0でW (ϵ)(x)の行列Aの場合，Aは (i, i)の形の成分以外が0で (i, i)

成分のうち1つの成分以外は1または0となる行列に行と列の基本変形で変換される．

線型代数のときと同様，証明は具体的アルゴリズムを与える形で示されるので，変
換の可逆行列も求められる 7．よって未知函数と方程式が有限個の有理函数係数の線型
常微分方程式は，単独方程式に帰着できることが分かる．

3. Riemann scheme

以降, Fuchs型のn階の方程式Pu = 0を考察しよう．その特異点を c0, c1, . . . , cp ∈ P1
C

とおく．x = 0が確定特異点としよう．x = 0におけるPの特性指数 µ1, . . . , µnが定義
される．それは, x = 0の近傍で

uj(x) = xµj logkj x+
n−1∑
i=0

xµj+1 logi x·φi,j(x)
(
kj = #{ν | µν = µj, ν < j}, 1 ≤ j ≤ n

)
の形の解が存在することであり（φi,j(x)はx = 0で正則），方程式の形で述べれば，最
高階の係数をxnと標準化したとき

P =
n∏

j=1

(ϑ− µj) + xQ, ϑ := x∂

となることである（ただしQはx = 0で正則な係数をもつ微分作用素）．
m1, . . . ,mn′をnの分割とし

λν ∈ C, m1 + · · ·+mn′ = n, [λ](m) :=

( λ
λ+1
...

λ+m−1

)
して，Pの一般化特性指数が

[λ1](m1), . . . , [λn′ ](mn′ )

である，ということを，特性指数がn個のλν + i (0 ≤ i < mν , 1 ≤ ν ≤ n′)であって，
解空間のx = 0での局所モノドロミー行列Mが

rank(M − e2π
√
−1λν )k ≤ n− max

1≤i1<···<ik≤n
λis−λν∈Z

k∑
s=1

mis

(
1≤ν≤n′

1≤k≤#{i|λi−λν∈Z}

)
(3)

7決定系の場合の cyclic vector の存在定理は各種証明が知られている（たとえば [11])が，これはそれ
を含んだ定理．結果は知られているであろう．



を満たすこととして定義する 8．方程式に対する条件で述べれば，先の標準化のもとで

P =
∑
k≥0

xkpk(ϑ), pk(ϑ) ∈ C[ϑ]

と表したとき

n′∏
ν=1

∏
0≤i<mν−k

(ϑ− λν − i) | pk(ϑ)
(
0 ≤ ∀k ≤ max{m1, . . . ,mn′}

)
(4)

という条件と言い換えられる（代数的な閉条件であることが肝要）．
この一般化特性指数を使ってFuchs型の方程式Pu = 0の一般化Riemann scheme

{
λm

}
=
{
[λj,ν ](mj,ν)

}
0≤j≤p

1≤ν≤nj,ν

=


x = c0 c1 · · · cp

[λ0,1](m0,1) [λ1,1](m1,1) · · · [λp,1](mp,1)

...
... · · · ...

[λ0,n0 ](m0,n0 )
[λ1,n1 ](m1,n1 )

· · · [λp,np ](mp,np )

 (5)

が定義される．Pのスペクトル型はnの分割のp+ 1個の組

n = mj,1 + · · ·+mj,nj
(j = 0, . . . , p) (6)

として表される．これをm = (m0, . . . ,mp), mj = (mj,1, . . . ,mj,nj
)のように表す．

例 3.1. Gaussの超幾何微分方程式は，スペクトル型が 11, 11, 11という 2の 3つの分
割の組で表せる．3F2を解に持つ 3階の一般超幾何方程式，4点特異点をもつ Jordan-

Pochhammer方程式は，それぞれスペクトル型が 111, 21, 111あるいは 21, 21, 21, 21で
あることで特徴づけられる．

上の記号の元に，スペクトル型mのリジッド指数

idxm := 2n2 −
p∑

j=0

(
n2 −

nj∑
ν=1

m2
j,ν

)
が定義される．一般 Riemann scheme {λm}をもつ方程式が存在するためには，n =

ordmとおいて，Fuchs関係式

∣∣{λm}
∣∣ := p∑

j=0

nj∑
ν=1

mj,νλj,ν − ordm+
idxm

2
= 0 (7)

を満たす必要があることが分かる．
問題．i) スペクトル型mとFuchs関係式を満たす一般化Riemann scheme {λm}を与

えたとき，それをもつ方程式や函数が存在するか？ 存在するならそれを全て求めよ．
ii) 既約なもの 9が一意に存在するスペクトル型（とパラメータλ）の条件を求めよ．

さらにリジッドな場合を特徴づけ，解の大域的な性質（積分表示，級数表示，接続公
式，隣接関係式，可約で多項式解をもつパラメータとその構成）を調べよ．
8λj − λj′ /∈ Z \ {0} が満たされる場合は，(3)で等号が成立する. また一般化特性指数 [0](n)は非特異
点を意味する．

9方程式Pu = 0においてP ∈ W (x)が既約．Fuchs型のときは，解空間の大域モノドロミー群が既約
と言っても同じ．一方，ϵ = 0のとき，既約という条件は，W (0)(x)をW (0)[x]で置き換えてよい．



iii) リジットとは限らない一般の場合も分類と解析を行え．
が考えられる．
同様な考察をW (0)[x]に対して行ってみよう．このとき∂ = yとおくと，多項式で

an(x)y
n + an−1(x)y

n−1 + · · ·+ a1(x)y + a0(x) = 0 (8)

と表せる平面代数曲線を考えることになる．特に既約な場合に興味がある．代数曲線
の場合は，特異点と呼ぶと誤解を招くのでyについての爆発点と呼ぶことにしよう．そ
れが c0, . . . , cp ∈ P1

Cであるとは，それらが an(x)の零点に対応するとしてよい．∞は
(x, y)を ( 1

x
,−x2y)と原点に移して考えればよい 10．yについて解いた函数y(x)が「解」

に対応し，有界とならない解がある点が爆発点である．確定特異点とは，爆発点を原
点に移して考えたとき，いずれの解も

|x1+ϵy(x)| ≤ 1 (0 < |x| ≪ 1, |Arg x| < 2π, ∀ε > 0) (9)

を満たすことである．Fuchs型の場合，爆発点での n個の解 yν(x)の特異部分 11から，
同様に一般化Riemann scheme が定義される．これは方程式の側では (4)の左辺の多
項式を

∏n′

ν=1(ϑ− λν)
max{0,mν−k}で置き換えた条件となる．[λ](m)はどの成分もλの長さ

mの縱ベクトル，Fuchs関係式は |{λm}| :=
∑

mj,νλj,ν に置き換えて定義される．

4. 函数と微分作用素の変換
函数の変換u(x) 7→ φ(x)u(x)は，微分作用素環への変換

Ad
(
φ(x)

)
: x 7→ x, d

dx
7→ d

dx
− φ′(x)

φ(x)
(10)

（additionまたはgauge変換とよぶ）を，fractional な微分（Euler変換）

u(x) 7→ ∂−µ u(x) =
1

Γ(µ)

∫ x

c

(x− s)µ−1u(s)ds (11)

は変換
Ad
(
∂−µ

)
: d
dx

7→ d
dx
, ϑ = x d

dx
7→ x d

dx
− µ (12)

を引き起こす．ここで φ’(x)
φ(x)
が有理函数になるようにすれば，前者はW (x)の中での演

算になる．なお cはu(x)の特異点とする．Fuchs型のときは，それを保つaddition

Ad
(
(x− c)λ

)
: x 7→ x, d

dx
7→ d

dx
− λ

x−c
(13)

を考える．
一般化Riemann scheme {λm}をもつn階の微分作用素P で，c0 = ∞（∞は特異点

でなくてもよい）とおき，P ∈ W [x]とする．ℓ = (ℓ0, . . . , ℓp) ∈ Zp+1
≥0 に対し，Euler変

換を用いて以下の変換を定義する．

∂ℓ P := Ad
( p∏
j=1

(x− cj)
λj,ℓj

) p∏
j=1

(x− cj)
mj,ℓj

−dℓ(m) ∂−m0,ℓ0 Ad
(
∂1−λ0,ℓ0

−···−λp,ℓp
)

· ∂(p−1)n−m1,ℓ1
−···−mp,ℓp a−1

n (x)
n∏

j=1

(x− cj)
n−mj,ℓj Ad

( p∏
j=1

(x− cj)
−λj,ℓj

)
P,

dℓ(m) := m0,ℓ0 + · · ·+mp,ℓp − (p− 1) ordm.

(14)

10「∞が爆発点（特異点）でない」とは deg aj(x) ≤ deg an(x)− 2(n− j) を満たすことと言える．
11Puiseux級数で解が書けるが，それの負べきの項のみを抜き出した有限和



5. 普遍方程式と星形Kac-Moodyルート系
スペクトル型mが既約に実現可能とは，Fuchs関係式を満たす generic な λj,ν に対し
て一般化Riemann scheme {λm}をもつ既約なFuchs型方程式が存在すること，と定義
する．

定理 5.1. i) mが既約に実現可能 ⇔ αmがKac-Moodyルート系 (Π,W )の正のルー
トで，mは indivisibleまたは (αm|αm) < 0. このαmの全体を∆+とおく．
ii) αm ∈ ∆+とする．Fuchs関係式のもとで {λm}という一般化Riemann schemeを

もつ普遍方程式Pm(λ, g1, . . . , gN)u = 0が具体的に構成できる．さらにλj,νが generic，
あるいは既約でmが局所非退化, あるいはmが simply reducible ならば，このGRS

をもつ方程式は, 適当な g = (g1, . . . , gN) ∈ CNに対するこの普遍方程式になる．
iii) 同様な結果が代数曲線の場合（ϵ = 0, W (0)[x]の場合）も成立する．

なお，g1, . . . , gNはアクセサリー・パラメータでN = 1 − 1
2
idxmであり，Pm(λ, g)

は (λ, g)の多項式で，特に gについては1次式となる．また

indivisible
def⇔ {mj,ν}の最大公約数は1，

局所非退化 def⇔ 各特異点で (3)において等号が成立．

上の定理は [10]で示された．Schlesinger型の i) に対応する結果は [1]で得られている
が，ii) に対応する結果は正しくないので要修正．iii) は [10]の証明がそのまま有効．
以下，(Π,W )との関係を解説する．Π := {α0, αj,ν | j ≥ 0, ν ≥ 1} は内積

(α|α) = 2 (α ∈ Π),

(α0|αj,ν) = −δν,1,

(αi,µ|αj,ν) =

{
0 (i ̸= j or |µ− ν| > 1),

−1 (i = j and |µ− ν| = 1)

α0�������� α1,1�������� α1,2�������� · · ·
α2,1��������III

III
α2,2�������� · · ·

α0,1��������
yyyyyy

α0,2�������� · · ·

α3,1��������88
88

88
88

α3,2�������� · · ·00
00
00
00

))
))
))
)

が定義されたC上のベクトル空間 hの基底で，単純ルートα ∈ Πに対する h上の鏡映
sα : x 7→ x− (α|x)α で生成される群がKac-Moodyルート系 (Π,W )のWeyl群Wであ
る．Πの元の非負整数倍の和として表せるhの元の全体をQ+とおく．正の実ルートの
全体 ∆re

+ と正の虚ルートの全体∆im
+ と正ルートの全体 ∆+ は

∆re
+ := WΠ ∩Q+, ∆im

+ := {α ∈ Q+ | Wα ⊂ Q+}, ∆+ := ∆re
+ ⨿∆im

+

と定義される．扱っている場合は WΠ = Wα0 であり，α ∈ ∆+ に対して (α|α) は2 以
下の偶数となる．その値が2ということは α ∈ ∆re

+ と同値である．このとき

αm := ordm · α0 +

p∑
j=0

nj−1∑
ν=1

nj∑
i=ν

mj,i αj,ν

と定義されて
idxm = (αm|αm), |{λm}| =

(
Λ(λ) + ϵ

2
αm|1

2
αm

)
が成立する．ここで Λ(λ) はh の双対空間を若干拡張した空間 ĥ の元で

h∨ := {Λ = λ0α0 +
∑

λj,ναj,ν ∈
∏
α∈Π

Cα ; λj,1 = 0 (j ≫ 1)},



Λ0 :=
1

2
α0 +

1

2

∞∑
j=0

∞∑
ν=1

(1− ν)αj,ν ,

Λj,ν :=
∞∑

i=ν+1

(ν − i)αj,i (j = 0, . . . , p, ν = 0, 1, 2, . . .),

Λ0 := 2Λ0 − 2Λ0,0 = α0 +
∞∑
ν=1

(1 + ν)α0,ν +
∞∑
j=1

∞∑
ν=1

(1− ν)αj,ν ,

Λ0
j,k := Λj,0 − Λk,0 =

∞∑
ν=1

ν(αk,ν − αj,ν) (0 ≤ j < k),

Λ(λ) := −ϵΛ0 +

p∑
j=0

∞∑
ν=1

λj,ν(Λj,ν−1 − Λj,ν) ∈ h̄ := h∨/CΛ0.

このとき以下の対応が成り立つ．{
Pm : Fuchs型微分作用素 with {λm}

}
→

{
(Λ(λ), αm) ; αm ∈ ∆+

}
↓ ∂ℓ, addition ⟳ ↓ W -action, +τΛ0

0,j{
Pm : Fuchs型微分作用素 with {λm}

}
→

{
(Λ(λ), αm) ; αm ∈ ∆+

}
.

(15)

定理 5.2 ([8, 10]). ∆+の元αに対するW の作用は (α|α)を変えないが，(α|α)が同じ
ものは有限個の軌道に分かれる．各軌道にはα0の係数が最小の元が一意に存在し，対
応するスペクトル型を fundamental という．

特にリジッドな場合は，スペクトル型が実ルートに対応するのでW の作用でα0に
変換される．すなわち前節の変換を何度かほどこすとu′ = 0という自明な方程式に移
せることが分かる，これらは可逆変換なので，逆をたどればリジッドな方程式や解の
積分表示が得られることになる．この各ステップを解析することにより，リジッドな
Fuchs型方程式の解析が可能となる．

idxm = 0のときは，fundamentalなスペクトル型は

D̃4 : 11, 11, 11, 11 Ẽ6 : 111, 111, 111 Ẽ7 : 1111, 1111, 22 Ẽ8 : 111111, 222, 33

の 4つになる．idxm = −2, −4 − 6 のときは，それぞれ 13個，36個，67個ある（表
は [10]にある）．リジッドでなくてアクセサリー・パラメータが存在し，しかも特異点
が 4点以上あるときは，対応する Schlesinger型の場合のモノドロミーを不変にする変
形から（高階）Painlevé方程式が得られる．このときも (15)にあたることが成り立ち，
変換で得られる（高階）Painlevé方程式は変わらないことが [2]で示されているので，
fundamentalなスペクトル型の場合を調べればよいことになる．idxm = −2, −4 のと
き，それぞれ4個，12個あって [13]および [14]で計算された．

6. Fuchs型の解析
前 2節の方針で Fuchs型方程式の具体的解析が可能で，その多くが [10]に書かれてい
る．ここでは，リジッドなスペクトル型の場合の既約性と接続公式の結果を挙げてお
く．リジッドなスペクトル型は5階以下では20種，40階では2,554,015種ある．その表



や様々な系列 12は [10]に述べられている．最も基本的な系列はC. T. Simpsonが考察
した超幾何族，Jordan-Pochhammer族，偶奇族である．なお，偶奇族のスペクトル型
は2m階のmm,mm− 11, 12mと2m+ 1階のmm+ 1,mm1, 12m+1となる．
mをリジッドなスペクトル型とすると，Fuchs関係式を満たす {λm}をGRSとする

Fuchs型方程式 Pm(λ)u = 0が一意に定まる．

定理 6.1 (既約性). 方程式が既約となるための必要十分条件は，w0αm = α0を満たす
長さ最小のw0 ∈ Wによって∆(m) := ∆re

+ ∩ w0(−∆re
+ )と定義すると

(Λ(λ)|α) /∈ Zϵ (∀α ∈ ∆(m)).

上の定理や前節の結果は代数曲線の場合も成り立つ．その場合，前々節の変換は

(addition)

{
x 7→ x

y 7→ y − λ
x−c

, (Euler変換)

{
x 7→ x− µ

y

y 7→ y

というシンプレクティック形式 dx ∧ dy が定義された 2次元複素ベクトル空間の双有
理シンプレクティック変換になる．リジッド指数は代数曲線の種数と関係している．

定理 6.2 (接続公式). c0 = 0, c1 = 1, cp = ∞，m0,n0 = m1,n1 = 1とする．xλ0,n0に対応
するx = 0での局所解のx = 1への接続の (1−x)λ1,n1に対応する局所解に対する係数は

c(λ0,n0 ⇝ λ1,n1) =

n0−1∏
ν=1

Γ(λ0,n0 − λ0,ν + 1) ·
n1−1∏
ν=1

Γ(λ1,ν − λ1,n1)

∏
αm′∈∆(m)
m′

0,n0
=1

m′
1,n1

=0

Γ
(
|{λm′}|

)
·
∏

αm′∈∆(m)
m′

0,n0
=0

m′
1,n1

=1

Γ
(
1− |{λm′}|

)
·

p∏
j=2

(1− 1
cj
)−Lj(λ)

で与えられる．Lj(λ)は計算可能な数で，p = 2のときは現れない．

7. 不確定特異点
確定ではない特異点を不確定特異点というが，福原–Turrittinの結果により，その点で
は係数を形式Puiseux級数まで拡大するとn階のP ∈ W (x)が一階の微分作用素の積に
分解される．このことから不確定特異点では，階数に等しい個数の独立な形式解が構
成される．代数拡大が不要なとき不分岐という．特異点を原点に移して考えよう．
確定特異点のとき数であった一般化特性指数 [λν ](mν) の λν を多項式 λν(t) ∈ C[t] に

置き換えることにより，不分岐不確定の場合の一般化特性指数が定義される．簡単の
ため deg(λj − λj′) > 0 またはλν − λν′ /∈ Z (1 ≤ j < j′ ≤ n′)とすると，形式解

ûν,k = (1 + a1x+ a2x
2 + · · · )e

∫
(λν(

1
x
)+k) dx

x (k = 0, . . . ,mν − 1, ν = 1, . . . , n′) (16)

の存在で特徴づけられる．ここで

e
∫
(λν(

1
x
)+k) dx

x = xλν,0+ke−
λν,1
x

−
λν,2

2x2
−

λν,3

3x3
−··· (λν(t) = λν,0 + λν,1t+ λν,2t

2 + · · · ∈ C[t]).

分岐している場合は，適当な正整数 qに対してx
1
q をxと置き換える変換によって不

分岐となり，上のような独立な形式解が構成できる．
12可約なパラメータのときの既約部分商で閉じているもの.



以下，全ての特異点は不分岐不確定か確定としよう．このとき {[λj,ν(t)](mj,ν)} 0≤j≤p
1≤ν≤nj

という GRS が定義される (λj,ν(t) =
∑

k≥0 λj,ν,kt
k)．0 ≤ j ≤ p, 1 ≤ i ≤ nに対し

mj,1 + · · ·+mj,νj,i−1
< i ≤ mj,1 + · · ·+mj,νj,i

によってνj,iを定め，{1, . . . , n}の元に対する同値関係∼
j,r
を

i ∼
j,r

i′
def⇔

{
ν = ν ′ (r = 0)

deg
(
λj,νj,i − λj,νj,i′

)
< r (r ≥ 1)

(17)

と定義すると，∼
j,r
によってnの分割

m
(r)
j : n = mj,1 + · · ·+mj,nj,r

(18)

が定まる．m
(r)
j は m

(r+1)
j の細分になっていることに注意しよう．さらに

nj = nj,0 ≥ nj,1 ≥ · · · ≥ nj,rj > nj,rj+1 = 1 (19)

を満たす非負整数 rjが定まる（j = 0, . . . , p）．これを用いて m̃ =
(
m

(r)
j

)
j=0,...,p
r=0,...,rj

とい

うnの分割の r0 + · · ·+ rp個の組を定義し，{λm}のunfolding

{λm̃} :=

{
· · · x = cj + tr (j = 0, . . . , p, r = 0, . . . , rj) · · ·

[λ
(r)
j,ν̄ ](m(r)

j,ν̄)
(ν̄ = 1, . . . , nj,r)

} (
cj+tr 7→

1
tr

if cr=∞

)
というFuchs型GRSを定義し，m̃を{λm} のスペクトル型という．ただし

λ
(r)
j,ν̄ :=

rj∑
k=r

λj,µ,k∏
0≤s≤k, s̸=r(tr − ts)

(if mj,1 + · · ·+mj,µ = m
(r)
j,1 + · · ·+m

(r)
j,ν̄).

予想. trは，その絶対値が十分小さく，また互いに異なるとする．{λm}を持つ方程式
は全て {λm̃} を持つFuchs型方程式の tr 7→ 0の合流として得られる．方程式は tr（お
よびλj,ν）に局所的に正則に依っている．この方程式をversalな方程式と呼ぶ．
Fuchs型のときに重要であったGauge変換Ad

(
(x− c)λ

)
は, trを正則パラメータとす

る以下のGauge変換に一般化される．

Ad

( rj∏
r=0

(x− cj − tr)

∑rj
k=r

λj,ν,k∏
0≤s≤k
s̸=r

(tr−ts)
)

: x 7→ x, ∂ 7→ ∂−
rj∑
r=0

λj,ν,r∏r
k=0(x− cj − tk)

.

これを使うと，特異点を{ 1
c1
, 1
c2
,∞} とするVersalなGauss超幾何函数の積分表示は∫ x

1
c1

e
−

∫( λ1
1−c1t

+
λ2t

(1−c1t)(1−c2t)

)
dt
(x− t)µ−1dt =

∫ x

∞
e−λ1t−λ2t

2

2 (x− t)µ−1dt (c1 = c2 = 0).

またFuchs型のときのリジッド指数やFuchs関係式は以下のように一般化される．

idx{λm} := idx m̃ = 2n2 −
p∑

j=0

(
n2 −

mj∑
ν=1

m2
j,ν

)
−
∑
j, ν, ν′

deg (λj,ν − λj,ν′) ·mj,νmj,ν′ ,

|{λm}| :=
p∑

j=0

mj∑
ν=1

mj,νλj,ν,0 − ordm+ 1
2
idx m̃

(
=
∣∣{[λ(r)

j,ν ](m(r)
j,ν)

}
∣∣) = 0.

現時点で以下のことが分かっている．



定理 7.1. 不確定特異点は不分岐と仮定する．
i) ([3]) スペクトル型と方程式の変換は，あるKac-Moodyルート系の言葉で表せる．
{スペクトル型} ↪→ universal symmetric Kac-Moody root system (supernova, galaxy)

ii) ([3], [5]) idx m̃ = 2 で既約なものはリジッドと呼ばれるが，上の変換と Ad(∂−µ) と
の組み合わせで trivialな方程式 u′ = 0 （ϵ = 0のときはP1

C）に移される．
iii) 前予想は，リジッドな場合，さらに idx m̃ ≥ −2 の場合は正しい．
iv) ([5]) idx m̃を定めると，変換により帰着されるスペクトル型は有限種（これをbasic

スペクトル型という）．
v) ([5]) idx m̃ ≥ −2 のときのbasicスペクトル型の分類：
idx m̃ = −2 のときは，Fuchs型の 13種とそれの Laplace変換で得られるものの他,

33種ある. 33種のうちLaplace変換で互いに移らないものは18種 13．
なお idx m̃ = 0 のときに対応するルート系は，Fuchs型の D̃4, Ẽ6, Ẽ7, Ẽ8の 4種の

他，Ã1, Ã2, Ã3, Ã1 + Ã1の4種が現れる．
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