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N 個の電子を一辺 L の箱に閉じこめて，その運動エネルギーを調べる．パウリ原

理から，N 個の自由電子の基底エネルギーは，一粒子運動エネルギーの固有値を小さ

いものから順番に N 個足したものである．つまり正整数 ni,j について pj = 2π(n2
1,j +

n2
2,j + n2

3,j)
1/2/L であれば， p1 ≤ p2 ≤ · · · ≤ pN について εGS =

∑N
j=1 ℏ2p2j/(2m) と

できる．電子の数はつぎのようにかける：∑
pj≤εF

1 = N.

ここで εF はフェルミ・エネルギーで，和は pj ≤ εF なる状態の和を表す． 電子は半

径 εF の球（フェルミ球）に閉じこめられているとみてもよい．いま巨視的な系を考

えたいので，N → ∞ のふるまいをみる．電子密度を ρ で表しこれを一定とすれば，

N = ρL3 → ∞ の極限で

ρ =
N

L3
= L−3

∑
pj≤εF

1 → 1

(2π)3

∫
p≤εF

d3p =
1

(2π)3
4π

3
ε3F，

あるいは εF = (6π2ρ)1/3 がわかる．一方，単位体積あたりの運動エネルギーを考えて，

同様に N → ∞ とすると

L−3
∑
pj≤εF

ℏ2p2j
2m

→ 1

(2π)3
ℏ2

2m

∫
p≤εF

d3p p2 =
ℏ2

2m

3

5
(6π2)2/3ρ5/3．

よって，全空間での運動エネルギーをこれの積分とみれば

εGS ∼ ℏ2

2m

3

5
(6π2)2/3

∫
R3

ρ(x)5/3 dx

を得る．これは Thomas-Fermi 近似での運動エネルギーで，N → ∞ の極限でこの近
似は正当化できる [1, Thm. 12.12]．
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