
Flat connectionと Yang-Baxter方程式

河東泰之（東大・理・数学）

§0 Introduction

さきに，“Paragroup入門”に見たように，（少なくとも finite depthの）

subfactorの分類は，flat connectionの分類に帰着される．Flatness以外

の connectionの条件はグラフの localな条件であるから，チェックするの

は一般にそれほど困難ではないが，flatnessは，サイズの大きい diagram

を扱わなければならないため，多くの困難が生じる．特定の有限グラフ

上の特定の connectionの flatnessを確かめるには，定義そのものからは，

無限個の式をチェックする必要があるのだが，Jones projectionの flatness

より，実は，有限個の式のチェックですむことは容易にわかるので，希望

があるように思える．しかしそれでも，サイズが大きい diagramの場合

は，式は非常に複雑になって直接のチェックはきわめて困難な場合が多い

のである．たとえば，Dynkin digram E8の場合，すべての式は，具体的

に与えられているので，Ocneanuの主張を確認するにはある一つの式を

確かめればよいことがわかる．しかし，その式は，sinπ/60と cosπ/60

の平方根が入りまじった数十万の項を持つもので，（少なくとも私には）

実際にはコンピュータでの近似計算くらいしかできないのである．そこ

で，flatnessをチェックするためのある程度一般的な方法がないだろうか，

ということになる．ここでは，その方法として，Yang-Baxter方程式と

orbifold procedureの二つを解説する．

なお，この内容の大半は，D. Evansとの共同研究[EK]に基づく．

§1 Face operatorと Yang-Baxter方程式

簡単のため，まず Dynkin diagram Anを考えよう．この時，string

algebra は，Jones projection から生成され，また Jones projection は
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flatなので，これで全部すんでいるのだが，もう少し一般的に通用する

方法に拡張することを考えてみたいわけである．（注：Jones projectionの

flatnessは，Jones projectionの定義式の係数と crossing symmetryの係

数が同じであることからわかる．）

そこで登場するのが有名なYang-Baxter方程式である．作用素環で出

てくる connectionは，格子模型でいう spectral parameterというものの

無い形なので，ここでいう Yang-Baxter 方程式（star-triangle relation

ともいう）とは次のものである．

まず以下のような６角形を取る．

↙→↘
↘→↙

ここで，各辺は今，考えているグラフから取る．つまり，左上の頂点から

右下の頂点に至る長さ３の道を２通り考えているわけである．この６角

形の内部の埋め方を次のように２通り考える．まず，最初に↘
↙→のよう

に埋めてみる．内側の３つの辺は，グラフから取ったものであり，外側

の６角形とつながっていなくてはならない．ここで，partition function

と同様の操作を行う．つまり，平行四辺形が３つ現われるので，それら

に対応する connectionの値３つを掛け，その積を内側の３辺のすべての

選び方にわたって和を取るのである．これを Yang-Baxter方程式の左辺

とする．同様に→↙
↘ という入れ方を考え，すべての組み合わせにわたっ

て３つの connectionの積の和を取る．これを右辺とし，それが上で求め

た左辺の値と等しい，とおいたのが Yang-Baxter方程式である．

一方，string algebra double sequenceに対し，以下のような face op-

eratorsが考えられる．

Fn =
∑

|ξ|=n−1
|α|=|β|=|γ|=|δ|=1

· γ−−−−→ ·

α

y yδ

· −−−−→
β

·

(ξ · α · β, ξ · γ · δ).
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ただし，各 path ξ, α, β, γ, δは，水平方向とする．この Fn ∈ A0,n+1を

connectionを用いてAk,n+1に埋め込むわけだが，Yang-Baxter方程式を

用いれば，その表示は，

Fn =
∑
|η|=k

|ξ|=n−1
|α|=|β|=|γ|=|δ|=1

· γ−−−−→ ·

α

y yδ

· −−−−→
β

·

(η · ξ · α · β, η · ξ · γ · δ)

であることがわかる．（図を書いてみればよくわかる．たとえば[R]．）ただ

し，ここで，ηは，垂直方向，その他のξ, α, β, γ, δは，水平方向の pathで

ある．これは，[R]による結果だが，この事は，横方向の face operatorは

縦方向の stringと可換であることを示している．そこでもし，横方向の

string algebraが，face operatorsによって生成されていれば，connection

の flatnessが証明されたことになるわけである．

そこでもとにもどって Dynkin diagramの Anについてみると，この

ときの face operatorは，Jones projectionと Idの１次結合であること

がわかるので，この生成条件はO.K.である．このときの connectionは，

次の式で与えており，Yang-Baxter方程式は Andrews-Baxter-Forrester

の Yang-Baxter方程式解の適当な極限として確認できる．（直接チェック

することもできるであろう．）

i −−−−→ ly y
k −−−−→ j

= δklε+

√
µ(k)µ(l)

µ(i)µ(j)
δij ε̄,

ここでε =
√
−1 exp

π
√
−1

2N
であり，Nは Coxeter数 n+ 1である．した

がって，この方法によっても Anの flatness が確認できた．

さて，この方法をもっと一般的なグラフに適用することを考えよう．

作用素環のほうでは，これは，Jonesの構成の一般化としてのWenzlの
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仕事，[W] に対応し，可解格子模型では，神保，三輪，尾角らの仕事，

[JMO]に対応する．すなわち，A型の Hecke algebra に関連した構成で

ある．これを，ここでの string algebraとしての見方で考えると以下の

ようになる．まずグラフの頂点の集合を

P
(n)
++ = {λ =

N−1∑
i=1

λiΛi | λi ≥ 1,
N−1∑
i=1

λi ≤ n− 1}

で定める．これはKac-Moody algebra A
(1)
N−1 = ŜU(N) のレベルN − n

の可積分表現の集合で，“Weyl alcove” と呼ばれる．またΛiは基本表現

の N − 1 weightである．まず Nを固定し，グラフ A(n)の頂点を上の集

合で与え，その辺を次のように定める．ベクトル ei, 1 ≤ i ≤ n,を

e1 = Λ1,

ei = Λi − Λi−1, i = 1, . . . , N − 1,

eN = −ΛN−1.

で定め，グラフの incidence matrixを Aλ,µ =
N∑
i=1

δλ+ei,µとおくのであ

る．N = 3, n = 6の場合の例をあげよう．グラフは，Dynkin図形のと

きと異なり，orientedであることに注意する．

（これらに関しては，[DZ]にわかりやすく書いてある．）さて，次に

connectionを定める必要がある．これは，次の式で与えられる．まずグ
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ラフの頂点間の内積を ej · ek = δj,k − 1

N
, で定め，関数 sjlを各頂点λに

対し，sjl(λ) = sin(
π

n
(ej − el) · λ) と定義する．この時，connection W

は，

λ −−−−→ λ+ eky y
λ+ ej −−−−→ λ+ ej + el

= δjkε+ (1− δjl)ε̄

√
sjl(λ+ ej)sjl(λ+ ek)

sjl(λ)2

と決める．ここでεは，ε =
√
−1 exp

π
√
−1

2n
とおいた．左辺が admissible

squareになるには k = jまたは k = lでなくてはならないことに注意し

よう．この connectionの unitarityは，直接チェックできる．それは，こ

の式が，Hecke algebraの generatorと Idの１次結合だからである．ま

た，face operatorsが，string algebra全体を生成することも，algebraが，

Hecke algebraとして表されていることからわかる．

この connectionが，Yang-Baxter方程式を満たすことは次のようにし

てわかる．まず，[JMO]のYang-Baxter方程式解に入っている parameter

pを 0にする．これによって楕円関数は単なる三角関数になる．残りは

parameter uの式だが，x = exp(iπu)とおくと，式はすべて xの Laurent

多項式になっているので，その最高次の係数をとれば parameter無しの

Yang-Baxter 方程式解を得る．これに適当な定数を掛けたものが上の

connectionである．（実際は，一か所で符号の違いが現われるが，それは

問題無いことが，すぐに確かめられる．）

そこで，この connection を用いて，また string algebra double se-

quence を作るのだが，今度は，グラフが oriented であるために，縦方

向に Jones projectionを作ることができず，縦に Jones towerが並ぶこ

とが証明できない．これでは，困るので，縦方向にむりやり Jones pro-

jectionを作ることにする．それには，縦方向の１回目には，もとのグラ

フを使い，２回目には，向きをひっくり返したグラフを使い，３回目に
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は，またもとのを使い，· · ·，と繰り返せばよい．すると，２行目と３行
目との間で使いたい connectionが，定義されていないが，それは，１行

目と２行目で commuting squareができていることより，second inver-

sion relationsが成りたっているので，新しくその式を用いて定義してや

れば，unitary connectionがうまく作れる．（つまり，本来成立している

べき crossing symmetryの式を “定義”だと思うのである．）これによっ

て，縦に Jones towerを並べることができる．次に relative commutants

の tower を調べたい．それには，再び，縦の string と横の string が可

換であることを示せば十分である．それは，横方向の string algebraは，

periodic な commuting squareなので，Wenzlの次元評価式が使えるか

らである．（この時，縦方向の string algebraが，relative commutantsの

towerになる．）上のような向きを引っくりかえす操作をしても，Yang-

Baxter方程式はくずれないことがわかるので，上と同様の理由によって，

relative commutants の towerおよび principal graphが計算できる．さ

らに，canonical commuting squareも求まる．N = 3の場合の principal

graphの例をすこしあげよう．

§2 Orbifold subfactors
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次に，§1での構成に対し，orbifold procedureを適用しよう．Orbifold

の考えは，格子模型では，[Ko, FG]等によって，導入された．作用素環

とグラフに関しては，[C]も関連したことを扱っている．Orbifoldは，作

用素環的に言えば，次のようになる: グラフと connectionがある対称性

を持つとき，その対称性で “割る”ことによって新しい string algebraか

ら新しい subfactorが構成できる．これが，多様体を有限群作用で割る操

作に似ているので，orbifoldという用語を流用するのである．（Paragroup

は，多様体もどきでもあったことを思い起こそう．）

まず，§1 での string algebra は，グラフの “端点” を出発点∗に取っ
ていることに注意しよう．ところが，グラフのサイズを表す n が，N

の倍数であれば，グラフは，N個の対称な端点を持っており，グラフと

connectionは，各端点をまわす “回転”について不変である．そこでま

ず，N個の出発点から発する string algebraを考えるのである．（すなわ

ち，Bratteli diagramの第一列がCNになっている，ということ．）この

string algebra自身に，回転は，∗-algebra isomorphism として働く．だ

から，string algebra double sequenceで，回転での fixed point algebra

を考えることにより，新しい string algebra double sequenceが得られる．

ここで，double sequenceは，connectionによって，同一視されているか

ら，その同一視をこめてちゃんと fixed point algebra が取れることを見

なければならないが，それは，connectionの回転不変性から従う．

具体的に，もとのグラフが An型の Dynkin図形だとしよう．すると

orbifold string algebraのグラフは，nが奇数のとき，D(n+3)/2であるこ

とがわかる．グラフAnの中点が回転の不動点であり，この頂点が，２つ

に分かれ，その他の点は，半分につぶれた結果，D型の Dynkin図形に

なるのである．

一般にこのような操作を行うと，新しい double sequence から得られ

る subfactorは，もとの subfactorと同じ indexを持つ．そのため，区別

には，commuting square（または，少なくとも principal graph）を計算
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しなくてはならないが，これには，flatnessがないと困難である．とこ

ろが，orbifold constructionでは，もとの flatnessは，保存されない．新

しい orbifoldの方の flatnessは，だいたいうまくいっているのだが，回

転の不動点のまわりで，微妙なことが生じ，一般には，flatnessに対す

る obstructionがここで発生するのである．そこで，この obstructionが，

いつ消滅するかを決定することが重要になる．

この obstructionについて詳しく調べてみると，結局，ある大きい di-

agramの partition functionを計算することに帰着することがわかる．そ

の値が 1 に等しいことと flatness が同値である．（この計算は，縦横の

stringの可換性が適当な partition functionの値が 1に等しいことと同値

になるのと同様の論法である．このかたちの条件が flatnessという名前の

由来である．）そこで，その partition functionの値を計算しようとするわ

けである．これは，a prioriには，ただの複素数であるが，Yang-Baxter

方程式や，Jones projectionの性質を用いた計算により，絶対値が 1であ

ることがまずわかる．さらに，connectionの形を詳しく見て gauge choice

にあたる操作を行うと，その値は，実数であることも帰納法で示せる．だ

から，±1となるわけである．さらに，符号を決定しなくてはならない

が，これには，combinatorialな技巧を用いた inductionが必要である．

その結果，N = 2 では，obstruction として，±1 が交互に現われる

ことがわかる．（N = 2の時は，グラフが “1次元的”であるため，ほか

の場合より，ずっと議論が楽である．）これによって，Dynkin 図形 Dn

は，D2nだけが，principal graphとして，（uniqueに）現われ，D2n+1は，

principal graphとして実現できないことがわかる．このことは，Ocneanu

によって，[O1]以来繰り返しアナウンスされてきたが，この方法によっ

て初めて証明されたものである．（[Ka]）（D2n+1の不可能性については，

[I1] で独立に，より簡単な証明が与えられている．）そして，N = 3 の

場合は，この obstructionは，消滅することも示せる．この証明では，3

が奇数である，ということが本質的にきいてくる．（5以上の奇数のとき

も本質的には同じはずだが，グラフの性質が一部テクニカルなところに
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きいてくるため，今のところちゃんとできていない．）N = 3のときの

orbifold subfactorの principal graphをいくつか書いてみると，以下の

ようになる．

また，extended Dynkin diagramD
(1)
n にも，A

(1)
2n+5からの orbifold con-

structionを適用することができる．この時は，A(1)
2n+5 の出発点∗が，sym-

metryで不変なため，flatnessに対する obstructionは発生しない．これ

によって，principal graph D
(1)
n を持つ subfactor（indexは４）の数は，

n − 2 であることが証明できる．（[IK]）この数字は，Popa の分類リス

ト[P2]で，抜けていた最後の数字である．（Popaは，ある cohomology群

の元を用いた形で分類を与えた．）また，Ocneanuが ICM-90で示した分

類リストは，この点で誤っている．
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