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配点は [1] 20点, [2] 20点, [3] 30点，[4] 30点です．平均点は 68点，最高点は 100点
(14人)でした．

[1] 例はたくさんありますが，たとえば E2k = [0, 1], E2k+1 = ∅ とおけばできます．

[2] 任意の自然数 m,n について
∩∞

k=mEk ⊂
∪∞

k=nEk なので，

lim inf
k→∞

Ek =
∞∪

m=1

∞∩
k=m

Ek ⊂
∞∩
n=1

∞∪
k=n

Ek = lim sup
k→∞

Ek

が成り立ちます

[3] [0, 1]× [0, 1] から 1/3ずつ抜いていくことにより，授業中のCantor 集合の測度
の計算と同様にして，µ(E × [0, 1]) = 0 がわかります．同様に µ(E × [k, k + 1]) = 0

となるので k について和を取って，µ(E × R) = 0 を得ます．

[4] U内の，x, y座標がともに有理数の点に番号をつけてp1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2), . . .

とします．µ(U) < ∞ なので，0 < ε <
√

3µ(U)/2 となる ε を任意にとります．この
ときUk = ((xk − ε/2k, xk + ε/2k)× (yk − ε/2k, yk + ε/2k))∩U とおいてE =

∪∞
k=1 Uk

とおくと，これは U の稠密な開部分集合で，µ(E) ≤ 4ε2/3 です．さらに正の実数 r

に対し，Er = (E ∪ (−r, r)× (−r, r)) ∩ U とおくと，これは U の稠密な開集合で，r

を正の実数の範囲で動かしたとき，Er の Lebesgue測度の取る値は区間 (4ε2/3, µ(U)]

全体を覆います．εはいくらでも小さく取れる一方，測度の値は 0を取らないので，答
えは (0, µ(U)] です．


