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配点は順に 25, 30, 20, 25点です．平均点は 50点，最高点は 100点 (2人)でした．

[1] h1(x) = χ[−1,1](x)|x|−2/3, h2(x) = χ[−1,1](x)|x|−1/3 とおきます．(x = 0 での値は
無視できます．) h1 ∈ L1(R), h2 ∈ L2(R) に注意します．有理数全体に番号をつけて

p1, p2, . . . とします．f(x) =
∞∑
k=1

1

2k
h1(x − pk) とおけばこれは L1(R) の中で収束し，

g(x) =
∞∑
k=1

1

2k
h2(x− pk) とおけばこれは L2(R) の中で収束します．f ∗ g(pk) を見る

と，pk − p1 = pl とおけるので，f(pk − x) の無限和の中には h1(x− p1) の正定数倍が
あり，g(x) の無限和の中には h2(x− p1) の正定数倍があります．h1(x− p1)h2(x− p1)

は可積分ではないので，f ∗ g(pk) を定める積分は可積分ではありません．

[2] (1) y の関数として f(x − y) が Lp関数であり，g(y) が Lq関数なので Hölder

の不等式より結論が出ます．
(2) Hölder の不等式と，Lp(R) における平行移動の連続性から結論が出ます．
(3) fk ∈ C0(R), gk ∈ C0(R) を ∥f − fk∥p → 0, ∥g − gk∥q → 0 となるようにとる
と，Hölder の不等式より ∥f ∗ g − fk ∗ gk∥∞ ≤ ∥f∥p∥g − gk∥q + ∥f − fk∥p∥gk∥q なの
で，∥f ∗ g − fk ∗ gk∥∞ を得ます．fk ∗ gk はコンパクト台を持つのでこれから結論が
導かれます．

[3] ∥f∥∞ ≤ sup |f(x)| は定義からすぐにわかります．a < sup |f(x)|とすると，a <

|f(x0)| となる x0 があります．|f(x)| の連続性より，x0 の近傍でも a < |f(x)| とな
ります．この近傍は正の測度を持つので，a < ∥f∥∞ となり，結論が出ます．

[4] f = 0 の時は答えはもちろん 0 です．
そうでないとき，Hölder の不等式より答えは ∥f∥p 以下ですが，この値を実際に取
ることを示します．c = ∥f∥−p/q

p とおき，|g(x)| = c|f(x)|1/(q−1), f(x)g(x) ≥ 0 とな
るように可測関数 g(x) が取れます．このとき計算により ∥g∥q = 1 がわかり，また∫
X

fg dµ = c

∫
X

|f |p dµ = c∥f∥pp = ∥f∥p となるので，以上合わせて答えは ∥f∥p です．


