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配点は 1問 25点です．平均点は 43点，最高点は 100点 (5人)でした．解答は略解
です．実際の答案ではもっと詳しく書く必要があります．

[1] Rn, Rm, Rn+m の開集合族をそれぞれ Un, Um, Un+m とおき，Borel 完全加法族
を Bn, Bm, Bn+m とおく．
まず

B = {B ⊂ Rn | B × Rm ∈ Bn+m}

とおく．Un ⊂ B であり，B は完全加法族なので，Bn ⊂ B である．すなわち，任意
の B ∈ Bn に対して B ×Rm ∈ Bn+m である．同様にして，任意の B ∈ Bm に対して
Rn ×B ∈ Bn+m である．
次に，

B′ = {B ⊂ Rn |すべての U ∈ UmについてB × U ∈ Bn+m}

とおく．Un ⊂ B′ であり，また Bc × U = Rn × U \ B × U であることより，B′ は完
全加法族である．このことより，Bn ⊂ B′ である．すなわち，任意の B ∈ Bn, 任意の
U ∈ Um に対して B ×U ∈ Bn+m である．同様にして，任意の U ∈ Un, B ∈ Bm に対
して U ×B ∈ Bn+m である．
次に，

B′′ = {B ⊂ Rn |すべてのE ∈ BmについてB × E ∈ Bn+m}

とおく．Un ⊂ B′′ であり，また Bc × E = Rn × E \ B × E であることより，最初に
証明したことが使えて B′′ は完全加法族である．このことより，Bn ⊂ B′′ である．す
なわち，任意の B ∈ Bn, 任意の B′ ∈ Bm に対してB ×B′ ∈ Bn+m である．このこと
から，Bn と Bm の直積完全加法族が Bn+m に含まれることがわかる．
逆に，U ∈ Un+m とすると，U =

∪∞
k=1 Vk ×Wk (Vk ⊂ Rn,Wk ⊂ Rm はいずれも，

中心の座標がすべて有理数で半径も有理数であるような開球)と書けるので，Un+m は
Bn と Bm の直積完全加法族に含まれ，Bn+m がBn と Bm の直積完全加法族に含まれ
ることがわかる．

[2] (1) たとえば

f(x) =

{
1/
√
x, (0 < x < 1の時),

0, (その他の時),

(2) たとえば f(x) = 1/(1 + |x|).



[3] まず {tk} を任意にとる． lim
k→∞

∥f − fk∥1 = 0 なので，{tk}k の部分列 {tkm}m を
うまく取れば， lim

m→∞
fkm(x) = f(x) a.e. となる．

[4] {fk}k の部分列 {fkm}m をうまくとれば lim
m→∞

fkm(x) = f(x) a.e. となる．さら

に {fkm}m の部分列 {fkml
}l をうまくとれば lim

l→∞
fkml

(x) = g(x) a.e. となる．よって，

f(x) = g(x) a.e. である．


