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1 概説

V. F. R. Jonesは，自ら創始した subfactorの理論に基づき，1984年に
結び目の不変量，Jones多項式を発見した．これが，量子群，共形場理
論，可解格子模型，低次元トポロジーなどを巻き込んで最近の数学を
大きく前進させる原動力の一つとなったことはよく知られている．こ
れらの諸分野と作用素環論の関係は，代数的，組合せ論的側面が主体
となっているが，作用素環論側から見た場合は，その種の構造を支配
する理論は，1987年に A. Ocneanuによって始められた paragroup理
論 [10]である．Ocneanuは，この理論について証明を含む論文をまっ
たく書いていないが，講演記録 [11], [13]や非公式ノート [12]が存在し，
様々な努力 [2], [4], [6]などにより，その詳細が明らかになって来てい
る．ここでは，特に 3次元 topological quantum field theory (TQFT)
との関係に重点をおいて説明し，さらにEvans-Kawahigashiの orbifold
construction [1] との関係について述べる．
まず，paragroup理論の概略について述べる．より詳しくは，解説

[8]を見ていただきたい．（諸分野との関連については，[3]も詳しい．）ま
ず，II1型 factorと言われる無限次元の単純な作用素環のペア N ⊂ M
を考える．この inclusionの “サイズの比”を測るのが Jones index [M :
N ] ∈ [1,∞]である．以下，Mを固定して Nを動かすと考え，N ⊂ M
を単に subfactorという．一般には，[M : N ]は簡単に無限大になって
しまうが，ここでは有限の場合だけを考える．（Jones index= ∞の場



合の subfactor 理論は，ほとんど未開拓である．）Ocneanuの基本的ア
イディアは，2つの II1 factorが，一つの Hilbert空間に両側から作用
する bimoduleを考えれば（compact群の）表現論でのさまざまな操作
がうまくマネできる，ということであった．（表現論の類似の議論を実
行するためには，bimoduleを考えるのがいいというアイディア自体は，
Connesによる．）具体的には，大きい環Mを左右からのそれぞれM , N
による掛け算で bimoduleと思ったものを，fundamental representaion
の類似と思うのである．（正確には，Mを Hilbert空間にするため，内
積を入れて完備化する．）そこで，以下のような対比が現われる．

表現 bimodule

直和 直和
tensor積 相対 tensor積
次元 (Jones index)1/2

Frobenius相互律 Frobenius相互律
基本表現 MMN

次に，MMNとNMM を元に，次々，相対 tensor積を作り，その既約
分解を行う．そうして現われるすべての bimoduleを調べるのである．
（Bimodule X,Y の相対 tensor積X⊗Yを作るには，Xに右から作用し
ている factorと Yに左から作用している factorが同じである必要があ
る．今，factorは，N,Mの二つを考えているので，bimoduleは，N -N ,
N -M , M -N , M -Mの 4種がある．）一般には，このようにしていけば，
どんどん新しい bimodule ができていくが，ある都合のいい状況下で
は，有限個の bimoduleだけで尽きてしまう．この時，もとの subfactor
N ⊂ Mは，finite depthを持つといい，（4種の）有限個の bimoduleか
ら生成される “表現環もどき”が得られる．（すなわち，2つの元の相対
tensor積は，他の元の非負整数係数の有限 1次結合に分解される．）こ
れは，rational conformal field theory (RCFT)の言葉を流用して fusion
algebraと呼ばれる．（ただし，我々の相対 tensor積は，可換ではない
ことに注意しておく．）これは，有限 level での Wess-Zumino-Witten
modelや，1の巾根での量子群の表現論によく似た状況である．Mが，
AFD (approximately finite dimensional) II1 factor と呼ばれる基本的



な作用素環で，subfactor N ⊂ Mが finite depthを持つ場合（さらに
は，もっと一般に strongly amenableと言われる場合）には，解析的に
きわめていい性質を持つことが，S. Popaによって示されているので，
subfactorの分類，構成の問題は，代数的問題に帰着されるのである．
既約 bimoduleは，既約表現の類似なので，そのマネをすることによ
り，6j-symbolの類似が得られる．これは，quantum 6j-symbolなどと
言われる．これは抽象的には，ある種の関係式を満たす有限個の複素数
の組である．Fusion algebraと quantum 6j-symbolの組で，ある公理系
を満たすもの，というのが paragroupの一つの formulationである．（詳
しくは，[12], [2]を見よ．）これは，Moore-Seibergの combinatorialな
意味でのRCFTによく似ており，実際 de Boer-Goereeは，RCFTから
paragroupが作れることを示している．SU(2)k WZW-modelの場合が，
Jones の An型 subfactor，SU(N)k WZW-model の場合が，Wenzl の
Hecke algebra subfactorである．Paragroupのもともとの formulaton
[10]は，quantum 6j-symbolの 6つの bimoduleのうちの 2つと固定し
て，残りの 4つを動かした一部のデータだけを使う代わりに，flatness
と言われる強いタイプの公理を仮定するものである．これは，可解格子
模型における face modelや，そこで partition functionを考えることに
よく似ている．また，微分幾何学の離散的な類似とも思えるので，6j-
symbolのかわりに flat connectionという名前がついている．（Flatness
の意味，可解格子模型との関係については，[11], [12], [6], [1], [3]を見
よ．）Dynkin図形に対応する場合など，具体的に計算する場合には，こ
ちらの formulationのほうが都合がいいことが多い．
E. Wittenは，Jones多項式を物理的アイディアに基づいて考え，有

名な 3次元 TQFTの formulationを得た．これは数学的には，厳密で
なかったので，厳密なものを与える試みが多くの人によって行われた．
それらは，しばしば combinatorial な方法に基づき，我々の立場に特
に関係するのは，Reshetikhin-Turaevによるものと，Turaev-Viroによ
るものである．前者は，linkの surgeryとその Kirby calculus に基づ
き，後者は，多様体の triangulationとそのAlexander move に基づく．
SU(2)kなどの場合には，後者の TQFTは，前者の TQFTとその複素
共役との tensor積に分解することが，Turaevによって証明されている．
Turaev-Viro のものは，抽象的な公理を満たすある種の 6j-symbol か



ら出発すればいつでも作れるという設定になっており，そのような一
般化された 6j-symbolの例として，Kirillov-Reshetikhinの Uq(sl2)の
quantum 6j-symbolがあげられている．実は，我々の subfactorの意味
での quantum 6j-symbolの 3つの公理は，この TQFTのための 3つ
の公理と本質的に同じなので，finite depthの subfactorからは，いつ
でも 3次元TQFTが作れ，また，6j-symbolに基づく 3次元TQFTか
らは，いつでも subfactorに戻れることになる．（これは，最初 [12]で
主張された．正確なステートメントと証明は，[2]を見よ．）Subfactor
では，（直接には）群や量子群から来ないものがいくつか構成されて居
るので，それらに対応する TQFTのトポロジー的な意味の解明が興味
深い．Reshetikhin-Turaev 型の TQFT は，“より高い対称性” が必要
なので，勝手な subfactorからは作れない．この点については，次節で
さらに説明する．

2 作用素環と TQFT — 類似点と相違点 —

上述の triangulation/6j-symbol に基づく 3 次元 TQFT にと para-
groupの関係についてさらに詳しく説明する．Kirillov-Reshetikhinの
6j-symbol に基づく，Turaev-Viro の TQFT の場合は，1 の巾根を
exp(πi/(n+1))の形に取れば，そのまま An型の Jonesの subfactorが
できる．その意味で，両者は，本質的には同じといってもいいのだが，
やはり多少の違いがある．そしてこの違いがいろいろと興味深い現象
をもたらすのである．
まず，第一は unitarity と言われる問題である．上で，1 の巾根を

exp(πi/(n + 1)) の形に取ったが，これをほかの形に取ってしまうと，
作用素環には対応しなくなってしまう．それは，作用素環では，Hilbert
空間の内積が postive definiteでなくてはいけない，という条件に由来
する．また，traceの positivityと言ってもよい．しかしとりあえず，こ
れはそれほど興味深い違いをもたらさない．
より重要なポイントは，subfactor の状況では，両側から作用する

factorそれぞれについて Z2-gradingがあるということである．これに
よって 4 種の bimodule が発生するのだが，実は TQFT のためには，



M -M bimodule 1種類，またはN -N bimodule 1種類だけ使えばよいの
である．（どちらを使っても同じTQFTができる．[2]参照．）一般に，4
種類の bimoduleを全部知っていればもとの subfactorが復元できるが，
1種類だけからでは復元できない．このため，indexが違う subfactor
が同じ TQFTを与えることがありうる．その興味深い例が，[9]で与
えられた，indexが 4 cos2(π/12)の A11型の Jones subfactorと，index
が 3 +

√
3の Goodman-de la Harpe-Jones subfactorの関係である．後

者は，Wess-Zumino-Witten modelから直接には来ない subfactorとし
てもっとも有名な subfactor の一つであったが，出てくる TQFT は，
SU(2)10（の integer spinだけ使ったもの）と同じになってしまうので
ある．また，さらにこれを進めると，この index 3 +

√
3の subfactor

が，作用素環論的に特別な性質を持っていることもわかる．それは，こ
の subfactorは，principal graphと dual principal graphが同じだが，
M -M bimodule の fusion ruleと，N -N bimoduleの fusion ruleが異
なる，ということである．片方の fusion ruleは，上述のように A11の
integer spinの部分の fusion rule （truncated Clebsch-Gordan係数で
決まるもの）と同じであるが，もう片方は，index が 4 cos2(π/12) の
E6型の subfactor の fusion rule と同じなのである．作用素環論的に
もっときちんと言えば，E6型TQFTは，A11型TQFTの部分データだ
けを使って作られている，ということでもある．ただし，部分的なデ
ータだけを使ったためにかえってよいものになる，という可能性もあ
りうる．実際，Ocneanuの学生の Niţicăと Törökの計算によれば E6

型 TQFTは，lens space L(3, 1)の orientationを detectするというこ
とであるが，A11型 TQFTは，いかなる多様体の orientationも detect
できないことがすぐにわかる．
次節の quantum double との関連でもこの grading が，より高い対
称性を得るための鍵となる．



3 Quantum double, TQFT, and asymp-

totic inclusion

Subfactorから生じる TQFTの重要な点は，Drinfeldの quantum dou-
bleにあたる構成が，組合せ幾何学と作用素環の双方から自然に現われ
ることである．次の 3つの方法を見よう．

[代数] Drinfeldの quantum double construction

[幾何] Turaev-Viro型の，triangulationに基づく 3次元 TQFT

[解析] Ocneanuの asymptotic inclusionと central sequence subfactor

実はこれらは，conceptualには同様なものを，全く違った方法で実
現する 3つの仕組みと考えられるのである．大雑把にいえば，これら
はいずれもある対象を，それと “対”になる対象（dual, complex con-
jugate, oppositeなど）と組合せ，さらに対称性を高める操作を加えた
ものと考えられる．Quantum doubleの場合は，まさにそのとおりだ
し，asymptotic inclusionとは，N ⊂ MからM ⊗ (M ′ ∩M∞) ⊂ M∞
を作る操作である．（M∞は，Jones towerの “極限”として得られる II1
factor である．）ここで，AFDかつ finite depthという仮定の下では，
M ′ ∩M∞は，Mの opposite algebra（積の順番をひっくりかえしたも
の）に同型になるのである．Central sequence subfactorの場合は，よ
り解析的な構成だが，代数的な見地からは，asymptotic inclusionと本
質的に同一の paragroupを作る機構と見なされる．Triangulationに基
づく TQFTの場合は，あまり “double”の様に見えないかもしれない
が，これについてはあとで説明する．
有限群Gから出発したとき，上の 3つは，実際に同じものを与える．

TQFT（この場合は，Dijkgraaf-Wittenによる）と quantum doubleに
ついては，このことは Dijkgraaf-Vafa-Verlinde-Verlinde の仕事に基づ
き Dijkgraaf-Pasquier-Roche によって指摘された．Central sequence
subfactor と Dijkgraaf-Vafa-Verlinde-Verlinde の関係は，Ocneanu に
よる．



Subfactor N ⊂ Mから出発して paragroupを作っても，一般には得
られる対称性は実はそれほど高くない．したがって，Moore-Seiberg型
RCFTや，Resheteikhin-Turaev型 TQFTを作ろうとしても一般には
できないのである．しかし，Tureav-Viro型 TQFTはいつでもできる
ので，その際得られる, 2次元トーラスに対応する有限次元 Hilbert空
間 HS1×S1 を調べてみよう．TQFTの一般論では本来，これは “表現
もどき” （conformal block，量子群の表現など）か，そのペアが自然
な基底を与えると期待される．今，“表現もどき” は，bimodule であ
るわけだが，一般には bimoduleをどう組み合わせてもHS1×S1の基底
になっていない．実際は，作用素環の方で，N ⊂ Mをもっといもの
に取り替えないと，正しい構造は見えて来ないのである．すなわち，
asymptotic inclusion（finite index, finite depthを持つ）に移ったあと
のM⊗(M ′∩M∞) ⊂ M∞に対応するM∞-M∞ bimoduleがこのHilbert
空間の自然な基底を与えるのである．（厳密には，fusion graphの連結
性という条件が必要である．たいていの興味ある例では，この仮定は
満たされている．）そして，このM∞-M∞ bimoduleの世界では，fusion
algebraは可換となり．S, T行列が存在し，S行列は fusion ruleを対角
化し，T行列は 1の巾根を対角成分に持つ対角行列になる．これらは，
RCFTにおける，VerlindeやVafaの結果の類似である．この事の証明
には，bimoduleを 2次元の絵で表す Ocneanuの方法が使われる．特
に，彼の導入した tube algebraの centerの minimal projectonと，既
約M∞-M∞ bimoduleの図形的対応がポイントである．
Asymptotic inclusionでの，M⊗(M ′∩M∞)-M⊗(M ′∩M∞) bimodule
の方は，単に元のM -M bimoduleのペアである．すなわち，この段階
では，単に “double”を作って水増ししただけであり，それが grading
にを用いて，M∞-M∞ bimoduleに移行することによって，S, T 行列
などの高い対称性が得られるのである．ここでも bimoduleの grading
が効いている．この立場からは，asymptotic inclusionは，paragroup
に対する quantum double constructionと言ってもよい．
さて，Turaev-Viro 型の TQFT であるが，“double” と思う理由

は，十分対称性の高いデータ（RCFT など）から出発したときには，
Reshetikhin-Turaev 型 TQFT が単に二重に水増しされているだけだ
からである．この事は，少しも自明でないが，SU(2)kの場合は，上述



のように，Turaevによって示された．Turaevは，もっと一般化した
定理も証明しており，Ocneanuも作用素環論を用いて，一般的な命題
を得ている．すなわち，作用素環論的に高い対称性が初めからあれば，
Reshetikhin-Turaev型 TQFTと Turaev-VIro型 TQFTの双方が同じ
subfactorから作れて，後者は，前者とその複素共役との tensor積に分
解する，というのである．（[13] における chiralityの話を参照．）

4 Orbifold construction

最後に orbifold constructionの TQFTにおける意味に関する，“期待”
を説明しよう．まず，orbifold consructionは，CFTに源を持ち，可解
格子模型での，Fendley, Ginsparg, Kostov, Roche, Zuberらの方法に
基づき，subfactorでは，[6]で最初に用いられた．その後，[1]で一般
的な方法として確立され，さらに F. Xuによって，RCFTとの関係が
明らかにされた．最近では，後藤 [5]によって，代数的に一般化されて
いる．
これは paragroupをある対称性で “割る”というアイディアで，最初
は，Dynkin図形A4n−3を Z2で割って，Dynkin図形D2nを得るのに [6]
で使われた．（A4n−1 の場合は，flatnessに関する obstructionが発生す
るので，割ってもA4n−1のままである．この obstructionは，RCFTの
conformal dimensionで与えられる事を Xuが示した．）ここで現われ
る symmetryは，subfactor N ⊂ Mの自己同型と見なすことが可能で
ある．（すなわち，Mの自己同型で，Nを globalに動かさないものがで
きる．）すると，その自己同型は，泉の仕事に現われるものと同じであ
ることが，長田-幸崎の条件を用いて示される．また，解析的な立場か
らは，この自己同型は，centrally trivialという条件でも特徴付けられ，
Connes の有名な不変量χ(M) の subfactor 版 [7] を与える．このよう
に，いろいろな立場から見ることができる，重要な自己同型なのであ
るが，TQFTとの関連を見てみよう．すると，この自己同型は，自然
に central sequence subfactorの intermediate subfactorを与えること
がわかる．しかも，この intermediate subfactorは，Zn作用による不動
点環として現われる．一般に，intermediate subfactorがあれば，もと



の subfactorは，primitiveな object ではないということだし，今の場
合は，さらに，asymptotic inclusionは，“つまらない”対称性を余分に
含んでいる，ということになる．そのようなものは，本来の “quantum
symmetry” ではないのだから，取り除いて考えるべきである．この，
つまらない対称性を取り除くという作用を，orbifold construction が
持っている，というのがここで期待されるところである．

[ここでは，直接関係する作用素環論の論文しか引用していない．他
の文献について詳しくは，以下の論文の引用文献リストを見よ．]
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