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[1]
∫ 1

−1

e−ixξ dx =
2 sin ξ
ξ
だから，

√|ξ2| + 1
s 2 sin ξ

ξ
∈ L2(R) となる s > 0 の範囲は，

s < 1/2である．

[2]
sinx
x

,
1

ex + e−x
の Fourier変換はそれぞれ，πχ[−1,1](ξ),

π

eπξ/2 + e−πξ/2
である．よっ

て，求める積分は

1
2π
π2

∫ 1

−1

1
eπξ/2 + e−πξ/2

dξ =
[
arctan eπξ/2

]1

−1
= arctan eπ/2 − arctan e−π/2

である．

[3] x = (xn) ∈ �1, y = (yn) ∈ �1 = c∗0に対し，

〈x,T ∗y〉 = 〈Tx, y〉 =
∑

n

(
∑
m≥n

xm)yn =
∑
n

xn(
∑
m≤n

ym)

より (T ∗y)n =
∑n

m=1 ym ∈ �∞である．（
∑

n,m≥1 |xn||ym| < ∞だから和の順序の交換は問
題ない．）

[4] 作用素 Sを S : (x1, x2, x3, . . . ) �→ (0, x1 , x2, x3, . . . ) で定めると，Tが compactである
ことと STが compactであることは同値である．よって，求める条件は cn → 0である．

[5]
1

x+ iε
− 1
x− iε

の Fourier変換は−2πie−ε|ξ|であるから，求める極限値は

lim
ε↓0

−i
∫ ∞

−∞
e−ε|ξ|f̂(ξ) dξ = −i

∫ ∞

−∞
f̂(ξ) dξ = −2πif(0)

である．（Lebesgueの収束定理を使った．）

[6] 完全正規直交系 {en}nを取る．{e1, e2, . . . , en}で生成される部分空間への射影を Pnと
おく．Compact作用素 Tに対し，授業でやったように ‖PnT − T‖ → 0である．またこれよ
り，‖TPn −T‖ = ‖PnT

∗−T ∗‖ → 0でもある．（T ∗も compactであることに注意．）したがっ
て，‖PnTPn − T‖ ≤ ‖(PnT − T )Pn‖+ ‖TPn − T‖ → 0である．このことと PnK(H)Pnが
n次元行列環と同型で可分であることより，結論が得られる．
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[7] 成り立たないことを反例によって示す．2つ作り方をあげる．
(1) f ∈ L1(R), g ∈ L2(R)を，suppg ⊂ [−1, 1] suppf ⊂ [−1, 1], ‖g‖2 = 1, ‖f ∗ g‖2 > 0

となるように取る．gn(x) = g(x−n)とおけば，{gn}nは 0に弱収束しているが，‖f ∗gn‖ > 0
は一定であり，Tfgnは 0に強収束していない．

(2) f̂(ξ)がC∞
0 (R)に属し，区間 [0, 1]で 1に等しいように，f ∈ L1(R)を取る．（C∞

0 (R) ⊂
S(R) であり，S(R) の元の Fourier 変換は再び S(R) ⊂ L1(R) の元となることを使う．）
hn(ξ) = χ[0,1](ξ)e2πinξ とおけば，{hn}は 0に弱収束している．そこで，hnの逆 Fourier変
換に Tfをほどこしたものを考えれば，もとは，0に弱収束しているのに，Tfをほどこした
ものは，0に強収束していないことがわかる．

[8] まず Tが単射で，T ∗Y ∗ �= X∗ としよう．すると，Hahn-Banachより，0でない x ∈
X∗∗ = Xが存在して，すべてのφ ∈ Y ∗に対し，〈x,T ∗φ〉 = 0となる．これは，〈Tx, φ〉 = 0
を意味するから，再びHahn-Banachより，Tx = 0となる．Tは単射だったから矛盾である．
次に，T ∗Y ∗ = X∗で，Tx = 0としよう．このとき，すべてのφ ∈ X∗に対し，ψi ∈ Y ∗が

存在して，φ = limi T
∗ψiとなるので，〈x,T ∗ψi〉 = 〈Tx,ψi〉 = 0を用いて，〈x,φ〉 = 0を得

る．これは，x = 0を意味する．

[9] X内の点列 {xn}nを，‖xn‖ = 1, ‖Txn‖ → ‖T‖となるように取る．このとき，{xn}n

の部分列（再び {xn}nと書く）が取れて，xn → x（弱収束）とできる．すると Txn → Tx

（強収束）となるので ‖Tx‖ = ‖T‖である．もし，x = 0ならば何も問題はないし，そうで
なければ，‖x‖ = 1である．

[10] 背理法による．x = 0として一般性を失わない．部分列を取ることにより，{xn}nが
0に弱収束しているのに，‖xn‖1 ≥ ε > 0と仮定できる．（ここで各 xn = (xn(k))は �1の元で
ある．）このとき，自然数の増大列 {a(n)}nと {xn}の部分列 {yn}を以下のように取る．まず
a(0) = 0, y1 = x1とし，a(n−1)までと ynまでが与えられたときに，

∑a(n−1)
k=1 |yn(k)| ≤ 1/n

が，成立しているとしよう．このとき，a(n)を
∑a(n)

k=a(n−1)+1 |yn(k)| ≥ ‖yn‖1−2/nとなるよ
うに取る．さらに十分大きいmを取れば，|xm(k)| ≤ 1/(a(n)(n+ 1)), k = 1, 2, . . . , a(n)と
できるのでこの xmを yn+1とおく．すると，

∑a(n)
k=1 |yn+1(k)| ≤ 1/(n+ 1)が成立しているの

でこの構成が帰納的に続行できる．このとき，
∑a(n−1)

k=1 |yn(k)| + ∑∞
k=a(n)+1 |yn(k)| ≤ 2/n

が成立している．ここで x = (x(k)) ∈ �∞を，|x(k)| = 1 で，a(n − 1) < k ≤ a(n) の
とき x(k)yn(k) = |yn(k)| となるようにおく．すると，|〈x, yn〉 ≥ ∑a(n)

k=a(n−1)+1 |yn(k)| −
|∑a(n−1)

k=1 x(k)yn(k) +
∑∞

k=a(n)+1 x(k)yn(k)| ≥ ε− 2/n− 2/nであるから，n → ∞として
矛盾を得る．


