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ラグランジュの未定乗数法の問題

問題１．　 a, b, cを正実数とする。x, y, z が、ax2 + by2 + cz2 = 1を満たすとき、xyz

の最大値最小値を求めよ。

問題２．　 a > 0, b > 0, c > 0 とする。ax + by + cz = 1 を満たす (x, y, z) に対し、

x
1
p y

1
q z

1
r の最大値を求めよ。ただし p > 0, q > 0, r > 0とする。

問題３．　 a > 0, b > 0, c > 0 とする。ax + by + cz = 1 を満たす (x, y, z) に対し、
1

p
log x+

1

q
log y +

1

r
log xの最大値を求めよ。ただし p > 0, q > 0, r > 0とする。

（問題２と等位面は同じ。）

重積分、積分の変数変換の問題

ガンマ関数、ベータ関数　ガンマ関数、ベータ関数は計算結果を表示するために使われ

る。

x > 0に対し、Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dtと定義する。これは正値連続関数の広義積分で収

束する。部分積分により、Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(1) = 1 だから、Γ(n+ 1) = n!である。

x > 0, y > 0に対し、B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1−t)y−1dtと定義する。ここで t = sin2 θとする

と、dt = 2 sin θ cos θdθ, B(x, y) = 2

∫ π/2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1dθ. これは、B(
1

2
,
1

2
) = π

を意味する。

問題４．　 Γ(x)Γ(y) = Γ(x+ y)B(x, y)を示せ。

ヒント：第１象限R≧0 ×R≧0 上の関数 e−ssx−1e−tty−1 について、
(
s
t

)
=

(
ru

r(1− u)

)
という変数変換を考える。

半整数に対するガンマ関数　 Γ(
1

2
)Γ(

1

2
) = Γ(1)B(

1

2
,
1

2
)から、Γ(

1

2
) =

√
π が得られる。

Γ(
n

2
)がわかるのだから、次の積分は計算できていると考える。
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∫ π/2

0

(sin θ)m−1(cos θ)n−1dθ = B(
m

2
,
n

2
) =

Γ(
m

2
)Γ(

n

2
)

Γ(
m+ n

2
)

特に 2

∫ π/2

0

(sin θ)m−1dθ = B(
m

2
,
1

2
) =

Γ(
m

2
)Γ(

1

2
)

Γ(
m+ 1

2
)
=

Γ(
m

2
)

Γ(
m+ 1

2
)

√
π.



n次元球体の体積　n次元球面座標


r
θ1
...

θn−2

θn−1

は、


x1

x2

...
xn−1

xn

 =


r cos θ1

r sin θ1 cos θ2
...

r sin θ1 · · · sin θn−2 cos θn−1

r sin θ1 · · · sin θn−2 sin θn−1


で与えられる。このヤコビ行列を直接計算するのは見通しが悪い。そこで、変数変換

を帰納的に行う。


y1
y2
...

yn−2

yn−1

 =


r cos θ1

r sin θ1 cos θ2
...

r sin θ1 · · · sin θn−3 cos θn−2

r sin θ1 · · · sin θn−3 sin θn−2

 とすると、


x1

x2

...
xn−1

xn

 =


y1
y2
...

yn−1 cos θn−1

yn−1 sin θn−1

 であるが、


r
θ1
...

θn−2

θn−1

 7−→


y1
y2
...

yn−1

θn−1

 7−→


x1

x2

...
xn−1

xn

 のように変数変換

をすると考え、ヤコビ行列をチェインルールで計算する。

問題５．　球面座標への変数変換により、半径 rの n次元球体 {→x ∈ Rn
∣∣ ∥→x∥ ≦ r}の

体積を求めよ。（θ1 ∈ [0, π], . . . , θn−2 ∈ [0, π], θn−1 ∈ [0, 2π]に注意する。）

これを用いて、n− 1次元球面の体積を求めよ。

ディリクレの分布　ベータ関数は区間 [0, 1]上の確率密度関数
tx−1(1− t)y−1

B(x, y)
を与えて

いる。n次元の単体 {(x1, . . . , xn) ∈ Rn
∣∣ x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0, x1 + · · · + xn ≦ 1}上で、

xp1−1
1 · · ·xpn−1

n (1− x1 − · · · − xn)
p0−1 を考えると、

B(p0, p1, . . . , pn) =

∫
x1≧0,...,xn≧0,

x1+···+xn≦1

xp1−1
1 · · ·xpn−1

n (1− x1 − · · · − xn)
p0−1dx1 · · · dxn

として、確率密度関数
xp1−1
1 · · ·xpn−1

n (1− x1 − · · · − xn)
p0−1

B(p0, p1, . . . , pn)
が考えられ、ディリクレの

分布と呼ばれる。

問題６．　次を示せ。

B(p0, p1, . . . , pn) =

∫
x1≧0,...,xn≧0,

x1+···+xn≦1

xp1−1
1 · · ·xpn−1

n (1− x1 − · · · − xn)
p0−1dx1 · · · dxn

=
Γ(p0)Γ(p1) · · ·Γ(pn)
Γ(p0 + p1 + · · ·+ pn)

ヒント：立方体から単体への写像


x1

x2

...
xn−1

xn

 =


u1(1− u2)

u1u2(1− u3)
...

u1u2 · · ·un−1(1− un)
u1u2 · · ·un

を考える。写像

2



を


u1

u2

...
un−1

un

 7−→


y1
y2
...

yn−1

un

 =


u1(1− u2)

u1u2(1− u3)
...

u1u2 · · ·un−1

un

 7−→


x1

x2

...
xn−1

xn

 =


y1
y2
...

yn−1(1− un)
yn−1un

 のよう
に分解して、ヤコビ行列をチェインルールで帰納的に計算する。

n次元単位球体の体積 {→x
∣∣ |x1|p + · · ·+ |xn|p ≦ 1} の体積は、

{→x
∣∣ x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0, x1

p + · · ·+ xn
p ≦ 1}の体積の 2n 倍である。

{→x
∣∣ x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0, x1 + · · ·+ xn ≦ 1}

−→ {→x
∣∣ x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0, x1

p + · · ·+ xn
p ≦ 1}

を各座標を
1

p
乗する写像とする。

問題６．　次を示せ。

vol({→x
∣∣ x1 ≧ 0, . . . , xn ≧ 0, x1

p + · · ·+ xn
p ≦ 1}) =

Γ(
1

p
)n

pnΓ(1 +
n

p
)

p = 2として、n次元球体の体積を求めよ。

ガウス分布　
e−

x2

2σ2

√
2πσ2

は、標準偏差 σ平均 0のガウス分布と呼ばれる。

問題７．　 (1) 広義積分
∫
Rn

exp(−
n∑

i=1

xi
2)dx1 · · · dxn を n = 2のとき極座標に変数変

換して求めよ。それを用いて nが一般のときに求めよ。

(2)A =
(
aij

)
i,j=1,...,n

を正値対称行列とするとき、広義積分
∫
Rn

exp(−
n∑

i,j=1

aijxixj)dx1 · · · dxn

を求めよ。
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