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演習問題１．X, Y , Z を次で与えられる位相空間とする。

X = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣ (

(x2 + y2)1/2 − 2
)2 + z2 = 1}

∪{(x, y, z) ∈ R3
∣∣ y = 0, (x − 2)2 + z2 � 1}

Y = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + y2 + z2 = 1}

∪{(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x = y = 0, |z| � 1}

Z = {(x, y, z) ∈ R3
∣∣ (x + 1)2 + y2 + z2 = 1}

∪{(x, y, z) ∈ R3
∣∣ y = 0, (x − 1)2 + z2 = 1}

（１）X, Y , Z のの胞体分割、単体分割を与えよ。

（２）X, Y , Zの胞体分割に対応するチェイン複体を書き、ホモロジー群を求めよ。

（３）Y , Z の単体分割に対応するチェイン複体を書き、ホモロジー群を求めよ。

演習問題２．位相空間X, Y のジョイン (join)X∗Y を商空間X∗Y = X×[0, 1]×Y/ ∼
として定義する。但し、同値関係 ∼は、

(x1, t1, y1) ∼ (x2, t2, y2) ⇐⇒
(t1 = t2 = 0 かつ x1 = x2)

または

(t1 = t2 = 1 かつ y1 = y2)

で生成されるものとする。

（１）Sk ∗ S� ≈ Sk+�+1 を示せ。

（２）X = {p}（１点からなる空間）とするとき、{p} ∗ Y を Y 上の錘 (cone)と呼
ぶ。{p} ∗ Y は可縮な（１点とホモトピー同値な）位相空間であることを示せ。

（３）X = S0 = {−1, 1}のとき、S0 ∗ Y を Y の懸垂 (suspension)と呼ぶ。Y のホ

モロジー群により、S0 ∗ Y のホモロジー群を表せ。

ユークリッド空間の２つの交わらないアフィン空間上の単体 σk = 〈v0 · · · vk〉, σ� =
〈w0 · · ·w�〉に対して、それらのジョインを σk ∗σ� = 〈v0 · · · vkw0 · · ·w�〉で定義する。
２つの交わらないアフィン空間上の単体複体K, Lに対し、それらのジョインK ∗L

を、K の単体、Lの単体、K の単体と Lの単体のジョインとして得られる単体から

なる単体複体とする。

問題．(1) 単体複体K, LのジョインK ∗Lのチェイン複体の単体について以下が成

立することを示せ。

∂(σ0
0 ∗ σ0

1) = σ0
1 − σ0

0 , � � 1のとき、∂(σ0 ∗ σ�) = σ� − σ0 ∗ (∂σ�)

(2) K = 〈b〉とするとき、〈b〉 ∗ Lのチェイン複体のホモロジー群を求めよ。



問題．Kを有限単体複体、Kの頂点集合 V に線形順序が与えられているとするとき、

[0, 1] × |K|の単体複体の構造を定めることができる。すなわち、v0
i = (0, vi), v1

i =
(1, vi)として、Kのk単体 〈v0 · · · vk〉に対して、k+1個のk+1単体 〈v0

0 · · · v0
i v1

i · · · v1
k〉

(i = 0, . . . , k), k +2個の k +2単体 〈v0
0 · · · v0

i v1
i+1 · · · v1

k〉 (i = −1, . . . , k)を考える。
(1) これらの全体

{〈v0
0 · · · v0

i v1
i · · · v1

k〉
∣∣ (i = 0, . . . , k), 〈v0 · · · vk〉 ∈ K}

∪{〈v0
0 · · · v0

i v1
i+1 · · · v1

k〉
∣∣ (i = −1, . . . , k), 〈v0 · · · vk〉 ∈ K}

は単体複体となることを示せ。

(2) σ = 〈v0 · · · vk〉に対して

Pσ =
k∑

i=0

(−1)i〈v0
0 · · · v0

i v1
i · · · v1

k〉

と置くとき、

∂Pσ + P∂σ = 〈v1
0 · · · v1

k〉 − 〈v0
0 · · · v0

k〉
を示せ。

問題．k次元単体σの重心を bσとする (σ = 〈v0 · · · vk〉とするとき、bσ =
1

k + 1

k∑

i=0

vi)。

σをそのすべての面 τ とともに、単体複体Kσ と見て、頂点の集合を {bτ

∣∣ τ ≺ σ},
面の集合を、{στ0τ1...τj

= 〈bτ0bτ1 . . . bτj
〉∣∣ τ0 ≺ τ1 ≺ · · · ≺ τj}としたものを Kσ の

重心細分と呼び、K ′
σ と書く。単体複体K に対し、K の重心細分K ′ が各単体を重

心細分したものの和集合として定義される。|K ′| = |K|である。
[0, 1] × |K|の単体分割（単体複体の構造）として、{0} × K, {1} × K ′ を部分複体
とするもの Lが存在する。

vi = (0, vi), bσ = (1, bσ)と略記する。[0, 1] × σの単体複体の構造 Lσ を、

Lσ = 〈bσ〉 ∗ Kσ ∪
k⋃

i=0

L∂iσ

とおく。但し、∂i〈v0 · · · vk〉 = 〈v0 · · · vi−1vi+1 · · · vk〉である。このとき、
⋃

σ∈K

Lσ が

求める [0, 1] × |K|の単体分割である。
(1) L(Kσ0), L(Kσ1), L(Kσ2)を図示せよ。
(2) bsd : C∗(K) −→ C∗(L)を bsd〈v〉 = 〈bv〉, dimσ � 1に対し bsd(σ) = 〈bσ〉 ∗
(bsd(∂σ))で定義する。BSD : C∗(K) −→ C∗+1(L)をBSD〈v〉 = −〈bv〉∗〈v〉, dimσ �
1に対し BSD(σ) = −〈bσ〉 ∗ (BSD(∂σ) + σ)で定義する。
このとき、∂BSDσ + BSD∂σ = bsdσ − σを示せ。


