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概要

不定値直交群の組 (G,G′) = (O(p+ 1, q + 1), O(p, q + 1)) に対して、G の
球退化主系列表現から、G′ の球退化主系列表現への全て対称性破れ作用素
を構成し、分類を完成させた。対称性破れ作用素の構成と分類問題は 小林
俊行氏と B. Speh 氏によって [Memoirs of Amer. Math. Soc. 2015] で初め
て提起され、ローレンツ群に対して完全な分類が得られた。ここでは実階数
が高い場合に、その結果を一般化する。更に、函数等式、留数公式と対称性
破れ作用素の像も具体的に述べる。この結果は分岐則の問題を深く研究する
ための構想として小林氏に提唱された ABC プログラム [Progr. Math. 2015]
のステージＣの特別な場合に対応する。

n = p+ q とし、Rn 上の符号 (p, q) をもつ標準二次形式を

Qp,q(x) :=
txIp,qx, (x ∈ Rp+q)

と定める。ここで Ip,q は対角行列 Ip,q := diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

) ∈ GL(p+ q,R).

この二次形式に関する不定値直交群を

G := O(p+ 1, q + 1) =
{
g ∈ GL (p+ q + 2,R) : tgIp+1,q+1g = Ip+1,q+1

}
と定義し、その極大放物型部分群 P = MAN+ を以下のように定める、
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M :=


 ϵ 0 0

0 A 0
0 0 ϵ

∣∣∣∣∣∣A ∈ O(p, q), ϵ = ±1

 ≃O(p, q)× Z/2Z,

A :=

a(t) :=

 cosh(t) 0 sinh(t)
0 Ip+q 0

sinh(t) 0 cosh(t)

∣∣∣∣∣∣t ∈ R
 ≃R,

N+ :=

In+2 +

 −1
2
Qp,q(b) − t(Ip,qb)

1
2
Qp,q(b)

b 0 −b
−1

2
Qp,q(b) − t(Ip,qb)

1
2
Qp,q(b)

∣∣∣∣∣∣b ∈ Rp+q

 ≃Rp+q.

放物型部分群 P からの誘導表現として、以下のように G の球退化主系列表現を
定める。複素数パラメータ λ ∈ C に対して

I(λ) := IndG
P (Cλ)

≃
{
f ∈ C∞(G) | f(gma(t)n) = e−λtf(g), ∀(g,ma(t)n) ∈ G× P

}
.

次に第 (p+ 1) 座標の固定部分群を

G′ :=
{
g ∈ G

∣∣g · ep+1 = ep+1

}
とすると、G′ は G の簡約部分群となる。G の放物型部分群 P を定めた split
な可換群 A が G′ に含まれているため、P = MAN は G′ と適合する。すなわ
ち、P ′ := P ∩ G′ は G′ の極大放物型部分群であり、そのラングランズ分解は
P ′ = (G′∩M)A(G′∩N+)で与えられる。I(λ)と同様に、複素数パラメータ ν ∈ C
に対して G′ の球退化主系列表現 J(ν) := IndG′

P ′(Cν) を定める。
この講演での主テーマは、 群 G の表現 I(λ) から部分群 G′ の表現 J(ν) へ

の G′ 絡作用素（対称性破れ作用素、symmetry breaking operator）である。対称
性破れ作用素全体のなす空間を HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) と表記する。

(G,G′) の複素化は (O(n+ 2,C), O(n+ 1,C)) であり、これは強 Gelfand 対と
なるので、小林–大島 [KO13] の一般理論によって以下のようなアプリオリ評価
が得られる。

Fact 1. 対称性破れ作用素のなす空間の次元は表現のパラーメタ (λ, ν) よらずに
一様に押さえられている。
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対称性破れ作用素のなす線型空間 HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) の基底を具体的に決
定しよう。

この空間を分析するために、まず以下のような定義する：

定義 2. Rn × Rn 上の関数 h(·, ·) を h(b, x) := 1 − 2 tbIp,qx + Qp,q(b)Qp,q(x) と定
める (ここで、n = p + q)。bp = 0 を満たすような各 b ∈ Rn に対し、開集合{
x ∈ Rp,q

∣∣h(b, x) ̸= 0
}
上で

|h(b, x)|λ−nF

(
x−Qp,q(x)b

h(b, x)

)
= F (x)

が成り立つとき、超関数 F ∈ D′(Rp,q) をN ′
+ 不変と呼ぶ。(ここで、N ′

+ は Rp,q の
共形コンパクト化には作用するが、Rp,q には作用していないことに注意する)

定義 3. 群 O(p − 1, q) を Rn (n = p + q) に第 p 座標を固定する形で作用させる。
以下のような条件を満たす超関数 F ∈ D′(Rn) のなす空間を Sol(Rp,q;λ, ν) と表
記する。

(1) F (x) = F (−x);

(2) F は O(p− 1, q) 不変である;

(3) F は (λ− ν − n) 次の斉次性を持つ;

(4) F は Rp,q 上に N ′
+ 不変である。

小林–Speh によって証明された一般理論 ([KS15, Chap. 3]) を今の特別な設
定に適用すると、以下の Fact 4が得られる

Fact 4 ([KS15, Thm. 3.16]). n = p + q とする。対称性破れ作用素の核超関数を
考えることによって 以下の可換図式が得られる。

HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) ≃ //

Supp

++
(D′(G/P,Ln−λ)⊗ Cν)

P ′

F 7→supp(F )
//

≃rest
��

2P
′\G/P

Sol(Rp,q;λ, ν) ⊂ D′(Rp,q)
Op

≃
llXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
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特に、T ∈ HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) に対して, Supp(T ) は P ′\G/P の閉部分集合
である。両側剰余空間 P ′\G/P は有限集合であり、その閉部分集合が対称性破れ
作用素の大切な不変量となるということがわかる。[KS15] の方針は Supp(T ) に
関する帰納法で対称性破れ作用素を分類するというものであった。この方針に沿
い、最初のステップとして、両側剰余空間 P ′\G/P とその閉包関係を決定する。

G = O(p+ 1, q + 1) の Rp+1,q+1 への自然な線型作用は部分集合である以下の
錐

Ξp+1,q+1 :=
{
(x, y) ∈ Rp+1,q+1 − {0}

∣∣ |x|2 = |y|2
}

を保つので、その商空間 Xp,q := Ξp+1,q+1/R× への作用を導く。幾何の言葉で言
うと、Xp,q は直積多様体 Sp × Sq において、その対跡点を同ー視することによっ
て得られる商多様体と同型であり、不定値計量 gSp ⊕ (−gSq) を与えて擬リーマン
多様体の構造を入れると、そこに群 G は共形変換群として作用する 。

X :=G/P ≃ Xp,q,
Y :=

{
[ξ : η] ∈ G/P ≃ Xp,q

∣∣ξp = 0
}
≃ Xp−1,q

C :=
{
[ξ : η] ∈ G/P ≃ Xp,q

∣∣ξ0 = ηq
}
≃ Xp−1,q−1 ∪ Ξp,q,

{[o]}:={[1 : 0p+q : 1]}

とおく.

定理 5 (G/P の P ′ 不変な閉部分集合の分類). p, q ≥ 1 とする。G/P の P ′ 不変
閉部分集合は５つ (p > 1) または４つ (p = 1) であり、それらは以下の Hasse 図

式で記述される。ここで
A
m

B
は B の generic な点のなす多様体が A において

余次元 m の部分多様体であることを表している。

X
1

llll
llll 1

RRRR
RRRR

Y

1
RRRR

RR C

1
llll

ll

C ∩ Y

p+q−2

{[o]}

(a) p > 1 のとき

X
1

mmm
mmm

m 1
QQQ

QQQ
Q

Y

p+q−2 ??
??

??
??

? C

p+q−2
��
��
��
��
�

{[o]}

(b) p = 1 のとき

次に両側剰余類 P ′\G/P のそれぞれの閉集合 S に対して、対称性破れ作用
素の族 RS

λ,ν を構成する。
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• RS
λ,ν はパラメータ (λ, ν) ∈ DS に対して定義されている作用素である。こ
こで、DS は C2 の部分集合である (より詳しくいうと、C2 全体或いは１次
元アフィン空間の加算和である);

• RS
λ,ν は (λ, ν) ∈ DS に正則 (holomorphic) に依存する;

• 全て (λ, ν) ∈ DS に対して、Supp(RS
λ,ν) ⊂ S である（更に、一般の位置にあ

る(λ, ν) に対しては等号が成り立つ).

作用素 RS
λ,ν は C2 の離散集合上で零になる (注意8を参照)。そこで (C2 全体では

なく) 次元が低いパラメータ集合 ||| 上で 対称性破れ作用素の族 RX
λ,ν を再正規

化したのが R̃X
λ,ν である。ただし、p = 1 のとき、あるいは S = C ∩ Y の場合と

p > 1 のとき、あるいは S = C または Y の場合は分類 (定理9) に用いなくても
よいので、ここでは省略する。以下の定理に用いられるの記号を説明する：

•
|||:= {(λ, ν) ∈ C2 | ν ∈ −2N ∪ (q + 1 + 2Z)},
\\ :=

{
(λ, ν) ∈ C2

∣∣λ+ ν − n+ 1 ∈ −2N
}
,

// := {(λ, ν) ∈ C2 | λ− ν ∈ −2N},
||:=

{
(λ, ν) ∈ C2

∣∣ν ∈ 1 + 2N
}
;

• C̃(s, t) は [KP16b, (6.5)] で定義された２変数多項式であり、正規化された
Gegenbauer 多項式から導かれるものである。

• (λ, ν) ∈|| に対して、m := 1
2
(ν − 1) ∈ N と定め、(λ, ν) ∈ \\ に対して、

k := 1
2
(n− 1− λ− ν) ∈ N と定める。

• p = 1 に対して、qXC (λ, ν) および qXY (λ, ν) を以下のように定義する：

qXC (λ, ν) :=


Γ
(
λ+ν−n+1

2

)
, qは偶数, ν ⩽ q − ν,

Γ
(
λ−ν
2

)
, qは偶数, ν > q − ν,

Γ
(
λ+ν−n+1

2

)
, qは奇数.

qXY (λ, ν) :=

 1, qは奇数,

Γ
(
λ−ν
2

)
/Γ

(
max

{
λ+ ν

2
, 0

}
− ν

)
, qは偶数.
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定理 6 (対称性破れ作用素の構成). P ′ 不変な G/P の閉集合 S = X,Y,C, {o} に
対して、パラメータ集合 DS を以下の表のように定めると、作用素 RS

λ,ν および
R̃X

λ,ν は I(λ) から J(ν) への対称性破れ作用素であり、(λ, ν) ∈ DS に正則に依存
する。

RS
λ,ν Op : Sol(Rp,q;λ, ν) → HomG′(I(λ), J(ν)) DS Supp(·)

RX
λ,ν = 1

Γ(λ−ν
2 )Γ(λ+ν−n+1

2 )Γ( 1−ν
2 )

Op
(
|xp|λ+ν−n|Qp,q|−ν

)
C

2

X, (λ, ν) ̸∈|| ∪\\ ∪ //,
C, (λ, ν) ∈|| −\\ − //,
Y, (λ, ν) ∈ \\− || −//,
∅, p = 1, (λ, ν) ∈|| ∩\\ − //,
C ∩ Y, p > 1, (λ, ν) ∈|| ∩\\ − //,
∅, (λ, ν) ∈ //∩ |||,
{[o]}, (λ, ν) ∈ //− ||| .

R̃X
λ,ν = 1

Γ(λ+ν−n+1
2 )Γ( 1−ν

2 )
Op

(
|xp|λ+ν−n|Qp,q|−ν

)
|||

X, (λ, ν) ̸∈|| ∪\\,
C, (λ, ν) ∈|| −\\,
Y, (λ, ν) ∈ \\− ||,
∅, p = 1, (λ, ν) ∈|| ∩\\ − //,
{o}, p = 1, (λ, ν) ∈|| ∩\\ ∩ //,
C ∩ Y, p > 1, (λ, ν) ∈|| ∩\\.

RY
λ,ν =

(−1)kk!qXY (λ,ν)

Γ(λ−ν
2 )

Op
(
δ(2k)(xp)|Qp,q|−ν

)
\\ generic には Y 決して空にならない

RC
λ,ν =

(−1)mm!qXC (λ,ν)

Γ(λ−ν
2 )Γ(λ+ν−n+1

2 )
Op

(
|xp|λ+ν−nδ(2m) (Qp,q)

)
||

{[o]}, q: 奇数, (λ, ν) ∈ //,
C, q: 奇数, (λ, ν) ̸∈ //,
{[o]}, q: 偶数, (λ, ν) ∈ // ∩ \\,
C, q: 偶数, (λ, ν) ̸∈ // ∩ \\.

R
{o}
λ,ν =Op

(
C̃

λ−n−1
2

ν−λ (−∆Rp−1,qδRp+q−1 , δ(xp))
)

// {[o]}

注 7. 小林–Pevzner による微分対称性破れ作用素の一般理論 ([KP16a, Chap. 2])
よって、S = {o} ならば、RS

λ,ν は微分作用素である。C̃(s, t) の定義に基づいて計
算すると、定理6の微分作用素 R

{o}
λ,ν は以下の形で与えられる。

R
{o}
λ,ν = Restxp=0 ◦

 ν−λ
2∑

j=0

(−1)j2ν−λ−2j

j!(ν − λ− 2j)!

(
−n− 1

2
+

ν + λ

2

)
ν−λ
2

−j

(−∆Rp−1,q)j
(

∂

∂xp

)ν−λ−2j
 .

ここで、
(x)n :=

Γ(x+ n)

Γ(x)
= x(x+ 1) · · · (x+ n− 1).
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上の公式の q = 0 の特別な場合は [J09, Thms. 5.1.1 および 5.2.1] や [KS15,
(10.1)] や [KP16b, Thm. 6.3] で現れた微分作用素であり、一般の p, q の場合は
[KØSS15, Thm. 4.3] で既に得られているものと同一である。

注 8. 定理6の表の一番右の列から、定義域に属する任意の (λ, ν) に対して
R

{o}
λ,ν , R

Y
λ,ν , R

C
λ,ν ̸= 0 であることがわかる。一方、正則 (regular) 対称性破れ作用素

RX
λ,ν に対しては、RX

λ,ν = 0 ⇐⇒ (λ, ν) が以下の離散集合に属していることが証
明できる。 {

//∩ |||, p > 1,

(//∩ |||) ∪ (\\∩ ||) , p = 1.

再正規化した作用素 R̃X
λ,ν に対しては、以下が同値となる。R̃X

λ,ν = 0 ⇐⇒ p = 1

かつ (λ, ν) は離散集合 \\∩ || に属している。

定理6で構成された対称性破れ作用素はいつも線型独立になるとは限らな
いが、全ての対称性破れ作用素はその線型和で表せることがわかる。任意の
(λ, ν) ∈ C2 に対して、線型空間 HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) の基底を以下のように具体
的に決定した。

定理 9 (対称性破れ作用素の分類). p, q ≥ 1 とする。

(1) p = 1 のとき、

HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) =


CRX

λ,ν , (λ, ν) ∈ C2 − (//∩ |||)− (|| ∩\\),
CR̃X

λ,ν ⊕CR
{o}
λ,ν , (λ, ν) ∈ (//∩ |||)− (|| ∩\\),

CRY
λ,ν ⊕CRC

λ,ν , (λ, ν) ∈ (|| ∩\\)− //,

CR
{o}
λ,ν , (λ, ν) ∈|| ∩\\ ∩ //.

(2) p > 1 のとき、

HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) =

{
CR̃X

λ,ν ⊕CR
{o}
λ,νλ,ν , (λ, ν) ∈ //∩ |||,

CRX
λ,ν , それ以外の場合。

系 10 (対称性破れ作用素の存在定理と次元の上限). どんな (λ, ν) ∈ C2 に対して
も

dimC HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) ∈ {1, 2}

が成り立つ。
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G の球退化主系列表現 I(λ) は K 不変ベクトルを含む。部分群 G′ の表現
J(ν) も同様である。いずれの場合も K 不変ベクトルのなす空間は１次元である
ので、1λ(e) = 1ν(e) = 1 と正規化した元を 1λ ∈ I(λ)K ,1ν ∈ J(ν)K

′ と表す。この
とき以下のことが成り立つ。

定理 11 (K 不変ベクトルのスペクトラム). n = p + q (p, q ≥ 1) という記法は前
述の通りとする。このとき、

RX
λ,ν1λ =

21−λπn/2

Γ
(
λ
2

)
Γ
(
λ+1−q

2

)
Γ
(
q−ν+1

2

)1ν が成り立つ。
注 12. SL(2,R) の表現のテンソル積の場合、すなわち、定理11の p = q = 1 の特
別な場合は Bernstein–Reznikov[BR04, Lem. A.5] によって得られ、さらに群のラ
ンクが高い場合の一般化は [CKØP11, Thm. 1.1] で証明されている。また q = 0
の場合は [KS15, Prop. 7.4] で得られている。

定理6の 1 段目の主張を次の形で復習しておこう。(λ, ν) ∈ C2 − // に対し
て、

K̃Rp,q

λ,ν := |xp|λ+ν−n

Γ(λ+ν−n+1
2 )

× |Qp,q |−ν

Γ( 1−ν
2 )

∈ Sol(Rp,q;λ, ν)

RX
λ,ν := 1

Γ(λ−ν
2 )

Op
(
K̃Rp,q

λ,ν

)
と定義する。このとき、RX

λ,ν は (λ, ν) ∈ C2 に正則 (holomorphic) に依存する対称
性破れ作用素の族に拡張できる、というのが定理6の主張であった。以下では作
用素 Op

(
K̃Rp,q

λ,ν

)
の留数を求める。

定理 13 (留数公式). (λ, ν) ∈ // に対して、l := 1
2
(ν − λ) ∈ N とおく。このとき

RX
λ,ν = 21−ν−2ℓ(−1)ℓℓ!π

p+q−2
2 Γ

(ν
2

)−1

cos
(
π(q − ν)

2

)
R{o}

λ,ν , (λ, ν) ∈ //.

注 14. 正則 (regular) な対称性破れ作用素の留数公式の原型は q = 0 の場合で、
このときは [K14]、[KS15, Thm. 12.2] で証明されている。

定義 15. [KS15, Thm. 3.16] を G = G′ の場合に適用すると、 Fact 4と同様に、
I(λ) から J(ν) への (通常の)G 絡作用素を Bruhat セル上の核超関数で記述する
ことができ、

HomG(I(λ), I(ν)) ≃ SolG(Rp,q;λ, ν)

という全単射が成り立つ。ここで、 SolG(Rp,q;λ, ν) ⊂ D′(Rp+q) は定義3の４つ
目の条件を満たす Rp+q 上の超関数空間 (ただし、３つ目の条件で O(p, q)ep ≃
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O(p− 1, q) に関する不変性の代わりに、O(p, q) の不変性を課し、４つ目の条件で
は N ′

+ 不変性の代わりに、N+ 不変性を課す)。
G = G′ の場合は、古くから多く研究 (たとえば、Knapp–Stein 作用素) があ

り、この場合は SolG(Rp,q;λ, n− λ) は容易に求めることができる。実際、以下の
ように定義された超関数は

|Qp,q|λ−n ×



Γ−1 (λ− n/2) , min {p, q} = 0,

Γ−1
(
λ−n+1

2

)
Γ−1 (λ− n/2) , min {p, q} > 0, n ∈ 2Z+ 1,

Γ−1
(
λ−n+1

2

)
Γ−1

(
λ−n/2+1

2

)
, min {p, q} > 0,

n

2
+ p ∈ 2Z+ 1,

Γ−1
(
λ−n+1

2

)
Γ−1

(
λ−n/2

2

)
, min {p, q} > 0,

n

2
+ p ∈ 2Z

いずれも SolG(Rp,q;λ, n − λ) に入っている。これを積分核として用い、G =
O(p+ 1, q + 1) 絡作用素 T̃G

λ : I(λ) → I(n− λ) が定まる (Knapp–Stein 作用素)。G
の代わりに G′ = O(p, q + 1) を代入して、全く同じように構成すれば、作用素
T̃G′
ν : J(ν) → J(n− 1− ν) を得る。

定理 16 (函数等式). n = p+ q (p, q ≥ 1) であったことを思い出そう。このとき、

T̃
G′
n−1−ν ◦RX

λ,n′−ν = qTX
X (λ, ν)RX

λ,ν ,

RX
n−λ,ν ◦ T̃G

λ = qXT
X (λ, ν)RX

λ,ν ,

ここで

qTX
X (λ, ν) :=

π
n−3
2 sin( p−ν

2
π)

Γ(n−1−ν
2 )

×



√
π21−q+νΓ

(
1−ν
2

)
, p = 1,√

π22−n+ν , n ∈ 2Z,

Γ
(

n/2−ν
2

)
, n−1

2
+ p ∈ 2Z+ 1,

Γ
(

n/2−ν−1
2

)
, n−1

2
+ p ∈ 2Z,

qXT
X (λ, ν) :=

22λ−nπ−n
2 −1 sin( p−λ+1

2
π)

Γ(n−λ
2 )

×


21−λ

√
π, n ∈ 2Z+ 1,

Γ
(

λ−n/2+1
2

)
, n

2
+ p ∈ 2Z,

Γ
(

λ−n/2
2

)
, n

2
+ p ∈ 2Z+ 1.

注 17. 函数等式の原型として q = 0 の場合は [K15, Thm. 12.6] で得られている。

G′ = O(p, q + 1) 表現 J(ν) は K ′ 表現として無重複であり、p > 1 のとき、
その K ′ タイプは N2 の部分集合で表すことができる。実際 J(ν) の K ′ 構造は
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K ′ ≃ O(p) × O(q + 1) の球面調和関数 Ha(Sp−1) ⊠Hb(Sq) 空間への作用 (既約表
現) の直和となるので、(a, b) ∈ N2 でパラメトライズすることができる。(p = 1
の場合は a は不要であり、1 個の自然数 b ∈ N でパラメトライズできる。)

ν ̸∈ Z ならば群 G′ の表現 J(ν) は既約である。一方、ν ∈ Z ならば、長さ有
限の Jordan–Hölder 列をもつ。これらの既約部分商は、 その K タイプを N2 の
(p = 1 のときは N の) 部分集合として図示しできる。[HT93] のように、J(ν) の
Jordan–Hölder 列の構造を障壁 A±± と矢印で表す。このとき、以下の定理が成り
立つ。

定理 18 (対称性破れ作用素の像). ν /∈ Z ならば、正則な (regular) 対称性破れ作
用素 RX

λ,ν : I(λ) → J(ν) は全射である。ν ∈ Z ならば、(g, K) 加群 I(λ)K の RX
λ,ν

における像は以下のようになる。なお、RX
λ,ν が零写像のときは RX

λ,ν の代わりに
R̃X

λ,ν および R
{o}
λ,ν の像を図示する。

(1) p > 1 の場合:
以下の図の説明をする。

• (λ, ν) ∈ // に対して、l := 1
2
(ν − λ) ∈ N、(λ, ν) ∈ \\ に対して、k :=

1
2
(n− 1− λ− ν) ∈ N とおく。

• 灰色と白色のみで描れている図は HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) = CRX
λ,ν の場合

に相当し、灰色部分は G 加群 I(λ) の RX
λ,ν による像が G′ 加群 J(ν) の

とのような部分加群になっているかを与える。
• 灰色の代わりに

緑色 (右上がり斜線)
茶色網かけ = 緑色 (右上がり斜線)+ オレンジ色 (右下がり斜線)

で描かれている図は

RX
λ,ν = 0 かつ HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) = CR{o}

λ,ν ⊕ CR̃X
λ,ν

の場合に相当する (定理9を参照)。この場合は
• 微分対称性破れ作用素 R

{o}
λ,ν の像は緑色 (右上がり斜線) と茶色網かけの

合併。
• 再正規化した対称性破れ作用素 R̃X

λ,ν の像は茶色網かけ。
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(a) pは奇数, qは偶数 とする。このとき、ν ∈ 2Z, 0 < ν < n− 1 ならば、RX
λ,ν

は全射である。それ以外の場合の対称性破れ作用素 RX
λ,ν , R̃

X
λ,ν , R

{o}
λ,ν の像

は下図のようになる。

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c \\ − // // ∩ \\, k > l

ν: 偶数
ν ≤ 0 A++

−ν

−ν A++

−ν

−ν A++

−ν

−ν A++

−ν

−ν

ν: 奇数
ν ≤ n−3

2

A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c // ∩ \\, k = l

ν: 奇数
ν = n−1

2

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c //− \\ // ∩ \\, k < l

ν: 偶数
ν ≥ n− 1

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c //− \\ // ∩ \\, k < l

ν: 奇数
ν ≥ n+1

2

A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1
A+−

ν − q + 1
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(b) p, q は共に奇数とし、さらに p > 1 の場合。このとき、対称性破れ作用素
RX

λ,ν , R̃
X
λ,ν , R

{o}
λ,ν の像は下図で現わされる。

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c \\ − // //− \\

ν: 偶数
ν ≤ 0

A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

ν: 奇数
ν ≤ n− 3

A−+

−ν + p− 2

A−+

−ν + p− 2

A−+

−ν + p− 2

ν: 偶数
ν > 0

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

ν: 奇数
ν > n− 3

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2
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(c) p, q は共に偶数の場合。このとき、対称性破れ作用素 RX
λ,ν , R̃

X
λ,ν , R

{o}
λ,ν の像

は下図で現わされる。

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c \\ − // //− \\

ν: 偶数
ν ≤ 0 A++

−ν

−ν

A−+

−ν + p− 2
A++

−ν

−ν

A−+

−ν + p− 2
A++

−ν

−ν

A−+

−ν + p− 2

ν: 奇数
ν ≤ n− 3

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

ν: 偶数
ν > 0

A−+

−ν + p− 2

A−+

−ν + p− 2

A−+

−ν + p− 2

ν: 奇数
ν > n− 3

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

A+−

ν − q + 1

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

A+−

ν − q + 1

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−−

A+−

ν − q + 1
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(d) pは偶数, qは奇数 の場合。パラメータ ν が奇数ならば、すべての λ ∈ C
に対して RX

λ,ν は全射である。それ以外の場合、すなわち、ν ∈ 2Z なら
ば、対称性破れ作用素 RX

λ,ν , R̃
X
λ,ν , R

{o}
λ,ν の像は以下のように図示される。

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c \\ − // // ∩ \\, k > l

ν ≤ 0 A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A++

−ν

−ν A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2

ν > 0
ν ≤ n−3

2

A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2
A+−

−ν + q − 1

A−+

−ν + p− 2

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c // ∩ \\, k = l

ν: 偶数
ν = n−1

2

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

A+−

−ν + q − 1

(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c //− \\ // ∩ \\, k < l

ν ≥ n+1
2

ν ≤ n− 3
A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1
A+−

ν − q + 1

ν > n−3

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1

ν − n+ 1

ν − n+ 1

A−− A−+

ν − p+ 2

A+−

ν − q + 1
A+−

ν − q + 1
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(2) p = 1 の場合。
この場合は J(ν) の K タイプは無重複かつ 1 次元のパラメータ b ∈ N で記
述できるので、以下の図では N の部分集合を用いて J(ν) の既約部分商を記
述する。その他、下記で用いる記法を説明する。

• 灰色と白色のみで描かれている図は HomG′ (I(λ)|G′ , J(ν)) = CRX
λ,ν の場

合に相当し、灰色部分は G 加群 I(λ) の RX
λ,ν による像が G′ 加群 J(ν)

のどのような部分加群になっているかを記述している。
• それ以外の図では

緑色 (右下がり斜線)
茶色網かけオレンジ色 (右下がり斜線)+ 緑色 (右上がり斜線)
赤色 (右下がり斜線)
紫色網かけ = 赤色 (右下がり斜線)+ 青色 (右上がり斜線)

の色のいくつかが現れる。これらのいずれの場合も RX
λ,ν = 0 である。

• 微分作用素 R
{o}
λ,ν の像は緑色 (右上がり斜線) と茶色網かけの合併。

• 再正規化した対称性破れ作用素 R̃X
λ,ν の像は茶色網かけ。

• RC
λ,ν の像は赤色 (右下がり斜線) と紫色網かけの合併。

• RY
λ,ν の像は紫色網かけ。
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(λ, ν) ∈ (// ∪ \\)c //− \\ \\ − // //∩\\, k < l //∩\\, k ≥ l

ν: 偶数
ν ≤ 0

]
−ν

]
−ν

]
−ν

]
−ν

× ]
−ν

]
−ν

ν, q: 偶数
0 < ν < q
ν: 偶数, q: 奇数
0 < ν < q

ν, q: 偶数
ν ≥ q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

×

ν: 偶数, q: 奇数
ν ≥ q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

×

ν: 奇数, q: 偶数
ν ≤ 0

]
−ν

]
−ν

]
−ν

]
−ν

× ]
−ν

]
−ν

ν, q: 奇数
ν ≤ 0

]
−ν

]
−ν

]
−ν

× ]
−ν

ν: 奇数, q: 偶数
0 < ν < q
ν, q: 奇数
0 < ν < q

ν: 奇数, q: 偶数
ν ≥ q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

×

ν, q: 奇数
ν ≥ q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

[
ν − q

×

系 19. 上記で論じたそれぞれのパラメータ (λ, ν) に対して (特に RX
λ,ν = 0)、以

下の関係が成り立つ。

Image R̃X
λ,ν⊂ImageR{o}

λ,ν (p ≥ 1)

ImageRY
λ,ν⊂ImageRC

λ,ν (p = 1)

016



第 56 回実函数論・函数解析学合同シンポジウム

最後に、上記の結果の応用として Zuckerman 導来函手加群の間の対称性破
れ作用素の問題を論じる。[KØ03, (5.1.1)] に倣って p > 1 かつq ≥ 1 のときに

A0(p, q) :=

{
λ ∈ Z+

p+ q

2
: λ > −1

}
とおくと、[KØ03] で示したように、λ ∈ A0(p, q) に対して O(p, q) の既約ユニ
タリ表現 πp,q

±,λ が定まる。([KØ03] では πp,q
±,λ を定義するにあたって 5 種類の特

徴づけが与えられ、それらは互いに同値であることが示されている。その特徴
づけの 1 つは Zuckerman 導来函手加群で記載される。) 以下では、この加群
の間に対称性破れ作用素があるかについて論じる。簡単のため、Aeven

0 (p, q) :={
λ ∈ A0(p, q) | λ− p−q

2
+ 1 ∈ 2Z

}
とおく。以下では

g(t) :=

{
1

(
t ∈ 2N+ 1

2

)
0 t ̸∈

(
2N+ 1

2

) , h(t) :=

{
1

(
t < q

2

)
0

(
t ≥ q

2

)
とおく。

定理 20 (Zuckerman 導来加群函手 πp,q
±,λ 間の対称性破れ作用素の存在問題).

n = p+ q (p, q ≥ 1), n′ := n− 1 とする。以下では

x ∈
{

Aeven
0 (p+ 1, q + 1), δ = + のとき

Aeven
0 (q + 1, p+ 1), δ = − のとき

y ∈
{

Aeven
0 (p, q + 1), ε = + のとき

Aeven
0 (q + 1, p), ε = − のとき

と仮定する。このとき、 HomG′
(
πp+1,q+1
δ,x |G′ , πp,q+1

ε,y

)
の次元は以下のようになる。

(1) p = 1, qは偶数の場合

πp,q+1
−,y

πp+1,q+1
+,x h(y)(1− g(x− y))

πp+1,q+1
−,x g(y − x)

(2) p = 1, qは奇数の場合
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πp,q+1
−,y

πp+1,q+1
+,x h(y)

πp+1,q+1
−,x max {g(−y − x), g(y − x)}

(3) p, qは偶数の場合

πp,q+1
+,y πp,q+1

−,y

πp+1,q+1
+,x g(x− y) 0

πp+1,q+1
+,x 0 g(y − x)

(4) pは偶数, qは奇数の場合

πp,q+1
+,y πp,q+1

−,y

πp+1,q+1
+,x 0 g(−x− y)

πp+1,q+1
−,x 0 g(y − x)

(5) pは奇数, p > 1, qは偶数の場合

πp,q+1
+,y πp,q+1

−,y

πp+1,q+1
+,x 0 g(−x− y)

πp+1,q+1
−,x 0 g(y − x)

(6) p, qは共に奇数, p > 1 の場合

πp,q+1
+,y πp,q+1

−,y

πp+1,q+1
+,x g(x− y) 0

πp+1,q+1
−,x 0 g(y − x)

注 21. (1) 定理20では分岐則が離散分解する場合 (一般論は [K98]) とそうでな
い場合の両方が含まれている。分岐則が離散分解する場合、上記の分岐則は
[K93, Thm. 3.3] によって得られた公式と一致する。

(2) q = 0 の場合の類似の結果は [KS15, Thms. 12.1 and 1.3] で得られている。
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