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概 要
For an ℓ-adic sheaf on a smooth variety over a perfect field, its characteristic
cycle is defined as a Z-linear combination of irreducible components of
the singular support, defined by Beilinson as a closed conical subset of
the cotangent bundle. It gives an analogue of that defined by Kashiwara-
Schapira in a transcendental setting. We discuss its properties, including
the index formula and the relation with the MacPherson Chern class.

複素多様体X上のD加群Mに対し，その特性サイクルCCMが余接束T ∗X 上に定
義される．柏原-Schapira[7]によれば，構成可能層Fの特性サイクルCCFがRiemann-

Hilbert対応を経由せずに位相的に構成される．正標数の完全体k上のスムーズな代数
多様体X上の ℓ進層Fに対しても，特性サイクルCCFが余接束T ∗X 上に定義される
ことが期待されていた．
BeilinsonはFの特異台SSFを余接束T ∗Xの錐閉集合C =

∪
a Caで各既約成分Caの

次元がXの次元に等しいものとして定義した [2]．これは，Fの局所非輪状性を統制す
るものとして定義される．特性サイクルCCFはSSF の整数係数の線形結合

∑
a maCa

である [10]．これは，代数曲線への射に関するFの消失輪体の全次元についてのMilnor

公式で特徴づけられる．これらの定義の詳細は省略する [2], [10]．
kは標数 p ≧ 0の完全体とし，Λを標数 ℓが pとは異なる有限体とする．Xのエター

ル位相に関するΛ加群の構成可能な複体を，以下単にX上の層とよぶ．X上の ℓ進層
の法 ℓ還元は，X上の層を定めるので，以下の話は ℓ進層に適用できる．

1. 例
1.1. 曲線の場合

Xをk上のスムーズな連結代数曲線とし，U = X Dを因子Dの補開部分スキームと
する．FをX上の層でU上局所定数層であるものとし，rank FをF のUへの制限の
階数とする．Dの点xに対し，Artin導手を

axF = rank F − dimFx̄ + SwxF ∈ Z

で定める．ここで，Fx̄ は xの上にある幾何的点 x̄でのストークであり，Swan導手
SwxF ∈ Nはxでの局所体の絶対Galois群のFが定める表現Vxの暴分岐の不変量であ
る [15]．SwxF = 0 はVxが馴分岐であることと同値である．
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rank F ̸= 0かつ各x ∈ Dの近傍でFが局所定数層でなければ，Fの特異台は余接束
T ∗Xの0切断とx ∈ Dでのファイバーの合併

SSF = T ∗
XX ∪

∪
x∈D

T ∗
xX

である．Fの特性サイクルは

CCF = −
(
rank F · T ∗

XX +
∑
x∈D

axF · T ∗
xX

)
(1)

である．

1.2. 馴分岐の場合

Xをk上のスムーズなn次元スキームとし，DをXの単純正規交叉因子とする．G ≠ 0

をU = X D上の局所定数層でDに沿って馴分岐なものとし，j : U → Xを開うめ
こみとする．Dの既約成分をD1, . . . , Dmとする．添字の集合 I ⊂ {1, . . . ,m} に対し，
XI =

∩
i∈I DiはXの余次元 ♯Iのスムーズな閉部分スキームであり，その余法束T ∗

XI
X

はXI上の階数 ♯Iのベクトル束だからdimT ∗
XI
X = nである．I = ∅ならX∅ = Xであ

り，余法束T ∗
XXは0切断である．

F = j!Gの特異台は，余法束の合併

SSF =
∪
I

T ∗
XI
X

である．Fの特性サイクルは

CCF = (−1)nrank G ·
∑
I

T ∗
XI
X (2)

である [16]．

以上の例では特異台は T ∗XのLagrangeanな閉部分集合だが，一般にそうとは限ら
ない．

2. 性質
2.1. 加法性と正値性

特性サイクルについては層の完全三角→ F ′ → F → F ′′ → に関する加法性

CCF = CCF ′ + CCF ′′

がなりたつ．倒錯層Fに対してはCCF =
∑

a maCaの係数maはすべて> 0である．

2.2. 指数公式

Xがn次元なら余接束T ∗Xの次元は2nであり，0切断T ∗
XX = Xと特異台SSF =

∪
a Ca

の既約成分Caの次元はどちらも nなので，さらにXがプロパーと仮定すれば交点数
(CCF , T ∗

XX)T ∗X が定義される．kの代数閉包を k̄で表す．Euler-Poincaré標数は交代
和χ(Xk̄,F) =

∑2n
q=0(−1)q dimHq(Xk̄,F) である．



定理 1 Xが射影的ならば

χ(Xk̄,F) = (CCF , T ∗
XX)T ∗X

がなりたつ．

Xが代数曲線の場合には，指数公式はGrothendieck-Ogg-Shafarevich の公式 [4]であ
る．一般の場合はそれに帰着させて証明する．

2.3. 積と逆像

X, Y をスムーズなスキーム，F ,GをそれぞれX,Y 上の層とすると，X × Y 上の外部
積F ⊠ Gにたいし，

CC(F ⊠ G) = CCF × CCG (3)

がなりたつ [11]．
h : W → Xをスムーズなスキームの射とする．hがスムーズならばX上の層Fのひ

きもどしh∗F に対して
CCh∗F = h!CCF (4)

がなりたつ．右辺は標準射T ∗X ← W ×X T ∗X → T ∗W を代数的対応と考えて交点理
論を使って定義するが，詳細は省略する．(4)は (3)の特別な場合から導かれる．これ
も指数公式の証明のなかで使われる．
hがうめこみの場合は，(4)のような式は一般にはなりたたないが，特異台と適切に

横断的に交わるという条件を課せばなりたつことが示せる．これも指数公式の証明で
使われる．

2.4. 順像

f : X → Y を k上のスムーズなスキームの射でFの台上プロパーなものとする．m =

dimY とおき，CH•で代数的サイクルの有理同値類のなす群を表す．標準射 T ∗X ←
X ×X T ∗Y → T ∗Y を代数的対応と考えることにより，T ∗Y の閉錐部分集合f◦SSFが
定義される．さらに順像f!CCF が交点理論を使ってCHm(f◦SSF) の元として定義さ
れる．これも詳細は省略する．

予想 2 k上のスムーズなスキームの射f : X → Y がFの台上プロパーならば，X上の
層Fの順像Rf!F に対して

CCRf!F = f!CCF (5)

がなりたつ．

定理1はY = Spec k でXがY 上射影的な場合にあたる．dim f◦SSF = mのときは
(5)はサイクルの等式になる．
dimY = dim f◦SSF = 1とする．(1)より，(5)はArtin導手ayRf!Fに関する等式と

なる．dimX = 1かつfが生成点ではエタールとすると，これはArtin導手の誘導公式
である [14]．dimX = 2かつ fの生成ファイバーがスムーズな場合も，(5)を証明でき
る [12]．



3. 特性類
3.1. 構成

Xを k上スムーズとは限らない有限型のスキームとし，k上スムーズなスキームMへ
の閉うめこみ i : X → Mがあるとする．X上の層Fの順像の特性サイクルCCi∗Fの
射影完備化の有理同値類は，Mや i : X →Mによらない元 ccXF ∈ CH•(X) を定める．
これをFの特性類とよぶ．これは複素多様体上のD加群の特性類の構成 [3]の類似であ
る．コホモロジー的な特性類 [1]や層の分岐が定めるSwan類 [8]との関係が予想される
がわかっていない．

3.2. MacPhersonのChern類

X 上の層の圏の Grothendieck群をK(X,Λ)とすると，F の類を特性類 ccXF にうつ
す射

ccX : K(X,Λ) −−−→ CH•(X) (6)

が定まる．F (X)をX上のZ値構成可能関数のなす加群とし，rank: K(X,Λ)→ F (X)

を各幾何的点でのファイバーの次元が定める射とする．
kが標数 0ならば，MacPhersonのChern類 [9] cM : F (X) → CH•(X) を次数 qでは

(−1)q倍したものを (−1)•cMとすると，可換図式

K(X,Λ)

rank
��

ccX // CH•(X)

F (X)
(−1)•cM

66llllllllllllll

(7)

が得られる．

3.3. Riemann-Roch公式？

p > 0 の場合には，図式 (7) を可換にする斜めの射は存在しない．k 上分離有限型
スキームから X への射のなす圏 VX の Grothendieck 群 K0(VX) の双対を F̃ (X) =

Hom(K0(VX),Z) とし，双線形写像 K(X,Λ) × K0(VX) → Z : (F , [g : Z → X]) 7→
χc(Zk̄, g

∗F) が定める線形写像K(X,Λ)→ F̃ (X)の核をK(X,Λ)0 とすると，(6)は

K(X,Λ)/K(X,Λ)0 → CH•(X) (8)

をひきおこす [13]．
Grothendieckは射 (6)の存在とそのプロパー射による順像との両立性を，離散係数に

対するRiemann-Roch公式としてSGA5での未公刊の講義中で予想した [5]．和訳 [6]に
しかない注に，p > 0の場合には簡単な反例がありこの予想は成立しないことが書かれ
ている．
予想2は，次数0の部分についてプロパー射 f : X → Y に対し可換図式

K(X,Λ)
cc0,X−−−→ CH0(X)

f∗

y yf∗

K(Y,Λ)
cc0,Y−−−→ CH0(Y )

(9)

を導く．これは上記の反例とは矛盾しない．
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