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1. Hasse-Weil L関数とその bad factor
代数体 k 上の n次元完備非特異多様体 X と、自然数 0 ≤ m ≤ 2nに対し、その

Hasse-Weil L関数L(Hm(X), s)は、次のEuler積で定義される [13]。

L(Hm(X), s) =
∏

v

Pv(H
m(X), Nv−s)−1 (1)

vは kの有限素点を走り、Nvは剰余体 κ(v)の位数であり、Pv(H
m(X), t)は次のよう

に定義される多項式である。
まず vでXがよい還元をもつ場合を考える。XvをXの vでのよい還元とする。Xv

の合同ゼータ関数 Z(Xv, t)は、次の式で定義される t = Nv−sの巾級数である。

Z(Xv, t) = exp

( ∞∑
d=1

Card Xv(κ(v)d)

d
td

)
.

ここで κ(v)dは vの剰余体の d次拡大を表わす。巾級数Z(Xv, t)は、Weil予想 [3]によ
り、次のように分解する。

Z(Xv, t) =
Pv(H

1(X), t) · · ·Pv(H
2n−1(X), t)

Pv(H0(X), t) · Pv(H2(X), t) · · ·Pv(H2n(X), t)
(2)

ここで Pv(H
m(X), t)は、次の 2条件と等式 (2)で特徴づけられる多項式である。

1. Pv(H
m(X), t)は Z係数で、定数項は 1である。

2. Pv(H
m(X), t) =

∏
i(1−αm,it)と分解すると、αm,iの複素絶対値はNvm/2である。

条件2より、(1)の右辺の無限積は�s > m
2

+1で絶対収束する。多項式Pv(H
m(X), t)の

次数は、うめこみ k → C を定めると、特異コホモロジーのBetti数 dim Hm(X(C), Q)
である。
エタール・コホモロジーを使うと、Pv(H

m(X), t)は次のように表わされる [2] Rap-
port。�を vの標数とは異なる素数とする。�進コホモロジーHm(Xk̄, Q�) は、X が v
でよい還元をもつので、絶対Galois群Gk = Gal(k̄/k)の表現として vで不分岐である。
したがって剰余体 κ(v)の絶対Galois群Gκ(v) = Gal(κ(v)/κ(v))の表現をひきおこす。
Nv乗写像はGκ(v)の位相的生成元であるが、その逆元を幾何的Frobeniusとよび、Frv

で表わす。すると

Pv(H
m(X), t) = det(1− Frvt : Hm(Xk̄, Q�))

がなりたつ。
以下では、X がよい還元をもたない有限素点 vでの Euler因子 Pv(H

m(X), t) を考
える。このときは、多項式 Pv(H

m(X), t)は、�進コホモロジーにより、

Pv(H
m(X), t) = det(1− Frvt : Hm(Xk̄, Q�)

Iv)
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と定義される。ここで (· · · )Iv は、vでの惰性群による固定部分を剰余体の絶対Galois
群Gκ(v)の表現とみたものを表わす。この定義によれば、多項式Pv(H

m(X), t)はQ�係
数であり、�によるかもしれない。そこで、多項式 Pv(H

m(X), t)について、次の予想
は基本的である。

予想 1.([13] C5) Pv(H
m(X), t)はZ係数であり、�にはよらない。

予想2.(同 C6) Pv(H
m(X), t) =

∏
i(1−αm,it)と分解すると、αm,iの複素絶対値はNvri/2

となるような整数 0 ≤ ri ≤ mがある。

これらは一般には未解決である。予想 1はm ≤ 1ならなりたつことが、Abel多様体
のNéronモデルを使って示されている [4]。予想 2で、不等式 0 ≤ ri ≤ mを 0 ≤ ri ≤ 2m
でおきかえたものは、Weil予想、alteration[6]とweightスペクトル系列 [9] を使って証
明されている。不等式 0 ≤ ri ≤ mは、局所体の絶対 Galois群の �進コホモロジーへ
の作用に関する weight-monodromy予想 [1]の帰結である。weight-monodromy予想と
weightスペクトル系列についてはあとで説明する。weight-monodromy予想は、weight
スペクトル系列を使って、m ≤ 2ならなりたつことが示せるので、この場合には予想 2
が証明されている。以下では、予想 1が、weightスペクトル系列の性質を調べること
により、Tate予想 [14],[15]の一部と weight-monodromy予想から導けるということを
解説する。また同じ方法により、予想 1を dim X = 2の場合には他の予想を仮定せず
に証明できる。
このあとの内容は次のとおりである。まず次節では、�進コホモロジーの跡の �非

依存性に関する主結果、定理 1、をのべる。3節と 4節でそれぞれTate予想とweight-
monodromy予想を紹介し、定理 1とこれらから、予想 1を導く。5節でweightスペク
トル系列を紹介し、6節で定理 1の証明の方針を簡単に説明する。

2. �非依存性
一般に K を体とし、XK を K 上の n次元の完備非特異代数多様体とする。Γを

XK ×K XK の余次元 nの部分多様体とし、�をK の標数とは異なる素数とすると、Γ
のコホモロジー類はHm(XK̄ , Q�)の自己準同型を定める [2]。Kが局所体であるとき、
KのWeil群WK とは、剰余体 F の絶対Galois群への標準全射GK → GF による部分
群 〈FrF 〉 ⊂ GF の逆像のことをいう。このとき次がなりたつ。

定理 1. [11] Kを局所体とし、�をKの剰余体の標数とは違う素数とする。X, Γを上
のとおりとし、σをKのWeil群WK の元とする。このとき交代和

2n∑
m=0

(−1)mTr(Γ∗ ◦ σ∗ : Hm(XK̄ , Q�))

は有理数であり、�によらない。

定理 1から、pをF の標数とすると、交代和はZ[1
p
] にはいることがわかる。σ = id

のとき、あるいは、Xがよい還元をもつときは、これはLefschetz跡公式の帰結である
[2] Cycle。Γ∗ = idのときは、alterationを使って落合により示されていた [8]。σが惰
性群の pro-p部分にはいっているときは、log Lefschetz跡公式に帰着させて示されてい
た [7]。正標数の局所体での類似については、Γ∗ = idのときに個々の項が有理数であ
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り、�によらないことを寺杣が示している [16]。定理 1は、weightスペクトル系列の関
手性を使って、Lefschetz跡公式に帰着させて証明される [11]。証明の方針は、6節で簡
単にのべる。

3. Tate予想
一般に kを体とし、�をkの標数とは異なる素数とする。Gkの �進表現V に対し、V

に �進円分指標の i乗をテンソル積して得られる表現をV (i)で表わす。Xkをk上のn次
元の完備非特異代数多様体とする。Xkの余次元 iの閉部分多様体W のコホモロジー類
[W ] ∈ H2i(Xk̄, Q�(i)) が定義される [2]Cycle。Z i(Xk)で、Xkの余次元 iの閉部分多様
体で生成される自由Abel群を表わす。�進サイクル写像 cli� : Z i(Xk)→ H2i(Xk̄, Q�)(i)
をW 
→ [W ]で定義し、Ai(Xk) = Z i(Xk)/Ker cli�とおく。
このとき次がなりたつと予想されている。

Tate予想. [14],[15] kを有限体、代数体などの素体上有限生成な体とし、Xkを k上完
備非特異な多様体とし、i ≥ 0を自然数とする。�を kの標数とは違う体とする。�進サ
イクル写像の核Ker cli�は �のとりかたによらず、それがひきおこすGalois不変部分へ
の写像

Ai(Xk)⊗�Q� → H2i(Xk̄, Q�(i))
Gk

は同型である。

Tate予想から、Künneth射影子が代数対応で与えられることが、次のようにして
導かれる。一般に kを体とし、Xkを k上の n次元完備非特異多様体とする。�を kの
標数とは違う素数とし、0 ≤ m ≤ 2nを自然数とする。Poincaré双対性とKünneth公
式により、同型

2n⊕
m=0

End(Hm(Xk̄, Q�))→
2n⊕

m=0

Hm(Xk̄, Q�)⊗H2n−m(Xk̄, Q�)→ H2n(Xk̄ ×k̄ Xk̄, Q�(n))

が得られる。左はじの、第m成分は恒等写像でそれ以外は０という元の、右はじでの
像を、第m Künneth射影子とよび pmで表わす。これはGalois群Gkの作用で不変で
ある。

kが有限体ならば、Weil予想により、pmはFrobenius自己準同型のQ係数の多項式
である。したがって、これは �進サイクル写像 cli� : An(Xk ×k Xk)⊗�Q→ H2n(Xk̄ ×k̄

Xk̄, Q�(n)) の像にはいる。kが代数体の場合を考える。Tate予想を仮定すれば、pmは
�進サイクル写像 cli� : An(Xk ×k Xk) ⊗�Q� → H2n(Xk̄ ×k̄ Xk̄, Q�(n)) の像にはいる。
Xkが good reductionをもつ有限素点 vをとれば、可換図式

An(Xk ×k Xk)⊗�Q
cl−−−→ H2n(Xk̄ ×k̄ Xk̄, Q�(n))⏐⏐	 ⏐⏐	�

An(Xv ×κ(v) Xv)⊗�Q −−−→
cl

H2n(Xκ(v) ×κ(v) Xκ(v), Q�(n))

より、An(Xk ×k Xk)⊗�Qの元 Γmで, 任意の �に対し、その �進サイクル写像による
H2n(Xk̄ ×k̄ Xk̄, Q�(n)) での像 pmであるものが存在することがわかる。
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定理 1をXの局所体への係数拡大XKとΓmに適用すると、σ ∈WKに対し、Tr(σ∗ :
Hm(XK̄ , Q�)) は有理数であり、�によらないことがわかる。さらにweight-monodromy
予想を仮定すると、予想 1を導けることを次の節でみる。

4. weight-monodromy予想
weight-monodromy予想はWeil予想を局所体上の多様体へ拡張したものと考えら

れる。
一般に、線型空間 V の巾零自己準同型 N に対し, V の部分空間の増大列 Mi =∑

j−k=i(Ker N j+1 ∩ Im Nk) ⊂ V は, 次の条件 (1)-(3)をみたすただ 1つのものである.

(1) 十分大きい iに対しMi = V, M−i = 0.

(2) NMi ⊂ Mi−2.

(3) i > 0に対しN iがひきおこす線型写像N i : GrM
i V = Mi/Mi−1 → GrM

−iV は同型.

たとえばN2 = 0のときは, M−2 = 0, M−1 = Im N, M0 = Ker N, M1 = V である.
Kを局所体とし、�をKの剰余体の標数でない素数とする。V をGKの �進表現と

する。Grothendieckのmonodromy定理 [12]により、V の巾零自己準同型Nで, 惰性群
I ⊂ GKのある開正規部分群Jの任意の元σ に対し、σの V への作用が exp(t�(σ)N) で
あるようなものがただ 1つ定まる. ここで, t� : I → Z�は, 標準全射 I → lim←−μ�n : σ 
→
(σ(π1/�n

)/π1/�n
)nと非標準同型 lim←−μ�n → Z� の合成である. V の巾零自己準同型N に

対し、上のように定まる V の部分空間Mi, i ∈ Zは V の部分表現である。この部分表
現の列 (Mi)iを V のモノドロミー・フィルトレイションという.

Kを局所体とし、XをK上完備な非特異代数多様体とする。�を上のようにKの
剰余体の標数と異なる素数とすると、�進表現 V = Hm(XK̄ , Q�) のモノドロミー・フィ
ルトレイション (Mi)i が定義される。

Weight-monodromy予想 [1] Kを局所体とし、XをK上完備な非特異代数多様体とす
る。�をKの剰余体の標数と違う素数とし、(Mi)iをHm(XK̄ , Q�)のモノドロミー・フィ
ルトレイションとする。qを剰余体Fの位数とし、F ∈ GKを幾何的FrobeniusFrF ∈ GF

のもちあげとする。このとき、F のGrM
i Hm(XK̄ , Q�) への作用の固有値は代数的整数

であり、その複素絶対値は q(m+i)/2である。

上にも述べたように、m ≤ 2ならweight-monodromy予想は証明されている。正標
数の局所体での類似については任意次元で証明されている [3],[5]。
前節の終わりで、定理 1と Tate予想から、σ ∈ WK に対し Tr(σ∗ : Hm(XK̄ , Q�))

は有理数で �によらないことを導いた。さらにweight-monodromy予想を仮定すると、
FrF の任意のもちあげF ∈WKに対し、Tr(F∗ : GrM

i Hm(XK̄ , Q�))が有理数で �によら
ないことが従う。これから、初等的な線型代数により、Tr(F∗ : Ker(N : Hm(XK̄ , Q�)))
が有理数で �によらないことが従う。Hm(XK̄ , Q�)

I = (Ker(N : Hm(XK̄ , Q�)))
I/J だか

ら、これから予想 1が従う。

5. weightスペクトル系列
局所体の整数環O上のスキームXが狭義の準安定スキームであるとは、Xの開被

覆でO[T0, . . . , Tn]/(T0 · · ·Tr − π), (0 ≤ r ≤ n) 上エタールなものがとれることをいう。
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閉ファイバー Y = XO ×O F の既約成分をD1, . . . , Drとし、Y (0) =
∐

i Di, · · · , Y (p) =∐
i1<···<ip

Di1 ∩ · · · ∩Dip とおく。XのO上の相対次元を nとすると、Y (p)は n− p次
元の剰余体 F 上の smoothなスキームである。
局所体の整数環O上の完備な狭義の準安定スキームXと、剰余体 F の標数とは違

う素数 �に対し、Rapoport-Zinkはweightスペクトル系列

Ep,q
1 =

⊕
i≥max(0,−p)

Hq−2i(Y
(p+2i)

F̄
, Q�(−i))⇒ Hp+q(XK̄ , Q�)

を定義した [9]。絶対Galois群GKは、weightスペクトル系列に自然に作用する。weight
スペクトル系列は、Weil予想により、E2-項で退化する。weightスペクトル系列が極
限Hp+q(XK̄ , Q�) に定めるフィルトレイション (Wi)iを weightフィルトレイションと
よぶ。剰余体の幾何的 Frobenius FrF のもちあげ F ∈ WK のGrW

i Hm(XK̄ , Q�) への
作用の固有値は、Weil予想より、代数的整数でその複素絶対値は q(m+i)/2である。し
たがって、weight-monodromy予想は、weightフィルトレイション (Wi)i がモノドロ
ミー・フィルトレイション (Mi)iと等しいことと同値である。またE1-項の自然な同型
E−p,q+2p

1 → Ep,q
1 , p > 0 が E2-項の同型をひきおこすこととも同値である。Rapoport-

Zinkは (p, q) = (1, 1)のときにこの同型を示すことにより、n = m = 2に対するweight-
monodromy 予想を示している。

6. 定理 1の証明
定理 1は次の定理に帰着させて証明される。

定理 2. [11] Oを局所体の整数環とし、X を O上 properな狭義の準安定スキームと
する。�を剰余体 F の標数とは違う素数とする。さらに Γを定理 1のとおりとする。
このとき weightスペクトル系列の自己準同型で E∞-項には Γ∗で作用し、E1項には、
Y (p) ×F Y (p)の余次元 n − pのQ係数の �によらないある代数的サイクル Γ(p)による
Γ(p)∗として作用するものが存在する。

定理 2の証明には、perverse層を使ったweightスペクトル系列の構成を用いる。
定理 1の証明の方針について簡単に述べる。簡単のためXKは整数環O上の狭義の

準安定モデルXOをもつと仮定する。σのGF での像が Frr
F , r ≥ 0であると仮定して、

定理 2を適用すると、定理 1の交代和は
n∑

p=0

(−1)p · q
r(p+1) − 1

qr − 1
·

2(n−p)∑
m=0

(−1)mTr(Γ(p)∗ ◦ F ∗r : Hm(Y
(p)

F̄
, Q�))

と表わせる。ここで qは剰余体 F の位数であり、F : Y (p) → Y (p)は、q乗Frobenius自
己準同型を表わす。tΓF r ⊂ Y (p) ×F Y (p)を F rのグラフの転置とすると、Lefschetz跡
公式により、

2(n−p)∑
m=0

(−1)mTr(Γ(p)∗ ◦ F ∗r : Hm(Y
(p)

F̄
, Q�)) = (Γ(p), tΓF r)

である。右辺は交点数であり、�によらない有理数だから定理 1が示される。
詳細に興味をもたれた方はプレプリント [11] をごらんください。[10]にも関連する

話題があります。
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