
第1章の問題
A 1.1 次の文を形式化し，x, y, X, Y などの文字と論理記号と=,∈, �=, /∈とかっこ (, )だけ
を使って表わせ．また，その解答が正しいことを説明せよ．

1. Xの元がただ 1つ存在する．
2. X = Y ならば，Xの任意の元は Y の元である．
3. 2個以上の元を含む集合は存在しない．

A 1.2 A, B, Cを，集合Xの部分集合とする．
1. A ∪ B ⊂ CとA ⊂ C ∧ B ⊂ Cが同値であることを，ベン図を使って確かめよ．
2. C ⊂ A ∨ C ⊂ BならばC ⊂ A ∪ Bであることを示せ．
3. C ⊂ A ∪B ならばC ⊂ A∨C ⊂ B，はなりたたない．このことを，反例を与えるこ

とで示せ．

A 1.3 X を集合とする．X の部分集合 Aと B について，次の条件は同値であることを
示せ．

(1) X = A � B.

(2) B = X \ A.

A 1.4 P, Qが集合Xの元に関する条件を表わすとし，A = {x ∈ X | P}, B = {x ∈ X | Q}
とおく．A �⊂ BはA∩ (X \B) �= ∅ と同値であることを，ベン図を使って確かめよ．この
ことから，∀x ∈ X(P ⇒ Q)の否定は，∃x ∈ X(P ∧ ¬Q)と同値であることを導け．

B 1.5 1. Xを集合とする．Xの部分集合A = {x ∈ X | x /∈ x} はXの元ではないことを
示せ．

2. すべての集合を元として含む集合は存在しないことを示せ．

A 1.6 次の文を形式化し，x, y, X, Y などの文字と論理記号と=,∈,⊂, �=, /∈とかっこ (, )だ
けを使って表わせ．また，その解答が正しいことを説明せよ．

1.空集合でない集合が存在する．
2.巾集合が空集合であるような集合が存在する．

A 1.7 Xを集合とする．部分集合A ⊂ X に対し，P (X)の部分集合 I(A)を I(A) = {C ∈
P (X) | A ⊂ C} で定める．

1. I(A) = I(B)はA = Bと同値であることを示せ．
2. I(A ∪ B) = I(A) ∩ I(B) を示せ．

A 1.8 1. 集合Xと Y に対し，X ⊂ Y と P (X) ⊂ P (Y )は，同値であることを示せ．
2. 1 � 2を示せ．
3. 補集合 P (2) \ 3 の元をすべて求めよ．
4. nが自然数ならば，n ⊂ P (n)であることを示せ．

A 1.9 Xと Y を集合とし，a ∈ X, b ∈ Y とする．
1. (a, b) = {A ∈ P (X ∪ Y ) | {a} ⊂ A ⊂ {a, b}} を示せ．
2. x ∈ Xに対し，次の条件は同値であることを示せ．
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(1) x = aである．
(2) 任意の z ∈ (a, b)に対し，x ∈ zである．
3. y ∈ Y に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) y = bである．
(2) y ∈ zをみたす元 z ∈ (a, b)が，ただ 1つ存在する．
4. x ∈ X, y ∈ Y に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) x = aかつ y = bである．
(2) (x, y) = (a, b)である．

A 1.10 Xと Y を集合とする．
1. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) X × Y = ∅ である．
(2) X = ∅ または Y = ∅ である．
2. A ⊂ XとB ⊂ Y を，それぞれの部分集合とする．次の条件を考える．
(1) A = XかつB = Y である．
(2) A × B = X × Y である．
(1)⇒(2) であるが，(2)⇒(1)はなりたたない．(1)を修正して，(1)⇔(2) となるように

し，修正したものは確かになりたつことを示せ．

A 1.11 Xを集合とし，巾集合の部分集合N ⊂ P (X) が，次の条件をみたすとする．
(1) ∅ ∈ N である．
(2) A ∈ N かつB ∈ N かつC ⊂ A ∪ Bならば，C ∈ N である．

A, B ∈ P (X)に対し，A ∼R Bとは，(A ∪ B) \ (A ∩ B) ∈ N のことと定める．
1. ∼Rは P (X)の同値関係であることを示せ．
2. ∼Rに関する ∅ ∈ P (X)の同値類を求めよ．
3. X = {0, 1, 2}とし，N = {∅, {2}} とする．∼Rに関する P (X)の同値類の個数を求

めよ．

A 1.12 x, y ∈ R2に対し，x = ayをみたす a ∈ Rが存在するとき x ∼ yと書き，x = ay

をみたす a ∈ R \ {0}が存在するとき x ∼× yと書くことにする．
1. ∼はR2の同値関係ではないことを示せ．
2. ∼×はR2の同値関係であることを示せ．
3. {(x, y) ∈ R2 | x = 1} と交わらない，R2の∼×に関する同値類をすべて求めよ．

A 1.13 Xを集合，P (X)をその巾集合とし，P (X)の元A, Bの関係Rを，A∩B �= ∅で
定義する．

1. Rは，反射律をみたさないことを示せ．
2. Rは，対称律をみたすことを示せ．
3. Rが推移律もみたすための，Xの条件を求めよ．

AP 1.14 Xを集合とする．AをX×Xの部分集合とし，tA = {(x, y) ∈ X×X | (y, x) ∈ A}
とおく．Xの元の対 (x, y)についての次の条件RAは，Xの同値関係であることを示せ．
自然数 n ≥ 0と，X の元 x = x0, x1, . . . , xn = y で，すべての i = 1, . . . , n に対し，

(xi−1, xi) ∈ A ∪ tA をみたすものが存在する．
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A 1.15 Xと Y を集合とし，<1と<2をそれぞれXと Y の順序とする．
1. 積X × Y の 2項関係<pを，(x, y) <p (x′, y′)とは，x <1 x′かつ y <2 y′のことであ

ると定める．2項関係<pは，積X × Y の順序であることを示せ．
2. 積X × Y の 2項関係<lを，(x, y) <l (x′, y′)とは，x <1 x′であり，さらに x = x′な

らば y <2 y′であることと定める．このとき，2項関係<lは，積X × Y の順序であること
を示せ．

第2章の問題
A 2.1 1. 次の文のうち写像を定めているものはどれかを判定し，その理由も記述せよ．
写像となるものについては，その写像を f : X → Y のように表し，元の対応も記号 �→を
使って表せ．

(1) 正の実数 y > 0に対し，実数 xで y = exをみたすものを対応させる．
(2) 実数 aに対し，b2 = aをみたす実数 bを対応させる．
(3) 実数 xに対し，xy = 1をみたす実数 yを対応させる．
2. 写像とならないものについては，写像となるように定義域と行き先を修正せよ．

A 2.2 Xを集合とする．
1. 部分集合Aに対し，特性関数 χA : X → 2のグラフを求めよ．
2. 部分集合A, B ⊂ X に対し，X \ A, A ∩ B, A ∪ Bの特性関数を，それぞれ χA, χB

で表わせ．

A 2.3 Xを集合とする．
1. ΔX ⊂ X × X を対角集合とする．特性関数 χΔX

: X × X → 2 = {0, 1} を求めよ．
2. 対角写像 δ : X → X × X のグラフを，X × X × X の条件で定まる部分集合として

表わせ．

A 2.4 実数a, b ∈ Rに対し，f(x) = a cosx+b sinxで定まる関数f : R → Rをa cos +b sin

で表わす．実数 a, b, c, d に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) R2での等式 (a, b) = (c, d)がなりたつ．
(2) Map(R, R)での等式 a cos +b sin = c cos+d sin がなりたつ．

A 2.5 Xを集合とする．集合Map(X, ∅)を求めよ．

A 2.6 1. Xを集合とする．写像F, G : Map(X, X)×Map(X,X) → Map(X, X)を，F (f, g) =

f ◦ gとG(f, g) = g ◦ f で定める．F = GであるためのXについての条件を求めよ．
2. W, X, Y, Zを集合とする．図式

Map(Y, Z) × Map(X, Y ) × Map(W,X)
◦×1−−−→ Map(X, Z) × Map(W,X)

1×◦
⏐⏐� ⏐⏐�◦

Map(Y, Z) × Map(W,Y )
◦−−−→ Map(W,Z)

は可換であることを示せ．
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A 2.7 Xを集合とし，f : X → Xを f 2 = idX をみたす写像とする．f は可逆であること
を示せ．

A 2.8 Xを集合とする．
1. 値写像 ev0 : Map(1, X) → X は可逆であることを示せ．
2. 写像 f : X → X に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) f はXの恒等写像 idX である．
(2) 任意の集合 Y と任意の写像 g : X → Y に対し，g ◦ f = gである．
(3) 任意の写像 g : X → 2 = {0, 1} に対し，g ◦ f = gである．
(4) 任意の集合 T と任意の写像 g : T → X に対し，f ◦ g = gである．
(5) 任意の写像 g : 1 = {0} → X に対し，f ◦ g = gである．

A 2.9 f : X → Y を写像とする．次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は可逆である．
(2) 任意の集合 Zに対し，写像 f ∗ : Map(Y, Z) → Map(X, Z) は可逆である．

A 2.10 a < bを実数とする．
1.
⋃

a<s<t<b[s, t] = (a, b)を示せ．
2.
⋂

s<a<b<t(s, t) = [a, b]を示せ．
3. 記号

⋂
s<a, b<t

(s, t)は，集合族の共通部分を表している．この集合族の添字の集合 Iを，

R2の部分集合として表し，この集合族が定める巾集合への写像 I → P (R)による，Iの元
の値を表せ．

A 2.11 X, Y1, Y2を集合とし，f1 : X → Y1, f2 : X → Y2 を写像とする．
1. 写像 f : X → Y1 × Y2を，x ∈ X に対し f(x) = (f1(x), f2(x))で定める．f は，対角

写像 δ : X → X × X と積写像 f1 × f2 : X × X → Y1 × Y2の合成 (f1 × f2) ◦ δ であること
を確かめよ．

2. X = Y1 = Y2かつ f1 = f2 = idX のとき，対応する写像X → X ×Xは，対角写像で
あることを確かめよ．

A 2.12 (Xi)i∈I を集合の族とし，T を集合とする．(fi)i∈I を写像 fi : T → Xi の族とし，
写像 f : T →∏

i∈I Xi を t ∈ T に対し f(t) = (fi(t))iで定める．f は，対角写像 δ : T → T I

と，積写像
∏

i∈I fi : T I →∏
i∈I Xiの合成であることを示せ．

A 2.13 (Xi)i∈I を集合族とし，T を集合とする．
1. X =

∏
i∈I Xi とし，i ∈ I に対し，pri : X → Xi を射影とする．写像F : Map(T, X) →∏

i∈I Map(T, Xi) を，f : T → Xに，写像の族 (pri ◦ f)i∈I を対応させることで定める．写
像 F が可逆であることを示せ．

2. X =
∐

i∈I Xi とし，i ∈ I に対し，ii : Xi → X を標準写像とする．写像G : Map(X, T ) →∏
i∈I Map(Xi, T ) を，f : X → T に，写像の族 (f ◦ ii)i∈I を対応させることで定める．写
像Gが可逆であることを示せ．

3. X, Y, Zを集合とする．1.と 2.の可逆写像 F とGを使って，可逆写像

(X × Y )Z → XZ × Y Z , XY �Z → XY × XZ , XY ×Z → (XY )Z

を定めよ．
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A 2.14 X, Y を集合とし，P をXの元と Y の元の対に関する条件とする．A = {(x, y) ∈
X × Y | P} とおく．

1. ∀x ∈ X∃y ∈ Y P は，pr1(A) = X と同値であることを示せ．
2. ∃y ∈ Y ∀x ∈ XP は，{y ∈ Y | pr−1

2 (y) ⊂ A} �= ∅ と同値であることを示せ．

A 2.15 1. 写像 f : R → Rと，Rの部分集合Aで，f−1(f(A)) = A をみたさないものの
例を，1つあげよ．

2. さらに，Rの部分集合A′で，f(A∩A′) = f(A) ∩ f(A′) をみたさないものの例を，1

つあげよ．

A 2.16 f : X → Y を写像とし，f∗ : P (X) → P (Y )をf∗(A) = f(A)で定める．f∗(P (X)) =

P (f(X))を示せ．

A 2.17 X = R2 \ {(0, 0)} とする．Xを定義域とする写像 f で，f が定める同値関係によ
る分割が次のものとなるものを，それぞれ 1つ求めよ．

1. Xの，原点を中心とする同心円による分割．
2. Xの，原点を端点とする半直線による分割．

A 2.18 1. x, y ∈ R2 に対し x− y ∈ Z2 で定まるR2の同値関係Rによる商集合を，R2/Z2

で表す．R4の部分集合 T 2を，T 2 = {(x, y, u, v) ∈ R4 | x2 + y2 = u2 + v2 = 1}で定める．
写像 f : R2 → R4 を，f(s, t) = (cos 2πs, sin 2πs, cos 2πt, sin 2πt) で定める．f の標準分解
は可逆写像R2/Z2 → T 2 を定めることを示せ．

2. Cの同値関係Rを，z, w ∈ Cに対し，z − w = 2π
√−1nをみたす整数 n ∈ Zが存在

するという条件で定め，商集合をC/Z(1)で表わす．C× = {z ∈ C | z �= 0} とおくと，指
数関数 exp: C → Cの標準分解は，可逆写像C/Z(1) → C×を定めることを示せ．

3. 上半平面H = {τ ∈ C | Im τ > 0}の同値関係 Rを，τ, σ ∈ H に対し，τ − σ ∈ Z
という条件で定め，商集合をH/Zで表わす．Δ∗ = {q ∈ C | 0 < |q| < 1} とおき，関数
q : H → Cを q(τ) = exp(2π

√−1τ)で定めると，qの標準分解は可逆写像H/Z → Δ∗を定
めることを示せ．

4. 巾集合への写像 p : Rn\{0} → P (Rn) を，x ∈ Rn\{0}をxによって生成される部分空
間R · x = {a · x | a ∈ R}にうつすことで定める．Pn−1(R) = {L ∈ P (Rn) | LはRnの 1次
元部分空間 } とし，Rn\{0}の同値関係∼を，x ∼ yとは，x = ayをみたすa ∈ R, a �= 0 が
存在することと定める．このとき，写像 pの標準分解は，可逆写像Rn \{0}/∼ → Pn−1(R)

を定めることを示せ．

A 2.19 Xを集合とし，A ⊂ Xを部分集合とする．
1. X の 2項関係∼Aを，x, y ∈ X に対し，x ∼A yとは，x = yまたは x, y ∈ Aで定め

る．∼Aは同値関係であることを示せ．
2. X/∼Aを商集合とし，q : X → X/∼Aを商写像とする．A �= ∅なら，qのX \Aへの

制限は，可逆写像 q|X\A : X \ A → (X/∼A) \ {A} を定めることを示せ．

A 2.20 Xを集合とし，f : X → Xを写像，Rf を f が定める同値関係とする．f 2 = f な
らば，f(X)はRf に関する完全代表系であることを示せ．
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AP 2.21 f : X → Y を写像とし，Cを Y の同値関係のグラフとする．
1. f × f : X × X → Y × Y による逆像 (f × f)−1(C) ⊂ X × X は，X の同値関係のグ

ラフであることを示せ．
2. g : Y → Zを写像とし，Rgを g : Y → Zが定める同値関係とする．CをRgのグラフ

とすると，(f × f)−1(C)は合成写像 g ◦ f : X → Zが定める同値関係のグラフであること
を示せ．

AP 2.22 Xを集合とする．巾集合の巾集合P (P (X))の部分集合Pと，Map(X, P (X))の
部分集合Qと，P (X × X)の部分集合Rを，それぞれ

P = {P ∈ P (P (X)) | (A)A∈PはXの分割である },
Q = {q ∈ Map(X, P (X)) | x ∈ Xならば q−1(q(x)) = q(x)である },
R = {C ∈ P (X × X) | CはXの同値関係のグラフである }

で定める．
1. q ∈ Qならば像 q(X) ⊂ P (X) は P の元であり，q ∈ Q を q(X) ∈ P にうつす写像

F : Q → Pは，可逆であることを示せ．
2. G : Q → Rを，q ∈ Q を qが定める同値関係のグラフ Cq ∈ R にうつす写像とする

と，Gは可逆であることを示せ．
3. RをX の同値関係とし，C ∈ Rをそのグラフとする．q = G−1(C) ∈ Qは，商写像

X → X/R と包含写像X/R → P (X)の合成であり，さらに F (q) ⊂ P (X)は商集合X/R

であることを示せ．

AP 2.23 Xと Y を集合とする．全射 f : X → Y に対し，分割 (f−1(y))y∈Y を対応させる
写像

{f ∈ Map(X, Y ) | f は全射 }
−→ {(Xy)y∈Y ∈ Map(Y, P (X)) | (Xy)y∈Y はXの分割である }

は，可逆であることを示せ．

AP 2.24 写像 f : X → Y が全射ならば，f ◦ g = idY をみたす写像 g : Y → X が存在す
る．このことから，選択公理を導け．

AP 2.25 f : X → Y を写像とする．次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は単射である．
(2) 任意の部分集合A ⊂ X に対し，f−1(f(A)) = A である．
(3) 任意の部分集合A1, A2 ⊂ X に対し，f(A1 ∩ A2) = f(A1) ∩ f(A2) である．

AP 2.26 f : X → Y を写像とする．f∗ : P (X) → P (Y )をf∗(A) = f(A)で定め，f ∗ : P (Y ) →
P (X)を f ∗(B) = f−1(B)で定める．

1. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は単射である．
(2) f∗は単射である．
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(3) f ∗は全射である．
2. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は全射である．
(2) f∗は全射である．
(3) f ∗は単射である．

A 2.27 f : X → Y と g : Y → Z を写像とする．
1. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) gは単射であり，g ◦ f は全射である．
(2) gは可逆であり，f は全射である．
2. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は全射であり，g ◦ f は単射である．
(2) f は可逆であり，gは単射である．

A 2.28 Xを集合とし，RをXの順序とする．x, y ∈ Xに対し，R(x, y)を x <R yで表わ
す．x ∈ Xに対し，L(x) = {y ∈ X | y <R x} とおく．

1. x, y ∈ Xに対し，x <R yと L(x) ⊂ L(y) は同値であることを示せ．
2. x ∈ XをL(x) ∈ P (X)にうつす写像 L : X → P (X) は単射であることを示せ．

BP 2.29 (Xi)i∈Iを集合の族とする．各 i ∈ I に対し，(Xij)j∈IをXiの部分集合の族とす
る．(fij)(i,j)∈I×I を，可逆写像 fij : Xji → Xij の族とする．次の条件は同値であることを
示せ．

(1) 集合Xと単射の族 (fi : Xi → X; i ∈ I)で，次の条件をみたすものが存在する:

(fi(Xi))i∈I はXの被覆である．任意の i, j ∈ I に対し，図式

Xji
fij ��

包含写像
��

Xij

包含写像
��

Xj
fj �� X Xi

fi��

は可換であり，fi(Xi) ∩ fj(Xj) = fi(Xij) = fj(Xji)である．
(2) 次の条件 (i), (ii)がなりたつ:

(i) 任意の i ∈ Iに対し，Xii = Xiである．
(ii) 任意の i, j, k ∈ Iに対し，Xijk = Xij ∩Xikとおくと，fji(Xijk) = Xjikであり，図式

Xijk

fji|Xijk ��

fki|Xijk ����
��

��
��

Xjki

fkj |Xjki����
��

��
��

Xkij

は可換である．

A 2.30 S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} とする．関数 f : R → Rに対し，次の条件は同
値であることを，写像がwell-definedであるための判定法を適用して示せ．

(1) 関数 g : S1 → Rで，任意の t ∈ Rに対し f(t) = g(cos t, sin t) をみたすものが存在
する．

(2) 任意の t ∈ Rに対し f(t + 2π) = f(t)がなりたつ．
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A 2.31 Rの同値関係を x − y ∈ Zで定め，商集合をR/Zで表わす．
1. 実数 a ∈ Rに対し，a倍写像R → R が，写像R/Z → R/Z をひきおこすための aの

条件を求めよ．
2. aを 1.の条件をみたす実数とし，ga : R/Z → R/Z をひきおこされた写像とする．

x ∈ R/Z に対し，集合 g−1
a (x)の元の個数を求めよ．

A 2.32 x, y ∈ R2 に対し x − y ∈ Z2 で定まる R2の同値関係Rによる商集合を，R2/Z2

で表し，q : R2 → R2/Z2 を商写像とする．
1. R3の元を列ベクトルで表わし，写像 f : R2 → R3を

f(s, t) =

⎛⎜⎝cos 2πs − sin 2πs 0

sin 2πs cos 2πs 0

0 0 1

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝cos 2πt + 2

0

sin 2πt

⎞⎟⎠
で定める．写像 g : R2/Z2 → R3で，f = g ◦ qをみたすものが，ただ 1つ存在することを
示せ．

gは単射であることも示せ．
2. a, b, c, d ∈ Zを整数とし，写像 h : R2 → R2を，h(s, t) = (as + bt, cs + dt)で定める．

写像 h̄ : R2/Z2 → R2/Z2で，h̄ ◦ q = q ◦ hをみたすものが，ただ 1つ存在することを示せ．
ad − bc = 1ならば，h̄は可逆であることも示せ．

AP 2.33 f : X → Y を写像とし，RをX の同値関係とする．q : X → X/Rを商写像と
する．Rが，f が定める同値関係 Rf よりも細かいと仮定する．f = g ◦ qをみたす写像
g : X/R → Y が存在することを，次のようにして示せ．

1. 単射 i : Y → P (Y )を i(y) = {y} で定め，f∗ : P (X) → P (Y )を A ∈ P (X)を
f(A) ∈ P (Y ) にうつす写像とする．図式

X
f−−−→ Y

q

⏐⏐� ⏐⏐�i

P (X)
f∗−−−→ P (Y )

は可換であることを示せ．
2. f∗(X/R) ⊂ i(Y ) を示せ．f∗の制限X/R → i(Y )と，iが定める可逆写像 Y → i(Y )

の逆写像 i(Y ) → Y の合成を g : X/R → Y とすると，f = g ◦ qであることを示せ．

BP 2.34 X を集合とし，(Xi)i∈I を X の被覆とする．Y を集合とし，(fi)i∈I を，写像
fi : Xi → Y の族とする．

1. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) 写像 f : X → Y で，任意の i ∈ I に対し f |Xi

= fi をみたすものが存在する．
(2) 任意の i, j ∈ I に対し fi|Xi∩Xj

= fj |Xi∩Xj
である．

2. (1)の条件をみたす写像 f : X → Y は，一意的であることを示せ．

A 2.35 自然数 n ∈ Nに対し，写像 fn : Z → Zを，fn(a) = naで定める．
1. fnが単射であるための条件を求めよ．
2. fnが全射であるための条件を求めよ．
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第3章の問題
A 3.1 mを 2以上の自然数とする．自然数の列の集合Dmを，Dm = {(an) ∈ N� | n ≥
1ならばan < m} で定める．写像 fm : Dm → [0,∞)を，fm((an)) =

∞∑
n=0

an

mn
で定める．Dm

の部分集合 Emを，Em = {(an) ∈ Dm | an �= m − 1となる自然数 n は有限個 }と定め，
D∗

m = Dm \ Emとおく．
1. fmのD∗

mへの制限 fm|D∗
m

: D∗
m → [0,∞)は可逆であることを示せ．

2. fmのEmへの制限 fm|Em : Em → [0,∞)は単射であることを示せ．
3. a = (an) ∈ Emとする．n0を，任意の n′ > nに対し an′ = m − 1となる最小の自然

数 nとし，数列 b = (bn) ∈ N�を，

(3.1) bn =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
an n < n0 のとき，

an0 + 1 n = n0 のとき，

0 n > n0 のとき

で定める．b ∈ D∗
mであり，bは a �= bかつ fm(a) = fm(b)となるDmのただ 1つの元であ

ることを示せ．

B 3.2 L = {x ∈ Q | x < rかつ r2 < 2をみたす有理数 rが存在する }とおく．
1. Lは切断であることを示せ．
2. 1 < L < 2であることを示せ．
3. L2 = 2を示せ．

BP 3.3 実数の連続性から，次の性質を導け：
任意の実数 a ∈ R に対し，a ≤ nをみたす自然数 n ∈ N が存在する．

B 3.4 1. 実数列 (an)に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) 数列 (an)は収束する．
(2) 任意の自然数N ≥ 1に対し，有理数 rN で，集合 {n ∈ N | |an − rN | ≥ 1

N
} は有限集

合であるものが存在する．
2. 有理数列全体の集合Q� の部分集合Cを，

C = {(an) ∈ Q� | (an)は 1.の条件 (2)をみたす }

で定める．数列 (an) ∈ Cをその極限 lim
n→∞

an にうつす写像 l : C → Rは，全射であること

を示せ．

A 3.5 n ≥ 1を自然数とする．
1. (0, 1)nはRnの開集合であることを示せ．
2. (0, 1]nはRnの開集合でも閉集合でもないことを示せ．

A 3.6 nを自然数とし，a ∈ Rn とする．関数 d(a, ) : Rn → Rを，x ∈ Rn を d(a, x) ∈ R
にうつすことで定める．U ⊂ Rn を開集合とし，a /∈ Uとする．関数 d(a, ) のUへの制限
には，最大値も最小値もないことを示せ．

9



A 3.7 1. 部分集合 U ⊂ Rn が，開集合であるということを，論理記号を使って表わした
い．空欄を論理記号でうめよ．

x ∈ U r ∈ R(r > 0 ( y ∈ Rn(d(x, y) < r y ∈ U))).

2. 1.の答の x ∈ Uと r ∈ Rの順序をいれかえた条件をみたす部分集合U ⊂ Rn

をすべて求めよ．

A 3.8 (xn)をRm の点列とし，a ∈ Rm とする．xn = (xn1, . . . , xnm), a = (a1, . . . , am) と
する．次の条件は同値であることを示せ．

(1) lim
n→∞

xn = a である．

(2) i = 1, . . . , m に対し， lim
n→∞

xni = ai である．

A 3.9 U をRnの開集合とし，f : U → Rを写像とする．a ∈ U とする．lim
x→a

f(x) = +∞
とはどういうことかを，定義せよ．

A 3.10 U をRn の開集合とし，f : U → Rmを写像とし，a ∈ U とする．
1. f が aで連続であることを，形式化したい．

(d(x, a) < q ⇒ d(f(x), f(a)) < r)

の空欄に，(a) ∀r > 0, (b) ∃q > 0, (c) ∀x ∈ U を正しい順序で当てはめよ．
2. 1. の空欄に，(a), (b), (c) を誤った順序で入れた場合，それぞれの条件をみたす写像

を求めよ．

A 3.11 連続写像 f : R2 \ {(0, 0)} → R2を f(x, y) =

(
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

)
で定める．

f は，連続写像R2 → R2に延長できないことを示せ．

A 3.12 写像 f : SU(2) → C2を f(A) = A

(
1

0

)
で定める．f は可逆写像 SU(2) → S3 を

ひきおこすことを示し，逆写像を求めよ．

B 3.13 n ≥ 2を自然数とし，e1, . . . , enをRnの標準基底とする．連続写像 f : SO(n, R) →
Rnを，f(A) = Ae1で定める．

1. f(SO(n, R)) = Sn−1を示せ．

2. A ∈ SO(n, R) とする．f−1(f(A)) =

{
A ·
(

1 0

0 B

)∣∣∣∣∣B ∈ SO(n − 1, R)

}
を示せ．

第4章の問題
A 4.1 1. Rの部分空間Nの位相は，離散位相であることを示せ．

2. A ⊂ Rnが有限部分集合ならば，Aは部分空間として，離散空間であることを示せ．
3. Rnの部分空間Aに対し，Aの位相が密着位相であるための条件は，Aの元の個数が

1以下であることを示せ．
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4. (an)n∈� を収束する実数列とし，b = lim
n→∞

an, B = {an | n ∈ N} ∪ {b}とおく．Rの

部分空間B \ {b} は，離散空間であることを示せ．Bが離散空間ならば，{n ∈ N | an �= b}
は有限集合であることも示せ．

A 4.2 1. X を集合とし．(Oi)i∈I をX の位相の族とする．共通部分O =
⋂

i∈I Oiは，X

の位相であることを示せ．
2. 写像 f, g : 3 = {0, 1, 2} → 2を，f(0) = g(1) = 0, f(1) = f(2) = g(0) = g(2) = 1で

定める．Sの位相O のひきもどし f ∗O，g∗Oについて，合併 f ∗O ∪ g∗Oは 3の位相ではな
いことを示せ．

A 4.3 写像 f : X → Y とX の位相Oに対し，巾集合 P (Y )の部分集合 f∗Oを {f(U) |
U ∈ O} で定める．

1. f が全射でなければ，f∗Oは Y の位相でないことを示せ．
2. 全射 f : X → Y とXの位相Oで，f∗Oが Y の位相でないもの例を 1つあげよ．

BP 4.4 1. Y を位相空間，Xを Y の部分空間とし，OX をXの開集合系とする．補集合
Y \Xが一点 c ∈ Y だけからなるとする．部分集合 V = {U ∩X | U は cの開近傍 } ⊂ OX

は，次の条件 (1)と (2)をみたすことを示せ．
(1) U ∈ OX , V ∈ V, U ⊃ V ならば，U ∈ V である．
(2) (Vi)i∈I が Vの元の有限族ならば，⋂i∈I Vi ∈ V である．
2. cが Y の孤立点でないことは，次の条件 (3) と同値であることを示せ．
(3) ∅ /∈ V.

3. Xが Y の開部分空間であることは，Y の開集合系がOX �{V �{c} | V ∈ V}である
ことと同値であることを示せ．

4. X を位相空間とし，OX を X の開集合系，V ⊂ OX を 1.の条件 (1)と (2)をみた
す部分集合とする．Y = X � {c} を無縁和とし，巾集合 P (Y )の部分集合 Oを，O =

OX � {V � {c} | V ∈ V}で定める．Oは Y の位相であることを示せ．

C 4.5 r > 0を実数，aを複素数とする. Ur(a) = {z ∈ C | |z − a| < r} 上定義された定数
でない正則関数 f : Ur(a) → C を考える．b ∈ Cに対し，Ur(a)の部分空間 f−1(b)は，離
散であることを示せ．

A 4.6 位相空間から位相空間への写像が，連続であるための十分条件を，5個以上あげよ．

A 4.7 U = R2 \ {(0, 0)} と V = R2 \ ((−1, 1) × {0}) は，どちらもW = {(x, y) ∈ R2 |
x2 + y2 > 1} と同相であることを示せ．

A 4.8 nを自然数とする．
1. 半径 1の開球 U1(0)は，Rnと同相であることを示せ．
2. n次元閉円板Dnは，(D1)n ⊂ Rnと同相であることを示せ．

A 4.9 写像 p : Sn \ {(0, . . . , 0, 1)} → Rnを，

p(x1, . . . , xn, xn+1) =

(
x1

1 − xn+1
, . . . ,

xn

1 − xn+1

)
で定める．p : Sn \ {(0, . . . , 0, 1)} → Rn は同相写像であることを示せ．
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A 4.10 nを自然数とする．写像GL(n, R) → GL(n, R) : A �→ A−1 は同相写像であること
を示せ．

A 4.11 写像 f : R → R2 を f(t) = (cos t, sin t)で定義する．
1. f は連続であることを示せ．
2. a, bを a < b ≤ a + 2πをみたす実数とする．f の (a, b)への制限は，うめこみである

ことを示せ．
3. f の [0, 2π) への制限は連続単射だが，うめこみではないことを示せ．

A 4.12 Xと Y を位相空間とする．
1. 写像 f : X → Y に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は連続である．
(2) 任意の連続写像 g : Y → S に対し，合成写像 g ◦ f : X → S は連続である．
(3) 任意の位相空間 Zと任意の連続写像 g : Y → Z に対し，合成写像 g ◦ f : X → Z は

連続である．
2. 連続写像 f : X → Y に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は同相写像である．
(2) 任意の位相空間 T に対し，写像 f∗ : C(T, X) → C(T, Y ) は可逆である．

A 4.13 a < bを実数とする．
1. 半開区間 [a, b)の閉包 [a, b)は，閉区間 [a, b] であることを示せ．
2. 内部 [a, b)◦は，開区間 (a, b) であることを示せ．

A 4.14 n ≥ 0を自然数とする．
1. 開球 U1(0) = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1} の閉包U1(0)は，閉球Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1} で

あることを示せ．
2. 閉円板Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}の内部 (Dn)◦は，開球 U1(0) = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1}

であることを示せ．

A 4.15 (an)n∈� を収束する実数列とし，b = lim
n→∞

an とおく．A = {an | n ∈ N} ⊂ R の閉

包はB = A ∪ {b}であることを示せ．

A 4.16 Rの部分集合Aで, 7つの集合A, A◦, A, A◦, (A)◦, (A◦)◦, (A)◦ が，すべて
あいこと

相異
なるものの例を 1つ求めよ．

A 4.17 射影R2 → Rは，閉写像でないことを示せ．

A 4.18 X を位相空間とする．X の部分集合 Aについて，次の条件は同値であることを
示せ．

(1) Aは，Aの開集合である．
(2) A = U ∩ F をみたすXの開集合U とXの閉集合 F が存在する．
(3) Aの任意の点 xに対し，X の開近傍 U で，A ∩ U が U の閉集合となるものが存在

する．
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AP 4.19 Xを位相空間とし, Xの部分集合Aに対し, Aでその閉包を表す.

1. 次がなりたつことを示せ．
(1) A ⊃ A.

(2) ∅ = ∅.
(3) A = A.

(4) A ∪ B = A ∪ B.

2. X = Rとする．A ∩ B = A ∩ B がなりたたない部分集合A, Bの例を 1つあげよ．

AP 4.20 Xを位相空間とし, x ∈ Xとする．次がなりたつことを示せ．
(1) Xは xの近傍である．
(2) V が xの近傍ならば，x ∈ V である．
(3) V が xの近傍で，V ⊂ W ⊂ Xならば，W も xの近傍である．
(4) V とW が xの近傍ならば，V ∩ W も xの近傍である．
(5) V が xの近傍ならば，xの近傍W で，任意の y ∈ W に対し，V が yの近傍である

ものが存在する．

AP 4.21 Xを位相空間とする．開集合系Oの部分集合 U をOの基底とする．次の条件
(1)と (2) がなりたつことを示せ．

(1) U, V ∈ U かつ x ∈ U ∩ V ならば，W ∈ U で x ∈ W ⊂ U ∩ V をみたすものがある．
(2) 任意の x ∈ Xに対し，x ∈ U をみたす U ∈ U が存在する．

第5章の問題
A 5.1 Xを位相空間とする．

1. 関数 f : X → R に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は上半連続である．
(2) 任意の a ∈ X と任意の実数 r > 0に対し，aの開近傍 U で，U ⊂ {x ∈ X | f(x) <

f(a) + r}をみたすものが存在する．
2. (fi)i∈Iを上半連続関数 fi : X → R の族とし，任意の x ∈ Xに対し inf

i∈I
fi(x)が存在す

るとする．関数 f : X → Rを f(x) = inf
i∈I

fi(x)で定めると，fも上半連続であることを示せ．

3. 上半連続関数 f : R → R で，連続関数ではないものの例を 1つあげよ．

A 5.2 X を集合とし，U を巾集合 P (X)の部分集合とする．U ′ = {U1 ∩ · · · ∩ Un | n ∈
N, U1, . . . , Un ∈ U}は，U によって生成される位相OU の基底であることを示せ．

A 5.3 X を集合とし，F (X) = {A ∈ P (X) | Aは有限集合 }とおく．A, B ∈ F (X)に対
し d(A, B)を (A∪B) \ (A∩B) の元の個数と定めると，dは F (X)の距離であることを示
せ．dが定める F (X)の位相は離散位相であることも示せ．

A 5.4 x, y ∈ S2に対し，δ(x, y)を，〈x, y〉 = cos θをみたすただ 1つの実数 θ ∈ [0, π] と
する．

1. δは S2の距離であることを示せ．
2. 包含写像 i : S2 → R3 は，S2の距離 δとR3のふつうの距離 dに関して閉うめこみで

あることを示せ．
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A 5.5 Xを集合とし，dを距離とする．M > 0を正の実数とする．dM : X × X → R を，
dM(x, y) = min(d(x, y), M) で定める．

1. dM は距離であることを示せ．
2. dM は dと同値であることを示せ．

A 5.6 Xを距離空間とする．
1. Xの部分集合 U について，次は同値であることを示せ．
(1) U は開集合である．
(2) U = {x ∈ X | f(x) �= 0} をみたす連続関数 f : X → Rが存在する．
2. AとBをXの閉集合とし，A∩B = ∅とする．連続関数 f : X → Rで，A = f−1(0),

B = f−1(1)をみたすものが存在することを示せ．

B 5.7 f : D2 → Rを有界な関数とする．t ∈ [0, 1]に対し，関数 gt ∈ B̃([0, 2π], R)を，
gt(x) = f(t cosx, t sinx)で定め，写像 g : [0, 1] → B̃([0, 2π], R)を，g(t) = gtで定める．次
の条件は同値であることを示せ．

(1) f は (0, 0)で連続である．
(2) B̃([0, 2π], R) の一様収束位相に関して，g : [0, 1] → B̃([0, 2π], R)は t = 0で連続で

ある.

B 5.8 Xを集合とし，Y を距離空間とする．写像 f : X → Y に対し，関数Df : X×Y → R
を，Df(x, y) = d(f(x), y)で定める．B̃(X, Y ) = {f ∈ Map(X, Y ) | f(X)は Y の有界部分集合}
とおく．

1. 写像D : Map(X, Y ) → Map(X × Y, R) を，D(f) = Df で定める．Dは単射であるこ
とを示せ．

2. f, g ∈ B̃(X, Y )とし，dsup(f, g) = supx∈X d(f(x), g(x)) とおく．Df −Dg ∈ B̃(X ×Y )

であることを示せ．‖Df − Dg‖∞ = dsup(f, g) であることも示し，dsupは B̃(X, Y )の距離
であることも示せ．

3. B̃(X, Y )を dsupにより距離空間と考える．b ∈ Y とし，bで定値写像X → Y も表わ
す．写像Δb : B̃(X, Y ) → B̃(X × Y, R)を，Δb(f) = Df − Dbで定めると，Δbは等長写像
であることを示せ．

4. Xを位相空間とする．写像 f : X → Y に対し，f が連続であることと，Df が連続で
あることは同値であることを示せ．B(X, Y ) = {f ∈ B̃(X, Y ) | f は連続 }は，B̃(X, Y )の
閉集合であることも示せ．

B 5.9 pを素数とする．0でない有理数 rを r = pe n
m

(n とmは pと素 )と表わしたとき，
e = vp(r)とおく．有理数 rに対し，r �= 0のとき |r|p = p−vp(r) とおき，|0|p = 0とおく．

1. r, s ∈ Q, r, s �= 0に対し，r + s �= 0ならば vp(r + s) ≥ min(vp(r), vp(s)) であること
を示せ．

2. x, y ∈ Q に対し，dp(x, y) = |x − y|pとおく．dpはQの距離を定めることを示せ．

A 5.10 連続写像 f : T 2 = S1 ×S1 → R3を，f((s, t), (u, v)) = (s · (u + 2), t · (u + 2), v) で
定める．

1. f は，うめこみであることを示せ．
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2. f の像は，xz平面内の点 (2, 0, 0)を中心とする半径 1の円を，z軸を中心に回転して
得られる面であることを示し，{(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 − 4

√
x2 + y2 + 3 = 0}である

ことを示せ．

A 5.11 Xを位相空間とする．関数 f : X → R に対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は連続である．
(2) U = {(x, y) ∈ X × R | f(x) < y}と V = {(x, y) ∈ X × R | f(x) > y}は，X × Rの

開集合である．

A 5.12 n ≥ 1を自然数とする．連続写像 p : Sn−1 × [0,∞) → Rnを，p(x, r) = r · xで定
める．

1. pの制限 f : Sn−1 × (0,∞) → Rn \ {0} は同相写像であることを示せ.

2. 長さが定める写像 ‖ ‖ : Rn → [0,∞)は，開写像であることを示せ．

A 5.13 Xと Y を位相空間とし，b ∈ Y とする．連続写像 ib : X → X ×Y を ib(x) = (x, b)

で定め，V = {V ∈ P (Y ) | V は bの開近傍 } とおく．部分集合 A ⊂ X × Y に対し，
i−1
b (A) =

⋂
V ∈V pr1((X × V ) ∩ A) を示せ．

A 5.14 Xを集合とし，(Xi)i∈I を位相空間の族とする．(fi : X → Xi)i∈I を写像の族とす
る．Xの位相O について，次の条件は同値であることを示せ．

(1) Oは，Xの (fi)i∈I による誘導位相より細かい．
(2) 任意の i ∈ Iに対し，fi : X → XiはOに関して連続である．

A 5.15 Xを集合とし，U ⊂ P (X) を巾集合P (X)の部分集合とする．U で生成される位
相は，特性関数の族 (χU : X → S)U∈U による誘導位相であることを示せ．

B 5.16 nを自然数とする．
1. 写像 F : U(n) × (0,∞)n × C(n

2) → GL(n, C) を，

F (U, (bi)1≤i≤n, (bij)1<i<j<n) = U ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
b1 b12 · · · b1n

0 b2
. . .

...
...

. . .
. . . b(n−1)n

0 · · · 0 bn

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
で定める．F は同相写像であることを示せ．

2. F の制限は，同相写像O(n, R) × (0,∞)n × R(n
2) → GL(n, R) を定めることを示せ．

3. 同相写像 F による，SL(n, R)と SL(n, C)の逆像を求めよ．

B 5.17 Xを位相空間とし，Y を距離空間とする．B̃(X, Y )を，問題 5.8で定めた距離 dsup

により距離空間と考える．B̃(X, Y )の部分空間B(X, Y ) = {f ∈ B̃(X, Y ) | f は連続 }を，
距離 dsupが定める一様収束位相により位相空間と考える．値写像B(X, Y ) × X → Y は，
積位相に関して連続であることを示せ．

A 5.18 1. 商写像 q : R → R/Zは開写像であることを示せ．
2. a, bを a < b ≤ a + 1をみたす実数とする．包含写像 i : (a, b) → R がひきおこす連続

単射 ī : (a, b) → R/Z は，開うめこみであることを示せ．
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A 5.19 f : [0, 1] → [0, 1]と g : [0, 1] → [0, 1]を，f(t) = t
2
, g(t) = t+1

2
で定める．写像の対

(f, g)による [0, 1]の像位相は，Rの部分空間としての位相と等しいことを示せ．

A 5.20 Xを閉区間 [0, 1]とし，Aを部分空間 (0, 1]とする．Aを一点につぶして得られる
空間 Y は，Sと同相であることを示せ．

A 5.21 X を位相空間とし，A ⊂ X を空でない部分集合とする．Aを一点につぶして得
られる空間を Y とし，q : X → Y を商写像とする．q(A) = {c}とおく．

1. q(A) = {c}が閉集合であることと，Aが閉集合であることは同値であることを示せ．
2. Aが閉集合であるとする．qのX \ Aへの制限 q|X\A : X \A → Y は，開うめこみで

あることを示せ．

A 5.22 Xを位相空間とし，集合 Iを離散位相空間と考える．f : X → Iを写像とし，i ∈ I

に対しXi = f−1(i)をXiの部分空間と考える．次の条件は同値であることを示せ．
(1) f は連続である．
(2) 包含写像 ji : Xi → X の族の直和

∐
i∈I Xi → X は，位相空間の直和

∐
i∈I Xiからの

同相写像である．

B 5.23 1. f : R → S1 を f(t) = (cos 2πt, sin 2πt) で定める．f は同相写像R/Z → S1を
ひきおこすことを示せ．

2. [0, 1]の部分集合 {0, 1}を一点につぶして得られる空間を [0, 1]/Rとする．包含写像
i : [0, 1] → R がひきおこす写像 ī : [0, 1]/R → R/Zは，同相写像であることを示せ．

3. 包含写像がひきおこす連続全単射 [0, 1) → R/Zは，同相写像でないことを示せ．

BP 5.24 Xと Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．(Vi)i∈Iを Y の開被覆と
すると，次の条件は同値であることを示せ．

(1) Y の位相は，f による像位相である．
(2) 任意の i ∈ Iに対し，Viの位相は，f の制限 fi : f−1(Vi) → Vi による像位相である．

B 5.25 1 ≤ i ≤ n + 1に対し，Ui = {(x1 : . . . : xn+1) ∈ Pn(R) | xi �= 0} とおく．
1. (U1, . . . , Un+1)は，Pn(R) の開被覆であることを示せ．
2. ji : Rn → Pn(R)を ji(x1, . . . , xn) = (x1 : . . . : xi−1 : 1 : xi : . . . : xn) で定める．jiは，

同相写像Rn → Ui を定めることを示せ．
3. 単射線形写像 f : Rn → Rn+1 を，f(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, 0) で定め，写像

f∗ : Pn−1(R) → Pn(R)を，f∗(L) = f(L)で定める．f∗(Pn−1(R)) = Pn(R) \ Un+1 であ
り，f∗ : Pn−1(R) → Pn(R) は閉うめこみであることを示せ．

B 5.26 Xと Y を位相空間とし，f : X → Y を連続全射とする．
1. f が開写像ならば，Y の位相は {f(U) | UはXの開集合 } であり，f による像位相で

あることを示せ．
2. X の部分集合Aに対し，f!(A) = {y ∈ Y | f−1(y) ⊂ A} とおく．f が閉写像ならば，

Y の位相は {f!(U) | U はXの開集合 } であり，f による像位相であることを示せ．
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B 5.27 X を集合とし，(Xi)i∈I をX の被覆とする．i ∈ I に対し，OiをXiの位相とし，
Xiを位相空間と考える．次の条件は同値であることを示せ．

(1) 包含写像の族 (ji : Xi → X)i∈I による像位相によって，X を位相空間と考えると，
(Xi)i∈I はXの開被覆であり，任意の i ∈ Iに対し，ji : Xi → Xは開うめこみである．

(2) 任意の i, j ∈ Iに対し，Xi ∩Xjは，XiとXjの開部分空間であり，Xiからの相対位
相とXjからの相対位相は等しい．

C 5.28 Aを閉区間 [0, 1]の空でない部分集合とし，Z = [0, 1] \Aを補集合とする．[0, 1]×
[0, 1] の部分空間X をX = ([0, 1] × [0, 1]) \ (Z × {0}) で定める．A × {0} ⊂ X を一点に
つぶして得られる空間を Y とし，q : X → Y を商写像とする．{y0} = q(A×{0}) とおく．
積空間X × Z ⊂ [0, 1]3の閉集合BをB = {(x, y, z) ∈ X × Z | |x − z| ≤ y}で定める．

1. 積写像 q × idZ : X ×Z → Y ×Zによる像位相に関して，像C = (q × idZ)(B)は，閉
集合であることを示せ．

2. Y × Zの積位相に関する Cの閉包をCとすると，C \ C = {y0} × ((A ∩ Z) ∩ Z) で
あることを示せ．

3. Aも Zも [0, 1]で稠密ならば，Y × Zの積位相は，積写像 q × idZ : X × Z → Y × Z

による像位相より，真に粗いことを示せ．

第6章の問題
A 6.1 1. Xがハウスドルフ空間ならば，Xの有限部分集合はすべて離散閉集合であるこ
とを示せ．

2. Xを有限な位相空間とする．次の条件は同値であることを示せ．
(1) Xはハウスドルフである．
(2) Xは離散である．
(3) Xの任意の点 xに対し，{x}は閉集合である．

A 6.2 X を位相空間とし，RをX の同値関係とする．商空間X/Rがハウスドルフなら
ば，RのグラフCはX × Xの閉集合であることを示せ．
（このことの逆はなりたたない．反例は問題 6.5 にある．）

A 6.3 Xと Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．A ⊂ Xを稠密な部分集合
とし，Y はハウスドルフであるとする．ΓA ⊂ A× Y を f のAへの制限のグラフとすると，
f のグラフは，ΓAのX × Y での閉包と等しいことを示せ．

B 6.4 n ≥ 1を自然数とする．
1. たてベクトル x ∈ Rn に対し tx ∈ M(1, n; R) でその転置を表わし，連続写像

V : Rn \ {0} → M(n, R) を，V (x) =
xtx
txx

で定める．V : Rn \ {0} → M(n, R)は，連

続単射 V : Pn−1(R) → Sn2−1 をひきおこすことを示せ．
2. 射影空間Pn−1(R)は，ハウスドルフであることを示せ．

B 6.5 X = [0, 1] × [0, 1] の部分集合Aと U と T を，

A = {0} × (0, 1], U = X \ {(0, 0)}, T = X \ A
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で定める．U, T を R2 の部分位相空間と考える．包含写像 U → X, T → X による像位
相により，X を位相空間と考える．Y を，A ⊂ X を一点につぶしてえられる空間とし，
q : X → Y を商写像とする．

1. AはXの閉集合であることを示せ．
2. Xの位相は，R2の部分空間としての位相より真に細かいことを示せ．
3. Xはハウスドルフであることを示せ．
4. Y はハウスドルフでないことを示せ．
5. q × qによるΔY の逆像は，X × Xの閉集合であることを示せ．

A 6.6 1. a < bを実数とする．開区間からの連続関数 f : (a, b) → Rで，同相写像である
ものを 1つ与えよ．

2. 連続関数 g : (0,∞) → Rで，同相写像であるものを 1つ与えよ．

A 6.7 1. n ≥ 1なら Snは連結であることを示せ．
2. T nも連結であることを示せ．

A 6.8 Xを位相空間とし，AとBをXの連結部分集合とする．次の条件を考える．
(1) A ∩ B �= ∅である．
(2) A ∪ Bは連結である．
(3) A ∩ B �= ∅である．
1. (2)⇒(3) を示せ．
2. X = Rとする．(2)⇒(1) の反例を与えよ．(3)⇒(2) の反例も与えよ．

A 6.9 Q をRの部分空間とする．0を含むQの連結成分は，{0}であり，Qの開集合でな
いことを示せ．

B 6.10 1. UをRnの連結開集合とし，a ∈ Uとする．U \ {a}は，n ≥ 2なら連結であり，
n = 1なら連結でないことを示せ．

2. Rと半開区間 [0, 1)は同相でないことを示せ．
3. n ≥ 2なら，RとRnは同相でないことを示せ．

B 6.11 Xを位相空間とし，F : X ×R → R を連続関数とする．任意の x ∈ Xと y, z ∈ R
に対し，y < zなら F (x, y) < F (x, z)であると仮定する．aを実数とし，Γa = {(x, y) ∈
X × R | F (x, y) = a}は関数 fa : X → Rのグラフであるとする．

1. 関数 faは連続であることを示せ．
2. b > aを実数とし，Γb = {(x, y) ∈ X ×R | F (x, y) = b}も関数 fb : X → Rのグラフで

あるとする．Γ = {(x, z, y) ∈ X × [a, b]×R | F (x, y) = z}は，連続関数G : X × [a, b] → R
のグラフであることを示せ．

B 6.12 X を位相空間とする．x, y ∈ X に対し，x, y ∈ Aをみたす連結部分集合 A ⊂ X

が存在するという条件で，Xの同値関係Rを定める．
1. x, y ∈ X に対し，x = f(0), y = f(1) をみたす連続写像 f : [0, 1] → X が存在すると

いう条件は，Xの同値関係R′を定めることを示せ．R′は，Rより細かいことも示せ．
2. XをRnの開集合とする．同値関係RとR′は同値であり，Xの連結成分はXの開集

合であることを示せ．
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B 6.13 f : X → Y を連続写像とし，AをXの部分集合とする．任意の y ∈ f(A)に対し
A∩ f−1(y)が連結であり，f(A)の位相が f : A → f(A) による像位相であるとする．f(A)

が連結ならば，Aも連結であることを示せ．

B 6.14 問題 6.5と同様に，X = [0, 1]× [0, 1] の部分集合UとT を，U = X \{(0, 0)}, T =

X \ ({0}× (0, 1])で定める．U, T をR2の部分位相空間と考える．包含写像U → X, T → X

による像位相により，Xを位相空間と考える．f : X → Rを連続関数とする．
1. A = {0} × [0, 1] は連結でないことを示せ．
2. f : X → Rは，XのR2の部分空間としての位相に関して連続であることを示せ．
3. f(A)は閉区間であることを示せ．

BP 6.15 AC (Xi)i∈I を位相空間の族とする．次の条件は同値であることを示せ．
(1) 任意の i ∈ I に対し，Xiは連結である．
(2) 積空間

∏
i∈I Xi は連結である．

C 6.16 n ≥ 1を自然数とする．
1. SO(n, R)は連結であることを示せ．
2. 関数 sgn: R× → {±1}を，x = sgn(x)|x|で定める．sgn ◦ det: GL(n, R) → {±1}は，

可逆写像 π0(GL(n, R)) → {±1}をひきおこすことを示せ．

A 6.17 (an)n∈� を収束する実数列とし，b = lim
n→∞

an とおく．A = {an | n ∈ N} とする．
1. B = A ∪ {b}はコンパクトであることを示せ．
2. Aがコンパクトならば，b ∈ Aであることを示せ．

A 6.18 下の文は，Xの部分集合Aがコンパクトでないことのいいかえとして，誤った文
である．正しい文に直せ．

Xの開集合の族 (Ui)i∈I でA ⊂ ⋃i∈I Uiをみたし，さらに Iの有限個の元 i1, . . . , inとA

の元 xで，x /∈ Ui1 ∪ · · · ∪ Uin となるものが存在する．

A 6.19 Rの開集合の族 (Ui)i∈I で，(0, 1] ⊂ ⋃i∈I Uiをみたし，任意の有限部分集合{i1, . . . , in} ⊂
I に対し (0, 1] �⊂ Ui1 ∪ · · · ∪ Uin となるものを 1つ与えよ．

A 6.20 閉区間 [a, b]のコンパクト性の証明で，閉区間 [a, b]を半閉区間 [a, b)あるいは (a, b]

でおきかえると，証明がうまくいかなくなるところを，それぞれの場合にみつけよ．

A 6.21 Xを距離空間とする．Xが全有界なら，Xは有界であることを示せ．

B 6.22 1. 自然数 nに対し，写像 qn : 2� → 2nを，qn((xm)) = (x0, . . . , xn−1)で定める．
(pn)を，写像 pn : 2n → 2 = {0, 1}の列で次の条件をみたすものとする．

(1) 任意の x ∈ 2� に対し，pn(qn(x)) = 1をみたす nが存在する．
(2) 任意の n ≥ 0と任意の x ∈ 2n に対し，pn+1((x, 0)) = pn+1((x, 1)) = 1 ならば

pn(x) = 1である．
このとき，p0 = 1であることを示せ．

2. 離散空間 2 = {0, 1}の積空間 2�は，コンパクトであることを（チコノフの定理を使
わずに）示せ．
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A 6.23 nを自然数とし，a ∈ Rn とする．関数 d(a, ) : Rn → Rを，x ∈ Rn を d(a, x) ∈ R
にうつすことで定める．A ⊂ Rn を空でない閉集合とする．関数 d(a, ) の Aへの制限に
は，最小値があることを示せ．

A 6.24 1. W を，R × {0} の開近傍 {(x, y) ∈ R2 | |xy| < 1} とする．0の開近傍 V ⊂ R
で，R × V ⊂ W をみたすものは存在しないことを示せ．

2. 1.から，Rがコンパクトでないことを導け．
3. 問題4.17と射影によるコンパクト性の判定法から，Rがコンパクトでないことを導け．

A 6.25 1. T nはコンパクトであることを示せ．
2. O(n, R)はコンパクトであることを示せ．

A 6.26 X = [0, 1] × S とし，A = X \ {(0, 1)} とおく．
1. 任意の位相空間 Y に対し，Y × {0} ⊂ Y × S の開近傍は，Y × S だけであることを

示せ．
2. Aはコンパクト集合であることを示せ．
3. B = [0, 1]× {1} ⊂ Xもコンパクトだが，共通部分A∩Bはコンパクトでないことを

示せ．

B 6.27 1. 問題 6.22.1.と積位相によるコンパクト性の判定法から，2�がコンパクトであ
ることを導け．

2. 1.と，2進小数展開が定める写像 2� → [0, 1]が連続であることから，閉区間 [0, 1]が
コンパクトであることを導け．

B 6.28 積位相によるコンパクト性の判定法から，最大値の定理を導け．

B 6.29 n ≥ 1を自然数とする．長さが定める写像 ‖ ‖ : Rn → [0,∞)は，閉写像であるこ
とを示せ．

B 6.30 1. X を空でないコンパクト空間とし，Y を位相空間，f : X × Y → R を連続関
数とする．y ∈ Y に対し，関数 gy : X → R を gy(x) = f(x, y)で定める．y ∈ Y を gyの最
大値M(y)にうつす関数M : Y → R は，連続であることを示せ．

2. X = (0, 1], Y = [0, 1]とする．連続関数 f : X × Y → R で，任意の y ∈ Y に対し，
gy(x) = f(x, y) で定まる関数 gy : X → Rの最大値M(y)が存在し，さらに，y ∈ Y を
M(y)にうつす関数M : Y → Rは連続でないものの例を 1つ与えよ．

B 6.31 Xと T を位相空間とし，写像 f : T → Xについて，次の条件を考える．
(1) f は連続である．
(2) f のグラフ Γ = {(t, x) ∈ T × X | f(t) = x}は積空間 T × Xの閉集合である．
1. Xがコンパクトなら，(2) ⇒ (1)がなりたつことを示せ．
2. 連続でない関数 f : [0, 1] → Rで，(2)をみたすものの例をあげよ．

BP 6.32 Xと Y を距離空間とし，dXと dY をそれぞれの距離とする．f : X → Y を連続
写像とする．Xがコンパクトなら，次の条件がみたされることを示せ．
任意の実数 r > 0に対し，実数 q > 0で，dX(x, x′) < qをみたす任意の x, x′ ∈ X に対

し，dY (f(x), f(x′)) < r をみたすものが存在する．
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A 6.33 n ≥ 1を自然数とする．f : R → S1 = T 1 を f(t) = (cos 2πt, sin 2πt)で定める．積
写像 fn : Rn → T n がひきおこす写像Rn/Zn → T nは，同相写像であることを示せ．

A 6.34 X = S1×[0, 1]を積空間とし，Xの開集合Uと閉集合Aを，それぞれU = S1×[0, 1)

とA = S1 × {0} で定める．X の部分集合A を一点につぶして得られる空間をX で表わ
し，U の部分集合A を一点につぶして得られる空間を U で表わす．

1. 連続写像 f : X → R2を，f((x, y), t) = (tx, ty)で定める．f は同相写像 f̄ : X → D2

をひきおこすことを示せ．
2. f の U への制限 g : U → R2は，開うめこみ ḡ : U → R2 をひきおこすことを示せ．

B 6.35 f : (0, 1] → [0, 1]を連続関数とし，Γ ⊂ (0, 1]×[0, 1]をそのグラフ，Γ ⊂ [0, 1]×[0, 1]

を Γの閉包とする．
1. A = {y ∈ [0, 1] | (0, y) ∈ Γ} とおく．A = [a, b]をみたす実数 a ≤ bが存在することを

示せ．
2. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) 極限 lim

t→0
f(t) が存在する．

(2) f を延長する連続関数 f̄ : [0, 1] → [0, 1] が存在する．
(3) Γは関数 [0, 1] → [0, 1] のグラフである．
(4) Γは弧状連結である．
3. [0, 1] × [0, 1] の連結な閉部分集合で，弧状連結ではないものの例をあげよ．

B 6.36 3 = {0, 1, 2}を離散空間とし，e3 : 3� → Rを，3進小数展開が定める無限積空間
3� からの連続写像とする．2 = {0, 1}を離散空間とし，無限積空間 2� からの連続写像
c3 : 2� → Rを，c3((an)) = 2e3((an)) = e3((2an))で定める．

1. c3(2
�) ⊂ [0, 1

3
] ∪ [2

3
, 1] を示せ．

2. c3は閉うめこみであることを示せ．

B 6.37 問題 6.4の連続単射 V : Pn−1(R) → Sn2−1 は，閉うめこみであることを示せ．

B 6.38 X = [0, 1] × [0, 1], Y = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] | x ≤ y}とし，連続写像 f : X → Y

を f(x, y) = (xy, y) で定める．
1. [0, 1] × {0} ⊂ X を一点につぶして得られる空間をX ′とする．f : X → Y は同相写

像X ′ → Y をひきおこすことを示せ．
2. U = X \ ((0, 1] × {0}) とする．V = {(x, y) ∈ Y | 2x < y または x = 0}は，

f |U : U → Y による像位相について，開集合であることを示せ．
3. 包含写像 U → X がひきおこす連続全単射 U → X ′は，同相写像でないことを示せ．

C 6.39 1. 4 = {0, 1, 2, 3}を離散空間とする．(an) ∈ 4� に対し，(bn) ∈ 4� を

bn =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
4 − an an = 1, 3かつ bk = 0となる 0 ≤ k < nの個数が奇数

2 − an an = 0, 2かつ bk = 3となる 0 ≤ k < nの個数が奇数

an それ以外

で，帰納的に定める．同相写像 p̃ : 4� → 4� を，p̃((an)) = (bn)で定める．写像π1, π2 : 4 → 2

を，(π1(0), π2(0)) = (0, 0), (π1(1), π2(1)) = (0, 1), (π1(2), π2(2)) = (1, 1), (π1(3), π2(3)) =
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(1, 0)で定める，同相写像 q : 4� → 2� × 2� を，q((an)) = ((π1(an)), (π2(an))) で定める．
e2 : 2� → [0, 1], e4 : 4� → [0, 1]を，それぞれ 2進小数展開と 4進小数展開が定める連続全
射とする．連続写像 p : [0, 1] → [0, 1] × [0, 1] で，図式

4�
p̃−−−→ 4�

q−−−→ 2� × 2�

e4

⏐⏐� ⏐⏐�e2×e2

[0, 1]
p−−−→ [0, 1] × [0, 1]

が可換になるものがただ 1つ存在することを示せ．
2. 連続全単射 [0, 1] → [0, 1] × [0, 1] は存在しないことを示せ．
3. 1.で定義した写像 pは，全射だが単射でないことを示せ．

A 6.40 コンパクト空間 [0, 1] × [0, 1]の部分空間 ([0, 1] × [0, 1]) \ ({0} × (0, 1])をAとし，
U を (0, 0) ∈ Aの任意の開近傍とする．U を含むAのコンパクト集合は存在しないことを
示せ．

A 6.41 (an)を収束する実数列とし，b = lim
n→∞

an とおく，写像 f : N → R を f(n) = anで

定め，X = f(N)� {b}をRの部分空間とする．f が単射であり，b /∈ f(N)ならば，Xは，
f に関して，離散空間N の一点コンパクト化であることを示せ．

A 6.42 R2 = C と考え，その一点コンパクト化を，立体射影により，S2と考える．写
像 j : C → P1(C)を，j(z) = (z : 1)で定める．jが定める同相写像P1(C) → S2による，
(z : w) ∈ P1(C)の像は， (

2Re zw

|z|2 + |w|2 ,
2Im zw

|z|2 + |w|2 ,
|z|2 − |w|2
|z|2 + |w|2

)
であることを示せ．

A 6.43 n ≥ 1を自然数とする．Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}とする．Sn−1 = {x ∈ Rn |
‖x‖ = 1} ⊂ Dnを一点につぶして得られる空間をXとする．Xは Snと同相であることを
示せ．

A 6.44 Xをコンパクトでない局所コンパクト空間とし，f : X → Y を一点コンパクト化
とする．

1. f(X)は Y で稠密であることを示せ．
2. Xが連結なら，Y も連結であることを示せ．

A 6.45 1. n ∈ N に対し，en ∈ R(�) ⊂ l∞ を，第 n成分が 1でそれ以外は 0という元と
し，C = {en | n ∈ N} とおく．C ⊂ l∞は有界閉集合だが，コンパクトでないことを示せ．

2. l∞の単位閉球B = {x ∈ l∞ | ‖x‖∞ ≤ 1}はコンパクトでないことを示せ．
3. l∞は局所コンパクトでないことを示せ．
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B 6.46 1. X を Rの部分空間 (−∞,−2] ∪ [2,∞)とする．開うめこみ X → [−1, 1]で，
[−1, 1]がXの一点コンパクト化となるものを与えよ．

2. Y をR2の部分空間{−1, 1}×Rとする．R2の部分空間V = {(x, y) ∈ R2 | (x−1)2+y2 =

1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | (x + 1)2 + y2 = 1}への開うめこみ Y → V で，V が Y の一点コンパク
ト化となるものを与えよ．

3. ZをR2の部分空間 {(x, y) ∈ R2 | x = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | y = 1}とする．R2の部分
空間W = {(x, y) ∈ R2 | (x − 1)2 + y2 = 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 | x2 + (y + 1)2 = 1}への開うめ
こみ Z → W で，W がZの一点コンパクト化となるものを与えよ．

B 6.47 1. X = (0, 1] × {0, 1 . . . , n − 1}からR2へのうめこみ f : X → R2 で，像の閉包
f(X)がX の一点コンパクト化となるものを与えよ．

2. X = (0, 1] × N からR2へのうめこみ f : X → R2 で，像の閉包 f(X)がX の一点コ
ンパクト化となるものを与えよ．

B 6.48 X を局所コンパクト空間とする．Y をハウスドルフ空間とし，f : X → Y を開
うめこみとする．g : X → Z を一点コンパクト化とし，c ∈ Z を無限遠点とする．写像
p : Y → Zを，g = p ◦ f と p−1(c) = Y \ f(X) をみたすただ 1つの写像とする．pは連続
であることを示せ．

C 6.49 Xをハウスドルフ空間とする．Xの部分空間Aについて，次の条件を考える．
(1) Aは局所コンパクトである．
(2) Aは，Aの閉包Aの開集合である．
1. X が局所コンパクト空間ならば，(2)⇒(1) がなりたつことを示せ．（ヒント: X のコ

ンパクト化を使う．）
2. (1)⇒(2) がなりたつことを示せ．

第7章の問題
A 7.1 Xと Y を有限集合とし，元の個数をそれぞれm,nとする．Y X も有限集合で，元
の個数は nmとなることを示せ．

A 7.2 巾集合P (N)からそれ自身への写像 f : P (N) → P (N)を，Aが有限集合なら f(A) =

Card A, Aが無限集合なら f(A) = Nで定める．
1. f(A) = f(B)は，全単射A → Bが存在することと同値であることを示せ.

2. 像 f(P (N)) ⊂ P (N)は，N ∪ {N}であり，f が定める同値関係に関する完全代表系で
あることを示せ．

A 7.3 1. N2∗ = {(m, n) ∈ N2 | m < n}，F (N) = {A ∈ P (N) | Aは有限集合 }とする．
b : F (N) → Nを 2進表示が定める全単射とする．写像 f2 : N2∗ → F (N), g2 : N2∗ → N2を
f2(m, n) = {m, n}, g2(m, n) = (m, n−m− 1)で定める．合成 h2 = b ◦ f2 ◦ g−1

2 : N2 → Nの
像をAとおき，写像CA : N → Nを，CA(0) = 0と

CA(m + 1) =

{
CA(m) + 1 m ∈ Aのとき

CA(m) m /∈ Aのとき
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で定める．合成写像CA ◦ h2 : N2 → Nを求め，全単射であることを確かめよ．
2. N(�) = {(an) ∈ N� | {n ∈ N | an �= 0}は有限集合 }とおく．写像 g : N(�) → N を次

のように定める．g(0) = 0とする．a = (an) �= 0で，mが，an ≥ 1となる最大の自然数 n

であるとき，g(a) = 2a0(1 + 2a1+1(1 + · · · (1 + 2am−1+1(1 + 2am)) · · · ) と定める．gは全単
射であることを示せ．

B 7.4 Xと Y を可算集合とする．F (X × Y )と
∐

A∈F (X) Map(A, Y )も可算集合であるこ
とを示せ．

BP 7.5 AC (Xi)i∈I を集合族とする．Iは可算であり，すべての i ∈ Iに対しXiは可算で
あるとする．このとき，

⋃
i∈I Xiは可算であることを示せ．

A 7.6 X = Y = Nとし, 単射 f : N → N, g : N → Nを f(n) = 2n, g(n) = n+1 で定める．
このとき，ベルンシュタインの定理の証明中のX ′, X ′′, X∞ を求め，全単射 h : N → N を
具体的に表わせ.

A 7.7 Card R� = Card R を示せ．

B 7.8 1. Card R� = Card 2� > Card R を示せ．
2. C(R)を連続関数R → R 全体の集合とする．Card C(R) = Card R を示せ．

B 7.9 次の無限集合がそれぞれ可算かどうか判定し，その理由を与えよ．

R/Z, Q/Z, Q� = {有理数列 (an)}, Q(�) = {(an) ∈ Q� | an �= 0となる nは有限個 }.

B 7.10 全単射R → R \ {0} を 1つ与えよ.

A 7.11 Xを無限集合とする．単射 f : Y → Xが存在するならば，単射X �Y → X, X ×
Y → Xも存在することを示せ．

BP 7.12 ツォルンの補題から，選択公理を導け．

第8章の問題
A 8.1 n > 0を自然数とし，U をRn の開集合とする．U の点 aは，U の集積点であるこ
とを示せ．

A 8.2 Y を位相空間とし，a, b ∈ Y を相異なる点とする．A = Y \{a, b}とし，OAをAの部
分空間としての位相とする．aの任意の開近傍Uと bの任意の開近傍V に対しU∩V ∩A �= ∅
であるとし，X = A � {c}の位相OX を，OX = OA ∪ {(U ∩ V ∩ A) ∪ {c} | U は aの開近
傍，V は bの開近傍 } で定める．

cはAの集積点であり，f : A → Y を包含写像とすると，x ∈ Aが cに近づくとき f(x)

は aと bの両方に収束することを示せ．

BP 8.3 チコノフの定理から，選択公理を導け．
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A 8.4 (xn)を位相空間Xの点列とする．
1. (xn)が a ∈ Xに収束するならば，(xn)の任意の部分列は aに収束することを示せ．
2. X を距離空間とし，A = {xn | n ∈ N} ⊂ X とおく．a ∈ X がAの集積点ならば，a

に収束する (xn)の部分列が存在することを示せ．

A 8.5 X = [0, 1]とし，‖ ‖1をC([0, 1])の L1ノルムとする．
1. f : [0,∞) → Rを，f(0) = 0, f(1

2
) = 1, f(x) = 0 (x ≥ 1)をみたす連続関数とする．

C([0, 1])の関数列 (fn)を，fn(x) = f(nx) で定める．関数列 (fn)は，定数関数 0に単純収
束することと，L1収束することを示せ．一様収束はしないことも示せ．

2. C([0, 1]) の一様収束位相は，L1ノルムが定める位相より，真に細かいことを示せ．
3. C([0, 1])を単純収束位相により，位相空間と考える．値写像C([0, 1])× [0, 1] → Rは，

積位相に関して連続でないことを示せ．

BP 8.6 AC Xを距離空間とし，Y を位相空間とする．写像 f : X → Y について，次の条
件は同値であることを示せ．

(1) f は連続である．
(2) Xの点列 (xn)が a ∈ Xに収束するならば，Y の点列 (f(xn))は f(a)に収束する．

A 8.7 g : R → [0, 1]を，g(x) = 0 (x ≤ 0), g(x) = 1 (x ≥ 1) をみたす連続関数とする．
C([0, 1])の関数列 (gn)を，gn(x) = g(n(x − 1

2
)) で定める．

1. (gn)は，L1ノルムに関してコーシー列だが，収束列ではないことを示せ．
2. (gn)は，最大値ノルムに関してコーシー列ではないことを示せ．

AP 8.8 (X, dX)と (Y, dY )が完備距離空間であるとする．X × Y も，d((x, y), (x′, y′)) =√
dX(x, x′)2 + dY (y, y′)2 で定まる距離 dについて，完備距離空間であることを示せ．

B 8.9 集合X = {開区間 (a, b) | a, b ∈ R, a < b} ∪ {∅} の距離 dを，

d(A, B) =
1

2
×
{

((A ∪ Bの長さ) − (A ∩ Bの長さ)) A ∩ B �= ∅のとき
((Aの長さ) + (Bの長さ)) A ∩ B = ∅のとき

で定める．f : R × (0,∞) → Xを，対 (x, s)を開区間 (x − s, x + s) にうつす写像とする．
1. R × (0,∞)をR2の部分位相空間と考える．f は開うめこみであることを示せ．
2. 距離空間 (X, d)は完備であることを示せ．

B 8.10 Xを空でない完備距離空間とする．Xに孤立点がないならば，閉うめこみ 2� → X

が存在することを示せ．

B 8.11 実数の完備性とアルキメデス性から，実数の連続性を導け．

B 8.12 C([0, 1])の一様収束位相について，次を示せ．
1. A = {f ∈ C([0, 1]) | f([0, 1]) ⊂ [0, 1]} はコンパクトでないことを示せ.

2. B = {f ∈ A | x, y ∈ [0, 1]に対し |f(x) − f(y)| ≤ |x − y|} はコンパクトであることを
示せ.
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B 8.13 V とW をノルム空間とし，‖ ‖V と ‖ ‖W でそれぞれ V とW のノルムを表す．
F : V → W を連続線形写像とし，0 < r < 1を実数とする．

1. 任意の g ∈ W に対し，‖f‖V ≤ ‖g‖W かつ ‖g − F (f)‖W ≤ r‖g‖W をみたす f ∈ V が
存在するとする．V が完備ならば，F は全射であることを示せ．

2. 1.で，さらに，f ∈ V が ‖f‖V ≤ (1 − r)‖g‖W をみたすようにとれるとする．このと
き，任意の g ∈ W に対し，‖f‖V ≤ ‖g‖W かつ F (f) = gをみたす f ∈ V が存在すること
を示せ．

C 8.14 位相空間Xについて，次の条件を考える．
(1) Xはコンパクトである．
(2) Xは点列コンパクトである．
(3) Xの離散閉部分集合は有限集合である．
(4) Xが空であるかまたは，任意の連続関数 f : X → R に最大値がある．
1. (1)⇒(3)と (2)⇒(3)AC を示せ．
2.AC Xがハウスドルフならば (3)⇒(4) であることを示せ．
3.AC Xが正規空間ならば，(4)⇒(3) であることを示せ（ヒント：ティーツェの拡張定理

（問題 8.24）を使う）．
4.AC Xが距離空間ならば，条件 (1)−(4)はすべて同値であることを示せ．
5.AC X を積空間 [0, 1]�とし，A = {f ∈ X | f−1((0, 1])は可算集合 }とおく．Aは点列

コンパクトだが，コンパクトでないことを示せ．
6.AC U を，X = [0, 1]�から定数関数 1をのぞいて得られる開集合 U = X \ {1}とする．

U は局所コンパクトであり，(4)をみたすが，(3)をみたさず，したがって点列コンパクト
ではないことを示せ．

7.AC 積空間 [0, 1](2
�) はコンパクトだが点列コンパクトではないことを示せ．

A 8.15 Xを位相空間とし，OをXの位相とする．
1. Xが第 2可算ならば，Card O ≤ ℵ であることを示せ．
2. Xがハウスドルフならば，Card X ≤ Card O であることを示せ．

A 8.16 AC Xを可分な距離空間とする．
1. Xの部分空間は可分であることを示せ．
2. Xの離散部分集合は可算であることを示せ．

B 8.17 U をRの開集合とする．U は，可算個の開区間の無縁和であることを示せ．

B 8.18 C([0, 1])の部分集合Aを，次で定める．

A =

{
f ∈ C([0, 1])

∣∣∣∣ fのグラフは有限個の線分の合併で，各線
分の端点の x座標，y座標はともに有理数

}
1. 集合Aは可算集合であることを示せ.

2. 一様収束位相に関して, AはC([0, 1])で稠密であることを示せ.
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B 8.19 1. l∞の部分空間 C = {(an) ∈ l∞ | (an)は収束する }は，閉部分空間であり，可
分であることを示せ．

2. {0, 1}� ⊂ l∞は離散部分空間であることを示せ．
3. l∞は可分でないことを示せ．
4. 包含写像 l∞ → R� はうめこみではないことを示せ．

B 8.20 Xを局所コンパクト空間とする．
1. U をX の開集合系の基底とする．U ′ = {U ∈ U | U は相対コンパクト } とおくと，

U ′ ⊂ U もXの開集合系の基底であることを示せ．
2. Y をX の一点コンパクト化とし，b ∈ Y を無限遠点とする．次の条件は同値である

ことを示せ．
(1) Xは σコンパクトである．
(2) bの開近傍の基本系で，可算集合であるものが存在する．
3. 次の条件は同値であることを示せ．
(1) Xは第 2可算である．
(2) Xは可分かつ距離づけ可能である．
(3) Xは σコンパクトかつ距離づけ可能である．
(4) Xは σコンパクトであり，Xの任意の点 xに対し，xの開近傍で第 2可算であるも

のが存在する．
(5) Xの一点コンパクト化は，第 2可算である．

BP 8.21 Iを可算集合とし，(Xi)i∈I を位相空間の族とする．任意の i ∈ Iに対し，Xiが
距離づけ可能ならば，積空間

∏
i∈I Xiも距離づけ可能であることを示せ．

C 8.22 1. X をコンパクト空間，Y をハウスドルフ空間とし，f : X → Y を連続全射と
する．Xが第 2可算なら，Y も第 2可算であることを示せ．

2. ハウスドルフ空間Xに対し，次の条件は同値であることを示せ．
(1) Xはコンパクトかつ距離づけ可能である．
(2) 連続全射 2� → Xが存在する．

C 8.23 X = {(x, y, z) ∈ R2 × 2 | (x, z) �= (0, 1)} とおき，写像の族 (jb : R2 → X)b∈�を，

jb(x, y) =

{
(x, xy + b, 1) x �= 0のとき，

(y, b, 0) x = 0のとき

で定める．Xを，(jb : R2 → X)b∈�による像位相により，位相空間と考える．f : X → R2

を f(x, y, z) = (xz, y)で定める．
1. f : X → R2は連続であることを示せ．
2. b ∈ Rならば，jb : R2 → Xは開うめこみであることを示せ．b ∈ Rに対しUb = jb(R2)

とおくと，(Ub)b∈�はXの開被覆であることも示せ．
3. A = {(x, y, 1) | x, y ∈ Q, x �= 0} ⊂ Xは，稠密であることを示せ．
4. 部分空間B = {(0, b, 0) | b ∈ R} ⊂ Xは，離散であることを示せ．
5. Xはハウスドルフであることを示せ．
6. Xは第 1可算であることを示せ．
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7. Xは第 2可算でないことを示せ．
8. Xは局所コンパクトであることを示せ．
9. Xは σコンパクトでないことを示せ．
10. Xは距離づけ可能でないことを示せ．

C 8.24 AC (ティーツェの拡張定理）Xを正規空間とし，Aを閉部分集合とする．
1. 制限写像 B(X) → B(A)は全射であり，任意の g ∈ B(A)に対し，f |A = g かつ

‖f‖∞ = ‖g‖∞をみたす f ∈ B(X)が存在することを示せ．（ヒント：ウリゾンの補題と問
題 8.13をつかう．）

2. 制限写像C(X) → C(A)は全射であることを示せ．

C 8.25 AC Xを正規空間とする．次の条件は同値であることを示せ．
(1) Xはコンパクトかつ距離づけ可能である．
(2) B(X)は一様収束位相に関して，可分である．
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