
2017年度代数学 III 期末試験問題
1月 22日（月）13:00-16:00 (180分) 　斎藤 毅

・問題用紙　 1枚，解答用紙　 3枚，計算用紙 1枚．
・筆記用具，計時機能のみの時計　以外もちこめません．
・なるべく，答案用紙の第 nページに問題 nを解答してください．

問題 1 Qを有理数体とし，実数体Rの部分体K ⊂ LをK = Q(
√
3,
√
5) ⊂

L = Q(
√√

3 +
√
5) ⊂ R で定める．M を LのQ上のガロワ閉包とする．

1. KはQのガロワ拡大であることを示せ．
2. 拡大次数 [K : Q]を求めよ．
3. Kの部分体をすべて求め，K = Q(

√
3 +

√
5) を示せ。

4.
√
3 +

√
5 ∈ KのQ上のトレース，ノルムと最小多項式を求めよ．

5. 拡大次数 [L : Q] を求めよ．
6.

√√
3 +

√
5 のQ上の最小多項式を求めよ．

7. 拡大次数 [M : Q] を求めよ．

問題 2 L = C(T )を複素数体上の 1変数有理関数体とし，V, S ∈ Lを

V = T 2, S = V 2 − 4V + 2 = T 4 − 4T 2 + 2

で定める．Lの部分体K ⊂ L1 をK = C(S), L1 = C(V )で定める．
P ∈ K[X]を T のK 上の最小多項式とし，Q ∈ L[X]を P をわりきる既

約多項式で，1次式ではないものとする．M を LのK上のGalois 閉包とし，
G = Gal(M/K)をGalois群とする．Y ∈ M をQ(Y ) = 0をみたす元とする．
W =

1

2
(T − iY )とおき，R ∈ K[X]をW のK上の最小多項式とする．

1. 拡大次数 [L : K]を求めよ．
2. 最小多項式 P ∈ K[X]を求めよ．P を L[X]で既約多項式の積に分解せよ．
3. 拡大次数 [M : L]を求めよ．
4.

1

W
を T と Y の式として表し，M = C(W )であることを示せ．

5. 最小多項式R ∈ K[X]を求めよ．RをM [X]で 1次式の積に分解せよ．
6. 中間体K ⊂ L2 ⊂ M でM が L2の巡回 4次拡大となるものは，ただ 1つで
あることを示し，L2 = C(U)をみたす多項式 U ∈ C[W ]を 1つ求めよ．
7. Galois群G = Gal(M/K)はGal(M/L)とGal(M/L2)の半直積であること
を示し，K,L,L1, L2,M 以外の中間体をすべて求めよ．

問題 3 pを素数とし，Fpで有限体Z/pZを表わす．X5−1のFp上の最小分解
体をKで表わす． （注意：小問 2, 3の答は pによって変わります．）
1. X5 − 1 ∈ Fp[X]が分離多項式であるための，pについての条件を求めよ．
2. 拡大次数 [K : Fp] を求めよ．
3. X5−1 ∈ Fp[X]を既約多項式の積に分解し，それぞれの既約多項式をK[X]
で 1次式の積に分解せよ．



1 1. KはQ上の分離多項式 (X2 − 3)(X2 − 5)の最小分解体だから，ガロ
ワ拡大．

2. G ⊂ Gal(Q(
√
3)/Q) × Gal(Q(

√
5)/Q) = F2

2だから，Gは F2線形空
間．σ, τ ∈ G, ā, b̄ ∈ A に対し，στ(

√
a) = σ(τ(

√
a)/

√
a ·

√
a) = σ(

√
a)/

√
a ·

τ(
√
a)/

√
a ·

√
a, σ(

√
ab)/

√
ab = σ(

√
a)
√
a · σ(

√
b)
√
b だから，( , )は双線形．

σ(
√
3) =

√
3, σ(

√
5) =

√
5なら，σ = 1. 任意の σ ∈ Gに対し σ(

√
a) =

√
a な

ら
√
a ∈ Q で，a ∈ Q×2. よって，( , )は非退化．
したがって，[K : Q] = ♯G = 4.
3. K,Q,Q(

√
3),Q(

√
5),Q(

√
15)√

3 +
√
5は Q(

√
3),Q(

√
5),Q(

√
15) のどれにも含まれないから Q(

√
3 +√

5) = K.
4. トレース：(

√
3 +

√
5) + (−

√
3 +

√
5) + (

√
3−

√
5) + (−

√
3−

√
5) = 0.

ノルム : (
√
3 +

√
5)(−

√
3 +

√
5)(

√
3−

√
5)(−

√
3−

√
5) = 4.

最小多項式 : (X−
√
3−

√
5)+(X−

√
3+

√
5)+(X+

√
3−

√
5)+(X+

√
3+

√
5)

= ((X −
√
3)2 − 5)((X +

√
3)2 − 5) = (X2 − 2)2 − 12X2 = X4 − 16X2 + 4.

別解 (
√
3 +

√
5)2 = 8 + 2

√
15 だから，(X2 − 8)− 60 = X4 − 16X2 + 4.

5. a, b, c, d ∈ Qとすると (a+b
√
3+c

√
5+d

√
15)2 = a2+3b2+5c2+15d2+· · ·

は
√
3 +

√
5と等しくならないから，[L : K] = 2.よって [L : Q] = 8.

6. X8 − 16X4 + 4.
(X−

√√
3 +

√
5)(X+

√√
3 +

√
5)(X2+(

√
3+

√
5))(X2−(

√
3−

√
5))(X2+

(
√
3−

√
5))

7. (
√
5−

√
3)(

√
5+

√
3) = 2だから，M = L(

√
2,
√
−1) = Q(

√
−1,

√
2,
√
3,
√
5)

(
√√

3 +
√
5). 2と同様に [Q(

√
−1,

√
2,
√
3,
√
5) : Q] = 16.

Q(
√√

3 +
√
5)はQのガロワ拡大でないから，Qの 2次拡大の合成体の部

分体にはならない．よって [M : Q] = 32.
2 1. σ ∈ AutL1L を σ(T ) = −T で定め，τ ∈ AutKL1 を τ(V ) = 4 − V で

定める．2 = ♯⟨σ⟩ ≦ [L : L1] ≦ 2, 2 = ♯⟨τ⟩ ≦ [L1 : K] ≦ 2 だから，LはL1の，
L1はKのGalois拡大であり，[L : K] = [L : L1] · [L1 : K] = 2 · 2 = 4.

2. T 4 − 4T + 2 = S だから，P はX4 − 4X2 + 2 − S をわりきる．P は
4次式だから P = X4 − 4X2 + 2 − S. P (T ) = 0だから，P = P − P (T ) =
X4−4X2−(T 4−4T 2) = (X2−T 2)(X2+T 2−4) = (X−T )(X+T )(X2+T 2−4).
2次式Q = X2 + T 2 − 4 = 0は L = C(T ) 内に解をもたないから，既約．

3. M は P の最小分解体だから，M = L[X]/Qで，[M : L] = degQ = 2.

4. Y 2 + T 2 − 4 = 0だから，1

2
(T − iY ) · 1

2
(T + iY ) = 1. W =

1

2
(T − iY )

より 1

W
=

1

2
(T + iY )であり，T = W +

1

W
, Y = i(W − 1

W
)である．

M = C(T, Y ) = C(W ). [M : C] = ∞だから，W は C上超越的で，
M = C(W ) は 1変数有理関数体．

5. T 4 − 4T 2 + 2に T = W +
1

W
を代入すれば，W 4 + 4W 2 + 6 + 4W−2 +

W−4 − 4(W 2 + 2+W−2) + 2 = W 4 +W−4だから，W 4 +W−4 = S．よって，
RはX8 − SX4 + 1をわりきる．Rは 8次式だから，R = X8 − SX4 + 1.

R = (X4 −W 4)(X4 −W−4) = (X −W )(X +W )(X − iW )(X + iW )(X −
1

W
)(X +

1

W
)(X − i

W
)(X +

i

W
).

6. S = W 4 +
1

W 4
だからL2 = C(W 4)は中間体．σ, τ ∈ Gを σ(W ) = iW ,



τ(W ) = 1/W で定めると，G = ⟨σ, τ⟩. Gの位数 4の元は σ±1だけだから，位
数 4の巡回部分群は ⟨σ⟩だけ．対応する中間体は L2 = C(W 4).

7. τστ−1(W ) = −iW だから τστ−1 = σ−1. よって，G = ⟨τ⟩⋉ ⟨σ⟩.
K, L = C(T ) = C(W+

1

W
), L1 = C(V ) = C(W 2+

1

W 2
), L2 = C(W 4), M =

C(W )に対応するGの部分群はそれぞれG, ⟨τ⟩, ⟨σ2, τ⟩, ⟨σ⟩, 1. これ以外の部分
群は ⟨τσ⟩, ⟨τσ2⟩, ⟨τσ3⟩, ⟨σ2⟩, ⟨τσ, σ2⟩. 対応する中間体は，C(W+i/W ),C(W−
1/W ),C(W − i/W ),C(W 2),C(W 2 − 1/W 2).

3 1. (X5−1)′ = 5X4は p ̸= 5ならX5−1とたがいに素，p = 5ならX5−1
でわりきれるから，求める条件は p ̸= 5.

2. p = 5ならK = Fpで [K : Fp] = 1.
p ̸= 5とする．Gal(K/Fp) = ⟨F ⟩ = ⟨p⟩ ⊂ (Z/5Z)× だから，p ≡ 1 mod 5

のとき [K : Fp] = 1, p ≡ 4 mod 5のとき [K : Fp] = 2, p ≡ 2, 3 mod 5のとき
[K : Fp] = 4.

3. p = 5のとき，X5 − 1 = (X − 1)5. p ≡ 1 mod 5のとき X5 − 1 =
(X − 1)(X − ζ5)(X − ζ25 )(X − ζ35 )(X − ζ45 ), p ≡ 4 mod 5のとき X5 − 1 =
(X − 1)P1P2, P1 = (X − ζ5)(X − ζ45 ), P2 = (X − ζ25 )(X − ζ35 ), p ≡ 2, 3 mod 5
のときX5 − 1 = (X − 1)(X4 +X3 +X2 +X1 +1), X4 +X3 +X2 +X1 +1 =
(X − ζ5)(X − ζ25 )(X − ζ35 )(X − ζ45 ).


