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本日の内容
1. Matching field ideal
2. 2-block diagonal matching field（先行結果）
3. 𝑠-block diagonal matching field（主結果と証明の概略）

1. Matching field ideal
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定義.  𝑟, 𝑛 ∈ ℤ,     2 ≤ 𝑟 < 𝑛,     𝑛 ≔ 1,2, … , 𝑛

𝐾:体
Gr 𝑟, 𝑛 :𝐾௡ の 𝑟次元部分空間全体 Grassmannian

𝐈௥,௡ ≔ 𝐼 ⊂ 𝑛 ∶ 𝐼 = 𝑟

𝑆 =  𝐾 𝑃ூ:  𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ :𝐾 上の ௡
௥

変数多項式環
𝑋 = 𝑥௜௝ ଵஸ௜ஸ ௥,ଵஸ௝ஸ ௡

:𝑟 × 𝑛 変数行列

𝑅 = 𝐾 𝑥௜௝: 1 ≤ 𝑖 ≤  𝑟, 1 ≤ 𝑗 ≤  𝑛 :𝐾 上の 𝑟𝑛 変数多項式環

𝜓: 𝑆 → 𝑅, 𝑃ூ ↦ det 𝑋ூ 環準同型（𝑋ூ は 𝐼 に対応する 𝑋 の 𝑟 × 𝑟 部分行列）

𝐼௥,௡ ≔ Ker 𝜓 :Plücker ideal

𝐴௥,௡ ≔ Im 𝜓 :Plücker algebra

定義.  𝑟, 𝑛 ∈ ℤ,     2 ≤ 𝑟 < 𝑛,     𝑛 ≔ 1,2, … , 𝑛

𝐾:体
Gr 𝑟, 𝑛 :𝐾௡ の 𝑟次元部分空間全体 Grassmannian

𝐈௥,௡ ≔ 𝐼 ⊂ 𝑛 ∶ 𝐼 = 𝑟

𝑆 =  𝐾 𝑃ூ:  𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ :𝐾 上の ௡
௥

変数多項式環
𝑋 = 𝑥௜௝ ଵஸ௜ஸ ௥,ଵஸ௝ஸ ௡

:𝑟 × 𝑛 変数行列

𝑅 = 𝐾 𝑥௜௝: 1 ≤ 𝑖 ≤  𝑟, 1 ≤ 𝑗 ≤  𝑛 :𝐾 上の 𝑟𝑛 変数多項式環

𝜓: 𝑆 → 𝑅, 𝑃ூ ↦ det 𝑋ூ 環準同型（𝑋ூ は 𝐼 に対応する 𝑋 の 𝑟 × 𝑟 部分行列）

𝐼௥,௡ ≔ Ker 𝜓 :Plücker ideal

𝐴௥,௡ ≔ Im 𝜓 :Plücker algebra

1. Matching field ideal
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例. 𝑟 = 2, 𝑛 = 5

𝑋 =
𝑥ଵଵ 𝑥ଵଶ 𝑥ଵଷ

𝑥ଶଵ 𝑥ଶଶ 𝑥ଶଷ
     

𝑥ଵସ 𝑥ଵହ

𝑥ଶସ 𝑥ଶହ

このとき，𝐼ଶ,ହ は以下のような多項式で生成される:

𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ସ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ଷ,ସ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ହ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ଷ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ହ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ସ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଷ,ହ + 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ସ,ହ

𝑃 ଶ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଶ,ସ 𝑃 ଷ,ହ + 𝑃 ଶ,ଷ 𝑃 ସ,ହ

Plücker relation

1. Matching field ideal
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定義. 𝔖௥:𝑟 次対称群

写像 Λ: 𝐈௥,௡ ⟶ 𝔖௥ を 𝑟 × 𝑛 matching field という。

各元 𝐼 = {𝑖ଵ, … , 𝑖௥} ∈ 𝐈௥,௡ （1 ≤  𝑖ଵ  < ⋯  <  𝑖௥ ≤  𝑛）に対して，
𝑅 の単項式

𝒙ஃ ூ ≔ 𝑥ఙ ଵ ௜భ
⋯ 𝑥ఙ ௥ ௜ೝ

（ただし，𝜎 = Λ 𝐼 ∈ 𝔖௥）
を対応させ，環準同型

𝜓ஃ ∶  𝑆 →  𝑅, 𝜓ஃ 𝑃ூ  = sgn Λ 𝐼  𝒙ஃ ூ  

を定義する。
このとき，𝐽ஃ ≔ Ker 𝜓ஃ を matching field ideal という。

定義. 𝔖௥:𝑟 次対称群

写像 Λ: 𝐈௥,௡ ⟶ 𝔖௥ を 𝑟 × 𝑛 matching field という。

各元 𝐼 = {𝑖ଵ, … , 𝑖௥} ∈ 𝐈௥,௡ （1 ≤  𝑖ଵ  < ⋯  <  𝑖௥ ≤  𝑛）に対して，
𝑅 の単項式

𝒙ஃ ூ ≔ 𝑥ఙ ଵ ௜భ
⋯ 𝑥ఙ ௥ ௜ೝ

（ただし，𝜎 = Λ 𝐼 ∈ 𝔖௥）
を対応させ，環準同型

𝜓ஃ ∶  𝑆 →  𝑅, 𝜓ஃ 𝑃ூ  = sgn Λ 𝐼  𝒙ஃ ூ  

を定義する。
このとき，𝐽ஃ ≔ Ker 𝜓ஃ を matching field ideal という。

1. Matching field ideal
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定義. 𝑟 × 𝑛 matching field Λ が coherent

ୢୣ୤
  𝑟 × 𝑛 実行列 𝑀 が存在して，以下をみたす:

∀𝐼 ∈ 𝐈௥,௡,  inெ det 𝑋ூ = 𝜓ஃ 𝑃ூ

●このとき，𝐽ஃ を 𝐽ெ で表す。

定義. 𝑟 × 𝑛 matching field Λ が coherent

ୢୣ୤
  𝑟 × 𝑛 実行列 𝑀 が存在して，以下をみたす:

∀𝐼 ∈ 𝐈௥,௡,  inெ det 𝑋ூ = 𝜓ஃ 𝑃ூ

●このとき，𝐽ஃ を 𝐽ெ で表す。

イニシャルフォーム
（最小の重み）

例（diagonal matching field Λ 𝐼 = id   ∀𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ ）

𝑀 =
    

0 ⋯         0      
𝑛 − 1 ⋯         2      

2 𝑛 − 1 ⋯         4      
          

0   0
1   0
2   0

   ⋮ ⋯ ⋮
𝑟 − 1 𝑛 − 1 ⋯ 2 𝑟 − 1

    
⋮ ⋮

𝑟 − 1 0

とすると，

各 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ に対して， inெ det 𝑋ூ は主対角になる。
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例. 𝑟 = 2, 𝑛 = 5 (diagonal matching)

Λ 𝐼 = id   ∀𝐼 ∈ 𝐈ଶ,ହ 𝑀 =
0 0 0
4 3 2

     
0 0
1 0

𝑋 ଵ,ଶ = 𝑥ଵଵ𝑥ଶଶ − 𝑥ଵଶ𝑥ଶଵ,   𝑋 ଵ,ଷ = 𝑥ଵଵ𝑥ଶଷ − 𝑥ଵଷ𝑥ଶଵ,   …
このとき，𝐽ஃ は以下のような多項式で生成される:

𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ସ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଷ,ହ

𝑃 ଶ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଶ,ସ 𝑃 ଷ,ହ

1. Matching field ideal
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定義. イデアル 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑦ଵ, … , 𝑦௠] と重み 𝑤 ∈ ℝ௠ に対して，
𝑤 に関するイニシャル退化がトーリック

ୢୣ
in௪ 𝐼 が2項式で生成される素イデアル

定義. イデアル 𝐼 ⊂ 𝐾[𝑦ଵ, … , 𝑦௠] と重み 𝑤 ∈ ℝ௠ に対して，
𝑤 に関するイニシャル退化がトーリック

ୢୣ୤
in௪ 𝐼 が2項式で生成される素イデアル

𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ସ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ଷ,ସ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ଷ − 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ଶ,ହ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ଷ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଶ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଶ,ହ + 𝑃 ଵ,ଶ 𝑃 ସ,ହ

𝑃 ଵ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଵ,ସ 𝑃 ଷ,ହ + 𝑃 ଵ,ଷ 𝑃 ସ,ହ

𝑃 ଶ,ହ 𝑃 ଷ,ସ − 𝑃 ଶ,ସ 𝑃 ଷ,ହ + 𝑃 ଶ,ଷ 𝑃 ସ,ହ

𝐼ଶ,ହ

𝐽ஃ (Λ は diagonal m.f.)

イニシャルフォームイデアル

2. 2-block diagonal（先行結果）
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定義. 𝒂 = 𝑎ଵ, … , 𝑎௦ ∈ ℤவ଴
௦ が ∑ 𝑎௜

௦
௜ୀଵ = 𝑛 をみたすとする。

𝑘 = 1,2, … , 𝑠 について，
𝐼௞ = 𝛼௞ିଵ + 1, 𝛼௞ିଵ + 2, … , 𝛼௞ = 𝛼௞ ∖ 𝛼௞ିଵ

（ただし，𝛼଴ = 0, 𝛼௞ = ∑ 𝑎௜
௞
௜ୀଵ ）とおく。

このとき，𝒂 に付随する 𝑠-block diagonal matching field Λ𝒂 を

Λ𝒂 𝐼 = ቐ
1 2

 
𝐼 ∩ 𝐼௤ = 1, 𝑞 = min 𝑡: 𝐼௧ ∩ 𝐼 ≠ ∅

 
id その他

で定義する。

定義. 𝒂 = 𝑎ଵ, … , 𝑎௦ ∈ ℤவ଴
௦ が ∑ 𝑎௜

௦
௜ୀଵ = 𝑛 をみたすとする。

𝑘 = 1,2, … , 𝑠 について，
𝐼௞ = 𝛼௞ିଵ + 1, 𝛼௞ିଵ + 2, … , 𝛼௞ = 𝛼௞ ∖ 𝛼௞ିଵ

（ただし，𝛼଴ = 0, 𝛼௞ = ∑ 𝑎௜
௞
௜ୀଵ ）とおく。

このとき，𝒂 に付随する 𝑠-block diagonal matching field Λ𝒂 を

Λ𝒂 𝐼 = ቐ
1 2

 
𝐼 ∩ 𝐼௤ = 1, 𝑞 = min 𝑡: 𝐼௧ ∩ 𝐼 ≠ ∅

 
id その他

で定義する。

2. 2-block diagonal（先行結果）
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注意. 𝑠-block diagonal matching field Λ𝒂 は coherent.
対応する重み行列は

𝑀 =

 

 

0 0
  𝛼ଵ 𝛼ଵ − 1

𝑛𝛽     𝑛 − 1 𝛽      
    

⋯ 0
⋯ 1
⋯

   
0 ⋯ 0

𝛼ଶ ⋯ 𝛼ଵ + 1    

⋯
⋯    

0 ⋯
𝛼௦ ⋯

⋯

    

0 0
𝛼௦ + 2 𝛼௦ + 1 

2𝛽 𝛽

  
⋮ ⋮

𝑛𝛽௥ିଶ 𝑛 − 1 𝛽௥ିଶ    ⋯
⋯

                         ⋯
⋯

    
⋮ ⋮

2𝛽௥ିଶ 𝛽௥ିଶ 

ただし， 𝛽 ≫ 0.

例 𝑟 = 3, 𝑛 = 9, 𝒂 = 2,2,2,3

𝑀 =
0 0 0
2 1 4

900 800 700
    

0 0 0
3 6 5

600 500 400
   

0 0 0
9 8 7

300 200 100

2. 2-block diagonal（先行結果）
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定理（Mohammadi-Shaw 2019）3 × 𝑛 の任意の 2-block diagonal 
matching field Λ に対して，𝐽ஃ は２次生成である。
定理（Mohammadi-Shaw 2019）3 × 𝑛 の任意の 2-block diagonal 
matching field Λ に対して，𝐽ஃ は２次生成である。

定理（Clarke-Mohammadi 2020）𝑟 × 𝑛 の任意の 2-block diagonal 
matching field Λ に対して，𝐽ஃ は２次生成であり，
Λ はトーリック退化を与える。

定理（Clarke-Mohammadi 2020）𝑟 × 𝑛 の任意の 2-block diagonal 
matching field Λ に対して，𝐽ஃ は２次生成であり，
Λ はトーリック退化を与える。

定理（Mohammadi-Shaw 2019）𝑟 × 𝑛 matching field Λ に対して
Λ がトーリック退化を与える ⟹ Λ は ”non-hexagonal”

さらに，𝑟 = 3 かつ 𝐽ஃ が２次生成ならば，
Λ がトーリック退化を与える ⟺ Λ は ”non-hexagonal”

定理（Mohammadi-Shaw 2019）𝑟 × 𝑛 matching field Λ に対して
Λ がトーリック退化を与える ⟹ Λ は ”non-hexagonal”

さらに，𝑟 = 3 かつ 𝐽ஃ が２次生成ならば，
Λ がトーリック退化を与える ⟺ Λ は ”non-hexagonal”

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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定理（Higashitani-O. 2020） 𝒂 = 𝑎ଵ, … , 𝑎௦ ∈ ℤவ଴
௦ (𝑠 ≥ 2) が

෍ 𝑎௜

௦

௜ୀଵ

= 𝑛,  𝑎௜ ∈ 1,2   1 < 𝑖 < 𝑠

をみたすとすると，𝑠-block diagonal matching field Λ𝐚 に対して

𝐽ஃ𝒂
は２次のグレブナー基底を持ち，Λ𝐚 はトーリック退化を与える。

定理（Higashitani-O. 2020） 𝒂 = 𝑎ଵ, … , 𝑎௦ ∈ ℤவ଴
௦ (𝑠 ≥ 2) が

෍ 𝑎௜

௦

௜ୀଵ

= 𝑛,  𝑎௜ ∈ 1,2   1 < 𝑖 < 𝑠

をみたすとすると，𝑠-block diagonal matching field Λ𝐚 に対して

𝐽ஃ𝒂
は２次のグレブナー基底を持ち，Λ𝐚 はトーリック退化を与える。

注意 𝑠 = 2 の場合は，★は常に成立する。
• この定理は Clarke-Mohammadi の結果を完全に含んでいる。
• ２次生成よりも強い主張で，証明も先行研究より簡潔である。

・・・★
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３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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前半部分（２次グレブナー基底の存在）の証明の流れ

1. ある逆辞書式順序 < を準備する。
2. ２部グラフの edge ring の結果を使って，

𝑠 = 2 の場合に，< に関して２次GBを持つことを証明する。
3. 一般の 𝑠 の場合に，グレブナー基底をなす２項式を列挙し，

上の 2 の結果も用いて，グレブナー基底であることを証明する。

𝐼 = 𝑖ଵ, … , 𝑖௥ , 𝑖ଵ < ⋯ < 𝑖௥,    𝜎 = Λ 𝐼 のとき，
変数 𝑃ூ を

Λ 𝐼 = id のとき

𝑖ଵ

𝑖ଶ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

, Λ 𝐼 = 1 2 のとき

𝑖ଶ

𝑖ଵ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

と同一視する。

𝐼 = 𝑖ଵ, … , 𝑖௥ , 𝑖ଵ < ⋯ < 𝑖௥,    𝜎 = Λ 𝐼 のとき，
変数 𝑃ூ を

Λ 𝐼 = id のとき

𝑖ଵ

𝑖ଶ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

, Λ 𝐼 = 1 2 のとき

𝑖ଶ

𝑖ଵ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

と同一視する。

𝑖ଵ

𝑖ଶ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

𝑗ଶ

𝑗ଵ

𝑗ଷ

⋮
𝑗௥

−

𝑖ଵ

𝑗ଵ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

𝑗ଶ

𝑖ଶ

𝑗ଷ

⋮
𝑗௥

𝑖ଵ

𝑖ଶ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

𝑗ଶ

𝑗ଵ

𝑗ଷ

⋮
𝑗௥

−

𝑖ଵ

𝑗ଵ

𝑖ଷ

⋮
𝑖௥

𝑗ଶ

𝑖ଶ

𝑗ଷ

⋮
𝑗௥

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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定義 𝐺:有限単純２部グラフ
• つまり，𝐺 の頂点集合が 𝑉 𝐺 = 𝑈 ⊔ 𝑉 と分割され，𝐺 の辺集

合が 𝐸 𝐺 ⊂ 𝑈 × 𝑉 をみたすとする。
• 𝑈 = 𝑢ଵ, … , 𝑢௠ , 𝑉 = 𝑣ଵ, … , 𝑣௡ のとき，環準同型

𝜋ீ : 𝐾 𝑥௜௝: 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 𝐺 ⟶ 𝐾 𝑠ଵ, … , 𝑠௠, 𝑡ଵ, … , 𝑡௡ , 𝑥௜௝ ↦ 𝑠௜ 𝑡௝

について，𝐼 ≔ Ker 𝜋ீ を 𝐺 のトーリックイデアル，
𝐾 𝐺 ≔ Im 𝜋ீ を 𝐺 の edge ring という。

定義 𝐺:有限単純２部グラフ
• つまり，𝐺 の頂点集合が 𝑉 𝐺 = 𝑈 ⊔ 𝑉 と分割され，𝐺 の辺集

合が 𝐸 𝐺 ⊂ 𝑈 × 𝑉 をみたすとする。
• 𝑈 = 𝑢ଵ, … , 𝑢௠ , 𝑉 = 𝑣ଵ, … , 𝑣௡ のとき，環準同型

𝜋ீ : 𝐾 𝑥௜௝: 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐸 𝐺 ⟶ 𝐾 𝑠ଵ, … , 𝑠௠, 𝑡ଵ, … , 𝑡௡ , 𝑥௜௝ ↦ 𝑠௜ 𝑡௝

について，𝐼 ≔ Ker 𝜋ீ を 𝐺 のトーリックイデアル，
𝐾 𝐺 ≔ Im 𝜋ீ を 𝐺 の edge ring という。

⋯

𝑢ଵ 𝑢ଶ 𝑢௠

⋯
𝑣ଶ 𝑣ଷ 𝑣௡𝑣ଵ

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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命題（Villarreal 1995） 𝐺:２部グラフ
𝐼 の任意の被約グレブナー基底は以下のような２項式からなる:

𝑥௜భ௝భ
𝑥௜మ௝మ

⋯ 𝑥௜೜௝೜
− 𝑥௜భ௝೜

𝑥௜మ௝భ
⋯ 𝑥௜೜௝೜షభ

ただし， 𝑢௜భ
, 𝑣௝భ

, 𝑢௜మ
, 𝑣௝మ

, … , 𝑢௜೜
, 𝑣௝೜

は 𝐺 のサイクル。

命題（Villarreal 1995） 𝐺:２部グラフ
𝐼 の任意の被約グレブナー基底は以下のような２項式からなる:

𝑥௜భ௝భ
𝑥௜మ௝మ

⋯ 𝑥௜೜௝೜
− 𝑥௜భ௝೜

𝑥௜మ௝భ
⋯ 𝑥௜೜௝೜షభ

ただし， 𝑢௜భ
, 𝑣௝భ

, 𝑢௜మ
, 𝑣௝మ

, … , 𝑢௜೜
, 𝑣௝೜

は 𝐺 のサイクル。

命題（O.-Hibi 1999） ２部グラフ 𝐺 に対して，以下は同値
① 𝐼 は２次生成，
② 𝐼 は２次グレブナー基底を持つ，
③ 𝐺 の⾧さが６以上のサイクルは弦を持つ。

命題（O.-Hibi 1999） ２部グラフ 𝐺 に対して，以下は同値
① 𝐼 は２次生成，
② 𝐼 は２次グレブナー基底を持つ，
③ 𝐺 の⾧さが６以上のサイクルは弦を持つ。

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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Λெ:以下の重み行列に付随する 2 × 𝑛 coherent matching

𝑀 =
0 0

𝑤ଵ 𝑤ଶ
    

⋯
⋯     

0 0
𝑤௡ିଵ 𝑤௡

𝐺ெ:以下の頂点集合と辺集合を持つグラフ
𝑉 𝐺ெ = 𝑢ଵ, … , 𝑢௡ ⊔ 𝑣ଵ, … , 𝑣௡

𝐸 𝐺ெ = 𝑢௜, 𝑣௝ : 𝑤௜ > 𝑤௝

このとき，𝐽ஃಾ
= 𝐼ீಾ

が成り立つ。

𝑤௜ ≠ 𝑤௝ for 𝑖 ≠ 𝑗

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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また，
𝑀ୢ୧ୟ୥ =

0 0
𝑛 𝑛 − 1

    
⋯
⋯     

0 0
2 1

とおけば，𝑀ୢ୧ୟ୥ は diagonal matching の重み行列であり，

• 𝐽ெౚ౟౗ౝ
はある逆辞書式順序に関して２次グレブナー基底を持つ。

• 𝐺ெ と 𝐺ୢ୧ୟ୥ はグラフとして同型なので，𝐽ெ = 𝐽ெౚ౟౗ౝ

命題．2 × 𝑛 の任意の coherent matching field Λ に対して，
𝐽ஃ はある逆辞書式順序に関して２次グレブナー基底を持つ。
命題．2 × 𝑛 の任意の coherent matching field Λ に対して，
𝐽ஃ はある逆辞書式順序に関して２次グレブナー基底を持つ。

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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命題（HO） 2 × 𝑛 の 𝑠-matching field  Λ𝒂 が★をみたすとき，

𝑖
𝑗

>
𝑘
ℓ

⟺ 『𝑖 < 𝑘』or『𝑖 = 𝑘 and j < ℓ』

で定義される逆辞書式順序に関して

𝑖
ℓ

𝑘
𝑗

−
𝑖
𝑗

𝑘
ℓ

∈ 𝑆 ∶  𝑖 < 𝑘 and 𝑗 < ℓ

は 𝐽ஃ𝒂
のグレブナー基底である。

命題（HO） 2 × 𝑛 の 𝑠-matching field  Λ𝒂 が★をみたすとき，

𝑖
𝑗

>
𝑘
ℓ

⟺ 『𝑖 < 𝑘』or『𝑖 = 𝑘 and j < ℓ』

で定義される逆辞書式順序に関して

𝑖
ℓ

𝑘
𝑗

−
𝑖
𝑗

𝑘
ℓ

∈ 𝑆 ∶  𝑖 < 𝑘 and 𝑗 < ℓ

は 𝐽ஃ𝒂
のグレブナー基底である。

𝑟 × 𝑛 の場合に，以下で定義される逆辞書式順序を考える:
𝑖ଵ

⋮
𝑖௥

>
𝑗ଵ

⋮
𝑗௥

⟺ 𝑖௞ = 𝑗௞ for 𝑘 = 1, … , 𝑡 − 1 and 𝑖௧ < 𝑗௧
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グレブナー基底

⋮

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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グレブナー基底

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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後半部分（トーリック退化）の証明の概要

定理. 𝑋ூ: 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ ⊂ 𝑅 が重み行列 𝑀 に関する 𝐴௥,௡ のSAGBI 基底

⟺  in௪ಾ
𝐼௥,௡  

= 𝐽ெ

⟹ Λெ はトーリック退化を与える

定理. 𝑋ூ: 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ ⊂ 𝑅 が重み行列 𝑀 に関する 𝐴௥,௡ のSAGBI 基底

⟺  in௪ಾ
𝐼௥,௡  

= 𝐽ெ

⟹ Λெ はトーリック退化を与える

定義. 𝑋ூ: 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ ⊂ 𝑅 が重み行列 𝑀 に関する 𝐴௥,௡ のSAGBI 基底

ୢୣ୤
   ∀𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ に対して，inெ 𝑋ூ が単項式で，

in௪ಾ
𝐴௥,௡ = 𝐾 inெ 𝑋ூ : 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡

ただし，𝑤ெ は重み行列 𝑀 に付随する 𝑃ூ たちへの重みである。

定義. 𝑋ூ: 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ ⊂ 𝑅 が重み行列 𝑀 に関する 𝐴௥,௡ のSAGBI 基底

ୢୣ୤
   ∀𝐼 ∈ 𝐈௥,௡ に対して，inெ 𝑋ூ が単項式で，

in௪ಾ
𝐴௥,௡ = 𝐾 inெ 𝑋ூ : 𝐼 ∈ 𝐈௥,௡

ただし，𝑤ெ は重み行列 𝑀 に付随する 𝑃ூ たちへの重みである。

３. 𝑠-block diagonal（主結果）
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𝐴𝒂 ≔ 𝑆/𝐽ஃ𝒂
:coherent matching field Λ𝒂 に付随する toric ring

𝐴଴ ≔ 𝐴 ௡ （つまり diagonal m.f. の toric ring）

𝐴𝒂 ଶ:𝐴𝒂 の次数 2 の元によって生成される，𝐴𝒂 の 𝐾-部分空間

補題（HO） 𝑟 × 𝑛 の 𝑠-matching field  Λ𝒂 に対して，
dim௄ 𝐴𝒂 ଶ = dim௄ 𝐴଴ ଶ

注:この補題については，条件 ★ は不要である。

補題（HO） 𝑟 × 𝑛 の 𝑠-matching field  Λ𝒂 に対して，
dim௄ 𝐴𝒂 ଶ = dim௄ 𝐴଴ ଶ

注:この補題については，条件 ★ は不要である。

• この補題と，𝐽ஃ𝐚
 が２次生成という事実から，

Clarke-Mohammadi の議論が適用可:

𝐻 ≔ in 𝑔ଵ , … , in 𝑔௦ ⊂ in௪ಾ
𝐼௥,௡  

⊂ 𝐽ெ

（ただし，𝑠 は 𝐼௥,௡ と 𝐽ெ の生成元の数，𝑔ଵ, … , 𝑔௦ ∈ 𝐼௥,௡は２次式）
𝐻 の極小生成系
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