
On jet schemes after Mustaţǎ
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はじめに

この小文では，ジェットスキームによる特異点（有理特異点，ログ端末特異点，ロ
グ標準特異点）の特徴付けに関するMustaţǎの論文 “Jet schemes of locally complete

intersection canonical singularities” 及び “Singularities of pairs via jet schemes”の内容
を解説することを試みる．証明などは原論文を当たって頂きたい．ジェットスキームに
ついてより詳しく知りたい方は，Blickleのサイト

http://www.mabli.org/jet-bibliography.html

にジェットスキーム及びモチーフ積分関係の詳細な論文リストがあるので，そちらを参
照することをお薦めする．

1. ジェットスキーム

弧空間の理論を用いた特異点の研究は（映画 “A Beautiful Mind”で話題になった）
Nash [N] によって始められた．この節では，ジェットスキーム，弧空間の定義を復習す
る．kを代数的閉体とし，Xを k上有限型スキームとする．

定義 1.1. m ≥ 0を任意の整数とする．Xのm-ジェットスキーム (m-jet scheme) Xmと
は，任意の k-代数Aに対し

Hom(SpecA,Xm) ∼= Hom(SpecA[t]/(tm+1), X)

を満たすスキームとして定義される．特にXmの k値点全体はHom(Spec k[t]/(tm+1), X)

に一致する．x ∈ X に対し，γx(Spec k) = xとなる環準同型 γx : Spec k[t]/(tm+1) → X

を x上のm-ジェット (m-jet) と言う．

定義より明らかにX0はX 自身，X1は全接空間 TX になる．またm ≥ nに対して，
自然な射影A[t]/(tm+1) ³ A[t]/(tn+1)によって，自然な射 φm

n : Xm → Xnが誘導される．
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定義 1.2. Xの弧空間 (arc space) X∞とは，

X∞ = lim←−
m

Xm

で定義されるスキームである．特にX∞の k値点全体はHom(Spec k[[t]], X)に一致する．
x ∈ Xに対し，γx(Spec k) = xとなる環準同型 γx : Spec k[[t]]→ Xを x上の弧 (arc) と
言う．

Xmは k上有限型スキームだが，X∞は一般には k上有限型にはならないことに注意
する．また任意の自然数mに対して，ψm : X∞ → Xmを自然な射影とする．

注意 1.3. 私見だが，ジェットスキームや弧空間を考えるときは，そのスキーム構造より
も単に位相空間としての構造が問題になることが多いように思われる．

例 1.4. (1) X = Ad = Spec k[x1, . . . , xd]とする．このとき（k値点だけを考えると），

Xm = {γ : k[x1, . . . , xd]→ k[t]/(tm+1)}
となる．このような γは各 xiの行き先 γ(xi) =

∑m
j=0 γ

(j)
i tj で決まるし，逆に係

数 γ
(j)
i (i = 1, . . . , n, j = 0, . . . ,m)を決めればXmの k値点が定まる．従ってXm

の座標 x
(j)
i を x

(j)
i (γ) = γ

(j)
i となるように選ぶと，

Xm
∼= Spec k[x

(0)
1 , . . . , x

(0)
d , . . . , x

(m)
1 , . . . , x

(m)
d ] = Ad(m+1).

(2) f ∈ k[x1, . . . , xd], X = V (f) ⊂ Adとする．このときXm ↪→ (Ad)m
∼= Ad(m+1).

Ad上のm-ジェット γ : k[x1, . . . , xd]→ k[t]/(tm+1)がXmに含まれるためには

f(γ(x1), . . . , γ(xd)) = f(
m∑

j=0

γ
(j)
1 tj, . . . ,

m∑
j=0

γ
(j)
d tj) = 0 ∈ k[t]/(tm+1)

となることが必要十分である．従って

f(
m∑

j=0

x
(j)
1 tj, . . . ,

m∑
j=0

x
(j)
d tj) = g0 + g1t+ · · ·+ gmt

m ∈ k[t]/(tm+1)

と g1, . . . , gm ∈ k[x(0)
1 , . . . , x

(0)
d , . . . , x

(m)
1 , . . . , x

(m)
d ]を定めると，

Xm
∼= V (g1, . . . , gm) ⊂ Ad(m+1).

上の例から分かることだが，悪い特異点は大きなジェットスキームを持つ．これをき
ちんと定式化したのが，定理 3.4, 定理 3.6である．

注意 1.5. 上の例から分かるように，ジェットスキームは定義は平易だが，mが大きく
なると実際に計算することは難しい．2次元の超曲面特異点のジェットスキーム（の次
元）をMacaulay2で計算させてみたが，m = 4くらいで計算が終わらなくなってしまっ
た．例えば，トーリック多様体の場合に簡単な計算法は存在しないのだろうか？



2. モチーフ積分

非特異な多様体上のモチーフ積分はKontsevich [K] によって構成され，様々な応用を
もたらした．この節では（非特異な多様体上の）モチーフ積分の性質について概説する．
モチーフ積分のより詳しい解説は [C]及びその参考文献を当たって頂きたい．なおモチー
フ積分の特異な多様体上への拡張はDenef, Loeserによってなされた．詳しくは彼らの
論文 [DL]を参照のこと．

モチーフ積分は本来，多様体のGrothendieck環に値を持つが，それでは評価し難い．そ
こでここではモチーフ積分のHodge実現を考える．つまりHodge-Deligne多項式を使って，
Grothendieck環から係数評価がし易い Z[[u−1, v−1]][u, v]に値を送り，Z[[u−1, v−1]][u, v]

に値を持つ積分としてモチーフ積分を捉えるのである．

X を複素数体 C上定義された非特異代数多様体とする．このとき弧空間X∞の部分
集合からなるBoole代数M (すなわち Z ∈ Mならば Zc ∈ M, Z1, . . . , Zn ∈ Mならば
∪n

i=1Zi ∈ M) と有限加法測度 µ :M→ Z[[u−1, v−1]][u, v]が存在して，次を満たす．な
お Z[[u−1, v−1]][u, v]には降鎖列 {⊕i+j≥lZu−iv−j}lによって位相を入れる．

(1) Cylを {ψ−1
m (C) | m ≥ 0, C ⊂ Xm は構成可能集合}からなるBoole代数としたと

き，MはCyl を部分代数として含む．さらに任意の ψ−1
m (C) ∈ Cyl に対し，

µ(ψ−1
m (C)) = E(C;u, v)(uv)−(m+1)d.

ただしE(C;u, v)とはCのHodge-Deligne多項式，つまり

E(C;u, v) =
∑

1≤p≤q≤dim C

∑

k≥0

(−1)khp,q(Hk
c (C;C))upvq,

hp,q(Hk
c (C;C))はHk

c (C;C)の混合Hodge構造の (p, q)成分の次元である．
(2) T ⊂ X∞に対し，集合列{Wr ∈ Cyl | T ⊂ Wr}r=1,2,...が存在して limr→∞ µ(Wr) =

0を満たすとき，T ∈M かつ µ(T ) = 0.

注意 2.1. (1) Hodge-Deligne多項式が出てきて戸惑っている方もおられると思うが，主
定理の証明に必要となるE(C;u, v)の性質は，次の事実だけである: C ⊂ Xmが局所閉
集合ならば，E(C;u, v)の次数は 2 dimCに等しく，次数 2 dimCの項は単項式

(Cの最高次元の既約部分の個数) · (uv)dim C

のみからなる．

(2) モチーフ積分はGrothendieck環に値を持つ積分としては正標数の多様体に対して
も定義できるが，その場合はHodge実現を考えることが出来ない．従って，別の方法で
素性の良い環に値を送ってやる必要がある．例えば，エタールコホモロジーの Betti数
を使って形式的冪級数環に値を送るとどうなるだろうか？



定義 2.2. F : X∞ → N ∪ {∞}をX∞上の関数とする．

(1) F が可測 (mesurable)であるとは，任意の s ∈ N∪ {∞}に対しF−1(s) ∈Mでさ
らに µ(F−1(∞)) = 0を満たす．

(2) F が積分可能 (integrable)であるとは，F は可測でかつ
∑

s∈N µ(F−1(s))(uv)−sは
Z[[u−1, v−1]][u, v]において収束する．

∑
s∈N µ(F−1(s))(uv)−sを

∫
X∞

e−F と表す．

例 2.3. Y ( Xを閉部分スキームとし，IY ⊂ OXをY の定義イデアル層とする．γx ∈ X∞
を x ∈ X上の弧とすると，γxは局所環準同型 γ∗x : OX,x → C[[t]]と対応する．そこで Y

に付随した関数 FY : X∞ → N ∪ {∞}を FY (γx) = ordt(γ
∗
x(IY,x))を定義する．ただし

ordt(0) = ∞とする．このとき任意の s ∈ Nに対して F−1
Y (s) = ψ−1

s−1(Ys−1) \ ψ−1
s (Ys)，

F−1
Y (∞) = Y∞となる．これより簡単な議論 ([M1, Lemma 3.7]) を経て，FY が可測関数
であることが分かる．

ジェットスキームと双有理幾何学に現れる特異点の関係を考える上で，次の定理は大
変重要である．

定理 2.4 (変数変換公式 [Ba, Theorem 6.27], [DL, Lemma 3.3]). π : X ′ → X を非特異
多様体間の固有双有理射とし，相対標準因子KX′/X をW とおく．πは弧空間の間の射
π∞ : X ′

∞ → X∞を誘導する．F : X∞ → N ∪ {∞}をX∞上の可測関数とすると，次が
成り立つ． ∫

X∞
e−F =

∫

X′∞

e−(F◦π∞+FW ).

これは片方が存在すればもう一方も存在し，その場合両者は一致するという意味である．
特に Y ( Xを閉部分スキームとしたとき，F = FY であれば F ◦ π∞ = Fπ−1(Y )なので，∫

X∞
e−FY =

∫

X′∞

e−(Fπ−1(Y )+FW ).

また SuppY が単純正規交差因子の場合は，組み合わせ論的に
∫

X∞
e−FY を計算するこ

とが出来る．

命題 2.5 ([C, Theorem 2.15]). D =
∑r

i=1 aiDiを単純正規交差な台を持つ，X上の有効
因子とする．J ⊆ {1, . . . , r}に対して，

D◦
J = ∩i∈JDi \ ∪i/∈JDi

とおく．このとき，∫

X∞
e−FD =

∑

J⊆{1,...,r}

∑
αi≥1,i∈J

E(D◦
J ;u, v)(uv − 1)|J |(uv)− dim X−P

i∈J αi(ai+1).



3. 主結果

主定理を述べる前に，特異点対の定義を復習しておこう．

定義 3.1. Xを複素数体C上定義されたQ-Gorenstein正規代数多様体とし，Y ⊂ Xを
閉部分スキームとする．π : X ′ → Xを対 (X,Y )のログ特異点解消とする，つまり πは
特異点解消，IYOX = OX(−F )は可逆でかつ SuppF ∪ Exc (π)は正規交差因子になる．
ただし Exc (π)は πの例外集合とする．任意の有理数 q ≥ 0に対し，

KX′/X − qF =
r∑

i=1

aiEi

と表す．ただし任意の i = 1, . . . , rに対しEiはX ′上の既約因子，aiは有理数である．

(1) 任意の i = 1, . . . , rに対して ai ≥ −1が成り立つとき，対 (X, qY )はログ標準的
であると言う．

(2) 任意の i = 1, . . . , rに対して ai > −1が成り立つとき，対 (X, qY )は川又ログ端
末的であると言う．

特に対 (X, 0)がログ標準的 (resp. 川又ログ端末的) であるとき，Xは高々ログ標準特異
点 (resp. ログ端末特異点) しか持たないと言う．

注意 3.2. 上の定義は全てログ特異点解消πのとり方に依らない．またログ端末特異点な
らば有理特異点であり，XがGorensteinのときに両者は一致することも注意しておく．

例 3.3. (1) X = Ad = Spec k[x1, . . . , xd], Y = V ((x1, . . . , xd)) (つまり Y は原点 1点から
なる閉部分多様体）とする．このとき，原点を中心とする爆発 f : X ′ → Xが，対 (X,Y )

のログ特異点解消になっている．Eを f の例外因子とすると，

KX′/X − qE = (d− 1− q)E
より，対 (X, qY )がログ標準的 (resp. 川又ログ端末的)であることと，d ≥ q (resp. d > q)

は同値である．

(2) (cf. [Ho]) X = Ad = Spec k[x1, . . . , xd]，∆ = divX(xd1
1 + · · ·+xdn

d )とする．このと
き，対 (X, q∆)がログ標準的 (resp. 川又ログ端末的)であることと，min{1,∑d

i=1
1
di
} ≥ q

(resp. min{1,∑d
i=1

1
di
} > q) は同値である．

定理 2.4, 命題 2.5から次の定理が得られる．

定理 3.4 ([M2, Theorem 3.1]). XをC上定義された非特異代数多様体，Y ⊂ Xを閉部
分スキームとする．さらに q ≥ 0を有理数とする．



(1) (X, qY )がログ標準的であることと，任意の自然数mについて dimYm ≤ (m +

1)(dimX − q)が成り立つことは同値である．
(2) (X, qY )が川又ログ端末的であることと，任意の自然数 mについて dimYm <

(m+ 1)(dimX − q)が成り立つことは同値である．

証明のアイディア. Y 6= ∅と仮定してよい．π : X ′ → X を (X,Y )のログ特異点解消で
X \ Y 上同型になるものとする．π−1(Y ) =

∑r
i=1 biEi, W = KX′/X =

∑r
i=1 ciEiとおく．

任意の i = 1, . . . , rに対して bi, ciは 1以上の整数であることに注意する．変数変換公式
(定理 2.4) を πに適用すると，

∫

X∞
e−FY =

∫

X′∞

e−(Fπ−1(Y )+FW )(3.1)

を得る．ここで π−1(Y ) +W は単純正規交差な台を持つ有効因子なので，注意 2.1及び
命題 2.5より，（積分

∫
X∞

e−FY が存在すれば）
∫

X′∞
e−(F−1

π (Y )+FW ) ∈ Z[[u−1, v−1]][u, v]の係
数（の一部）は bi, ciを用いて計算することができる．一方, 定義から

∫
X∞

e−FY はYの
ジェットスキームの次元の情報を含んでいる．従って等式 (3.1)を介して，Y のジェット
スキームの次元の情報と bi,ciに関する情報を関連付けることができる．これらの議論を
より精密に行ったのがMustaţǎの証明である．より詳しく説明すれば，C ∈ Nを任意の
i = 1, . . . , rに対して C > | dimX − ci+1

bi
|を満たす定数とし，関数 f : N → Nで任意の

s ∈ Nに対して
f(s+ 1) ≥ f(s) + dimYs + C(s+ 1)

となるものを一つ固定する．また f(∞) = ∞とする．F := f ◦ FY とおくと，関数
F : X∞ → N ∪ {∞}は可測になる．ここで変数変換公式 (定理 2.4) を適用すると，

∫

X∞
e−F =

∫

X′∞

e−(f◦F−1
π (Y )+FW )(3.2)

を得る．(3.2)の両辺の係数比較を詳細に行うことにより，主張を得る. ¤

注意 3.5. 定理 3.4は最近，Ein, Mustaţǎ, 安田等によって，Xに特異点を許す場合（正
確に言えば，X がQ-Gorenstein正規の場合）に拡張された．しかしながら，X が非特
異な場合に比べて，記述はかなり煩雑になっている．また証明の方針が「係数比較」で
あることに変わりはない．詳細は [EMY], [Y]を参照して頂きたい．またEin, Lazarsfeld,

Mustaţǎ [ELM]は最近，定理 3.4のモチーフ積分を使わない別証明を与えた．

Xが局所完全交差な多様体の場合には，Xのジェットスキームの既約性はそのジェッ
トスキームの次元で特徴付けられる ([M1, Proposition 1.4])．これより定理 3.4の証明と
全く同様の論法によって，次の定理も得られる．



定理 3.6 ([M1, Theorem 3.3]). XをC上定義された局所完全交差な代数多様体とする．
このとき，Xが高々ログ端末特異点しか持たないことと任意のm ≥ 0に対してmジェッ
トスキームXmが既約になることは同値である．

注意 3.7. Ein, Mustaţǎ [EM] は，特異点を許す多様体上のモチーフ積分を使って，ロ
グ標準特異点の場合に上の定理の類似を得た．すなわち，Xを局所完全交差な代数多様
体としたとき，X が高々ログ標準特異点しか持たないことと任意のm ≥ 0に対してm

ジェットスキームXmが純次元（全ての既約成分の次元が同じ）になることは同値であ
る ([EM, Theorem 1.3])．

密着閉包 (tight closure) の理論を学ぶものとしては，自然と次の問題が頭に浮かぶ．

問題 3.8. 川又ログ端末対と強 F-正則対は，十分大きな標数 p À 0への還元を通じて，
対応している．では強 F-正則対，強 F-正則環の場合に定理 3.4, 定理 3.6の類似は成り
立つだろうか？（どのように定式化されるべきだろうか？ cf.注意 2.1(2)）
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