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§1 主要結果
このノートの話題は現在進展中であるが，簡単に述べられる主要結果の一

つを述べたい．まず標準的な概念に関する記号を準備する．

G: 岩沢分解 G = KAN をもつ実簡約 Lie群（Gは連結，あるいは実連結簡
約 Lie群の放物型部分群の Levi部分に同型な Lie群とする）．
g = k + a + n: 対応する Lie環の複素化
定義. Gの既約認容表現 π ∈ ĜadとN の既約表現$ ∈ N̂ に対し，$から

定義される誘導表現への表現 πの埋め込み

π ↪→ IndG
N$

を，πの（N の表現$に付随した）Whittaker模型と呼ぶ（主に$はユニ
タリの場合を考察する）．

Σ(g): 組 (g, a) に対するルート系．対応するWeyl群を W とおく．
∪

Σ(g)+: n に対する正のルートの集合
∪

Ψ(g): 基本ルート系

gα := {X ∈ g ; ad(H)X = α(H)X (∀H ∈ a)} for α ∈ a∗

とおくと Σ(g) = {α ∈ a∗ \ {0} ; gα 6= {0}}.

Θ ⊂ Ψ(g) に対し
WΘ := 〈sα ; α ∈ Θ〉 ⊂ W , W (Θ) := {w ∈ W ; wΘ ⊂ Σ(g)+} とおくと，

W (Θ) × WΘ
∼→ W : (w1, w2) 7→ w1w2

という全単射ができる（sαは αから定まる鏡映）．
W (Θ)はW/WΘの剰余類の代表系で長さが最小の元を選んだものとなって

おり，w1w2の長さは w1の長さと w2の長さの和になる．

P = MAN : Gの極小放物型部分群（ただしM = ZK(a)）
PΘ := PWΘP = MΘAΘNΘ = GΘNΘ：P を含む一般の放物型部分群

MΘAΘNΘはPΘの Langlands分解で，PΘのLevi部分GΘ = MΘAΘは実
簡約 Lie群で，Ψ(gΘ) = Θとなる．特に，P∅ = P，PΨ(g) = G．

定義．Lie(M)が {0}のときGは splitまたは normal real formである
といい（例：GL(n, R)，Sp(n, R)），可換なときGは quasi-splitであるとい
う（例：GL(n, C)，SU(n, n)）．



Gの閉部分群 Lの表現 (τ, Vτ )に対し，τ からGへの誘導表現 IndG
Lτ とは，

Vτ に値をとるG上の関数 f(g)で以下の条件を満たすものの作る空間に実現
されるG（または g）の表現のことと定義する．

f(gl) = τ(l)−1f(g) (∀g ∈ G, ∀l ∈ L)

L = PΘ，λ ∈ (ĜΘ)adに対し，PΘ = GΘNΘという分解に応じてτ = λ⊗1 ∈ P̂Θ

としたときの誘導表現を（広い意味での）主系列表現といい，IndG
PΘ

λ と表す．
特に ∅ 6= Θ $ Ψ(g)のとき退化（主）系列表現，Θ = ∅すなわち PΘ = P の
ときを（連続）主系列表現という．

定理. i) λ ∈ ĜΘと$ ∈ N̂ は

dimλ < ∞, dim$ = 1

を満たすとする．λ|AΘ
が genericならば

dimHom(g,K)(IndG
PΘ

λ, IndG
N$) = #W (supp$, Θ) · #Wsupp$ · dimM λ

dimHomC∞(IndG
PΘ

λ, IndG
N$) = #W (supp$, Θ) · dimM λ (⇐ λはユニタリ）

ここで，前者は (g,K)-加群としての埋め込み，後者は緩増加な埋め込みを意
味し

supp$ := {α ∈ Ψ(g) ; $(gα) 6= {0}}

W (Υ,Θ) := {w ∈ W (Υ) ∩ W (Θ)−1 ; wΣ(gΥ) ∩ Σ(gΘ) = ∅}

dimM λ :=最高ウェイトが λと同じG∅ = MAの有限次元表現の次元

ii) supp$ = Ψ(g)のとき $が非退化と定義すると，この “Whittaker模
型のK-有限ベクトルのAへの制限” は，“Gsupp$の非退化Whittaker模型の
(Gsupp$ ∩ K)-有限ベクトルのAへの制限” になる．

注意 1. i) G上の関数 f(g)が緩増加とは，W -不変な a上の内積 〈 , 〉を固
定したとき，以下が成立する C, m > 0が存在すること．

|f(keHk′)| ≤ C expm〈H,H〉
1
2 (∀k, k′ ∈ K, ∀H ∈ a)

埋め込みが緩増加とは，埋め込まれた K-有限ベクトルが緩増加となること
（Whittaker模型の場合はA上のみでの |f(eH)|の評価と同値）．

ii) dim$ = 1を満たす $ ∈ N̂ の全体は，n/[n, n]の双対空間，よって∑
α∈Ψ(g) gαの双対空間とみなせる．
iii) W (Θ, Υ) = W (Υ, Θ)−1

iv) W (Υ, Θ) は，両側剰余類の集合 PΘ\G/PΥの部分集合に対応する．
v) M が可換ならば dimM λ = 1.
vi) dim$ = ∞の場合に関しては，例えば [Ya]を参照．



§2 例
例 1. supp$ = ∅ (⇒ 連続主系列表現への埋め込みに対応)

W (supp$) = W でW (supp$, Θ) = W (Θ)−1 となる．特に，埋め込みは全
て緩増加になる（#Wsupp$ = 1）．

Θ = ∅のとき，PΘ = P , W (Θ) = W , W (supp$, Θ) = W となり，連続主
系列表現から連続主系列表現への埋め込みを考えることになり，λ|Aが generic
なときは，それは#W 個の連続主系列の間の標準 intertwining operatorsか
ら得られる．
さらに Gがコンパクトなとき，M = Gで，結果は Peter-Weylの定理に

対応する．
一般のΘのとき．まず退化主系列表現を主系列表現に標準的に埋め込み，

そこからの#W (Θ)個の連続主系列間の標準 intertwining operatorsから埋め
込みが得られる．

例 2. $が非退化の場合. (⇒多くの研究がなされている： [Slk], [Ko], [Ha],
[GW], [Ma3], [Ma4]，織田孝幸氏のグループによる計算 [織田] etc.)
Wsupp$ = W なのでW (supp$) = {e}, Σ(gsupp$) = Σ(g).
よってW (supp$, Θ) 6= ∅ ⇒ Θ = ∅ となり W (supp$, ∅) = {e}.

例 3. G = GL(n, R). Θ は n の分割，よってYoung図形が対応する．
一般に（W がA型のとき），以下が成立する．

#W (supp$, Θ) = 1
⇔ “supp$とΘは対応する分割が双対”（Young図形の行と列の入れ替え）．

G = GL(7, R)の例：

GΘ = GL(2, R)×GL(4, R)×GL(1, R) ⇒ 7 = 2+4+1 = 4+2+1 :
このときΘ = {1, 3, 4, 5}と表すことにする．

双対の分割は 7 = (4 + 2 + 1)′ = 3 + 2 + 1 + 1 ⇒ 2 + 1 + 3 + 1:
Gsupp$ = GL(2, R) × GL(1, R) × GL(3, R) × GL(1, R)

n = 7

= 2 + 4 + 1

= 2 + 1 + 3 + 1

p′3 p′1 p′2 p′4

λ2 : n′
2 = 4

λ1 : n′
1 = 2

λ3 : n′
3 = 1

4 2 3 5
1 0
6

P2,4,1 =

(
GL(2)

∗ GL(4)

∗ ∗ GL(1)

)

GΘ = GL(n′
1, R)×GL(n′

2, R)×· · ·，Gsupp$ = GL(p′1, R)×GL(p′2, R)×· · ·
とし，Young図形の箱が (n′

i, p
′
j)に対応するとき (i, j)の辞書式順序の順に

0, 1, . . .を箱の中に入れてある．

K-有限ベクトルのAへの制限は，次のように表せる．

E2,4,1(λ1, λ2, λ3) := IndG
P2,4,1

(λ1, λ2, λ3)
7→ E(λ1, λ2 + 1) ⊗ E(λ2 + 1) ⊗ E(λ1 − 2, λ2, λ3 + 1) ⊗ E(λ2 − 1)



ここでλ1, λ2, λ3はそれぞれGL(2, R)，GL(4, R)，GL(1, R)の既約有限次元
表現のパラメータで，最高ウェイトと符号表現の組と見なせる．またE(λ1, λ2)
は (λ1, λ2)でパラメトライズされるGL(2, R)の連続主系列表現のこととする．

GL(p′j , R)に対しては，Young図形の p′jに対応する列の λiを iの小さい順
に並べ，そこが (j, i)の辞書式順序で k番目の時，λiに (n′

i, p
′
j)の箱の数字を

足して k − 1を引いたものが上のGL(p′j , R)の主系列表現E(· · · )のパラメー
タとなる．

上は，supp$をGsupp$ = GL(2, R)×GL(1, R)×GL(3, R)×GL(1, R)の
正の基本ルートの全体に取ったときの IndG

P2,4,1
(λ1, λ2, λ3)のWhittaker模型

において，#W (supp$, Θ) = 1が成立し，K-有限ベクトルの Aへの制限は
Gsupp$の表現

E(λ1, λ2 + 1) ⊗ E(λ2 + 1) ⊗ E(λ1 − 3, λ2, λ3 + 1) ⊗ E(λ2 − 1)

の非退化Whittaker模型の場合に帰着されることを示している（この対応は，
W (supp$, Θ)の元から来ていることに注意)．

G = GL(n, R) かつ #W (supp$, Θ) = 1と仮定する．このとき
“Whittaker模型のK-有限ベクトルのAへの制限がWhittaker関数で表せる”
⇔ “Gsupp$がGL(2, R)とGL(1, R)のいくつかの直積になる”
⇔ “PΘは，極大放物型部分群（またはG自身）”

ここでのWhittaker 関数とは，古典的な 1 変数の Whittaker 関数（cf.
[WW]）のこととする．

PΘが極大放物型部分群のとき（すなわち，G/PΘがグラスマン多様体の時）
具体的に座標を使って表すと:
x =

(
xij

)
∈ GL(n, R)

g = gl(n, C): GL(n, C)の Lie環．n次の複素行列の空間とみなせる．
Eij : (i, j)成分のみが 1で残りの成分は 0の gl(n, C)の元
(Eijϕ)(x) = d

dtϕ(xetEij )|t=0, Eij =
∑n

ν=1 xνi
∂

∂xνj
,

n =
∑

1≤j<i≤n CEij （n次の下三角複素行列の全体）
$

(
exp(

∑
i>j tijEij)

)
= e

√
−1(c1t21+···+cn−1tn,n−1)

Θ = {1, 2, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n − 1} (2 ≤ 2k ≤ n), PΘ = Pk,n−k

このとき
“IndG

Pk,n−k
(λ, µ)のWhittaker模型が存在する”

⇔ cici+1 = ci1ci2 · · · cik+1
= 0 (1 ≤ i < n, 1 ≤ i1 < · · · < ik+1 < n)

例えば，次のように置くとci = 0 (i = 2, 4, . . . , 2k, 2k + 1, 2k + 2, . . . , n − 1),

c2j−1 6= 0 (j = 1, . . . , k)



Whittaker模型のK固定ベクトルのA = {diag(et1 , . . . , etn)}への制限は以下
の微分方程式の解になる：

Eiu = µu (i = 2k + 1, 2k + 2, . . . , n),(
E2j−1 + E2j

)
u = (λ + µ − 2j + k + 1)u,(

(E2j−1−E2j

2 )2 − (E2j−1−E2j

2 ) − c2
2j−1e

2(t2j−1−t2j)
)
u = λ−µ−k+1

2 (λ−µ−k+1
2 − 1)u,

Here j = 1, . . . , k, Eν = ∂
∂tν

(ν = 1, . . . , n).

容易に分かるように，この方程式の解空間の次元は 2kとなる．
緩増加な解は定数倍を除いてただ一つ存在し，以下のGL(2, R)+の計算から
分かるように，それは第 2種変形Bessel関数によって表せる (同様に K有限
ベクトルは，Whittaker関数によって表せる)．

注意 2．i) G = GL(n, R)で dimλ = 1のときは，AnnU(g)(IndG
PΘ

λ)は
[O2]によって具体的に計算されており（cf. 注意 3 iv)），それから直接計算に
より上に述べた結果を出すこともできる（cf. [O3]）．
ii) （一般のGに対する）W (Υ, Θ)には，リー環のベキ零共役類が関連して
おり，特に Jordan標準型を用いた [BC1], [BC2]の記述に関係が深い．

上記のような動径成分の満たす方程式は，以下のような計算から得られる：
d

dt
ϕ
(
etEijdiag(et1 , . . . , etn)

) ∣∣
t=0

= ej,iϕ
(
diag(et1 , . . . , etn)etEij

) ∣∣
t=0

,

ej,i = eti−tj

であるから，たとえば像の満たすべき方程式をD ∈ U(g)で表しておいて，K

の表現 τ に属するWhittaker模型の元の場合はそれを

R =
∑

1≤i<j≤n

(
ei,jEij − ej,iEji + τ(Eij − Eji)

)
U(g)

+
∑

n≥i>j+1≥2

U(g)Eij +
∑

1≤i<n

U(g)(Ei+1i +
√
−1ci)

を法として考えて，U(g) mod Rで U(a)の元としてDを表せばよい．
無限小指標に対応する方程式で実行すると，非退化Whittaker模型のK固

定ベクトルの場合は，有限戸田鎖に対する完全積分可能量子系が得られる（実
際には全てのDに対して計算しなくても，Casimir作用素の場合の計算を行
えば，[O4]に述べられている一意性から分かる）．

GL(2, R)+の普遍被覆群の場合
GL(2, R)+（行列式が正の 2次の実行列全体の Lie群）の普遍被覆群G の

場合のWhittaker模型のK有限ベクトルの方程式を具体的に計算してみよう．
U(g)の中心は，以下の 2つの元から生成される（cf. [O3]）．

trace

(
E11 E12

E21 E22

)
= E11+E22, det

−→

(
E11 E12

E21 E22 − 1

)
= E11E22−E21E12−E1.



K の表現のパラメータを
√
−1`で表すと（G = GL(2, R)+なら ` ∈ Z）

mod (e−1
2,1E12 − e2,1E21 +

√
−1`)U(g) + U(g)(E21 +

√
−1c1)

で考えればよいので，E1 = E11, E2 = E22とおいて

E1E2 − E21E12 = E1+E2
2

(
E1+E2

2 − 1
)
− E1−E2

2

(
E1−E2

2 − 1
)
− E12E21

に注意すると，(λ, µ) ∈ C2でパラメトライズされた無限小指標に対応する方
程式の動径成分は(E1 + E2)u = (λ + µ)u,(

E1−E2
2 (E1−E2

2 − 1) − c2
1e

2
2,1 − c1`e2,1

)
u = λ−µ

2 (λ−µ
2 − 1)u

となり，解 u(t1, t2)は

u(t) = e
λ+µ

2
(t1+t2)v(t1 − t2),

v′′(x) − v′(x) − (c1`e
x + c2

1e
2x)v(x) = ν(ν − 1)v(x) (ν = λ−µ

2 ),

w′′(s)−
(
c2
1 +

c1`

s
+

ν(ν − 1)
s2

)
w(s) = 0 with w(ex) = v(x),

s =x1x
−1
2 with

(
x1 0
0 x2

)
∈ GL(2, R)+, x1 > 0, x2 > 0.

と表せる（w(s)は (0,∞)上の関数であることに注意）．
このwの方程式は原点を確定特異点に持ち，その特性根は νと 1−νとなる．

この特性根の差が整数でないとき，すなわち 2ν /∈ Zならば原点の近傍での解
には対数項が現れない．このことは，対応する無限小指標をもつ IndG

N$の部
分空間が重複度 2の連続主系列の直和になることを意味する．一方 2` ∈ Zの
場合は，一般には対数項が現れ，完全可約性が失われることを意味している．

c1 6= 0のとき，W (±2c1s) = w(s)とおくと，W (s)は以下のWhittaker
の微分方程式（cf. [WW])の解となる．

W ′′ +
(
−1

4
∓ `

2s
+

1
4 − (ν − 1

2)2

s2

)
W = 0.

この方程式は ∞ を不確定特異点とするが，s → +∞ で有界な解（実際は
∼ e−

s
2 s∓

`
2 となる）は，以下のWhittaker関数（cf. [WW]）で与えられる．

W∓ `
2
,ν− 1

2
(s) =

z∓
`
2 e−

s
2

Γ(ν ± `
2)

∫ ∞

0
tν±

`
2
−1e−t

(
1 +

t

s

)ν∓ `
2
−1

dt.

±c1 > 0のとき，Whittaker模型の緩増加なK 有限ベクトルは，このように
してWhittaker関数で表すことができる．
特に ` = 0（すなわちK 固定ベクトル）の場合は

w̃(±c1s) = s−
s
2 w(s),

w̃′′ +
w̃′

s
−

(
1 +

(ν − 1
2)2

s2

)
w̃ = 0



によって，w̃は変形Bessel微分方程式の解となる．この方程式の s → ∞で
有界な解は，以下の ν − 1

2 次のMacdonald関数（第 2種変形Bessel関数）の
スカラー倍である．

Kν− 1
2
(s) =

√
π

2s
W0,ν− 1

2
(2s) =

1
2

∫ ∞

0
e−

s
2
(t+ 1

t
)t−ν− 1

2 dt.

なお，c1 = 0のときの解は以下のようになる（C1, C2 ∈ C）．

v(x) =

C1e
νx + C2e

(1−ν)x (ν 6= 1
2)

C1e
x
2 + C2xe

x
2 (ν = 1

2)

§3 定理の証明におけるキーポイント
1. Whittaker加群の既約性.

左 g = gl(2, C)-加群
(E11 + E22 − λ − µ)v = 0,(
E11E22 − E12E21 + E11 − λ(µ + 1)

)
v = 0,

(E21 − c1)v = 0

は c1 6= 0 ならば既約である (より一般の quasi-split 群のときは [Ko]).

2. 捻れHarish-Chandra準同型写像.
g = n̄ + a + n: 複素簡約 Lie群 (Gが normal real formの場合)
の分解に応じて，捻れHarish-Chandra準同型写像を定義する：

γ$ : U(g) → U(a), D 7→ γ$(D) with
D − γ$(D) ∈ n̄U(g) + U(g)

∑
X∈n

(
X − $(X)

)
注意 3. I: gの普遍包絡環 U(g)の両側イデアルとする．
i) γ$(I)は可換環 U(a)のイデアルになる．
ii) supp$ ⊂ supp$′ ⇒ γ$(I) ⊂ γ$′(I)
iii) Xαを gαの（0でない）元とする．

gr(I)が
∑

α∈supp$ Xαで消えなければ, γ$(I) = U(a).

これは，次項と合わせて [Ma2]に対応する．
iv) γ$

(
AnnU(g)(π)

)
= U(a)なら，N の表現$に付随する πのWhittaker

模型は存在しない（ここでAnnU(g)(π) := {D ∈ U(g) ; π(D) = 0}）．
v) より一般には次項 3. と関連し，g = n̄Θ + gΘ + nΘに対して定義する．

問題．一般の π ∈ Ĝadに対し，γ$

(
AnnU(g)(π)

)
を求めよ．

3. KC × AN における境界値問題（cf. [GW], [O1], [Ma1]）
あるWeyl chamber（確定特異点方向）に対応する exp(

√
−1t + a) の無限遠

に付随する境界値を考察する．ここで tはm = Zk(a)の極大トーラス．



4. 緩増加なWhittaker模型の積分表示（cf. [Slk], [Ko]）
一般にWhittaker模型の代数的埋め込みは，hyperfunctionを核関数とする主
系列表現からの積分変換で与えられるが，以下が成り立つ．

核関数が Schwartz超関数⇔緩増加Whittaker模型

なお，退化系列表現の緩増加な埋め込みを与える積分変換の核関数はSchwartz
超関数であるが，その台は内点を持つとは限らず，一般には退化した台をもつ．

W (supp$, Θ) は，台の可能性をパラメトライズしている．
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