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Abstract

For a linear differential equation on P1 with unramified irregular singular points we examine its

realization as a confluence of singularities of a Fuchsian differential equation having the same

index of rigidity, which we call an unfolding of the equation with irregular singularities. We

conjecture that this is always possible. For example, if the equation is rigid, this is true and

the unfolding helps us to study the original equation.

1 Gaussの超幾何関数

Gaussの超幾何級数 F (α, β, γ;x) =

∞∑
k=0

(α)k(β)k
(γ)kk!

xk は，0, 1, ∞の 3点を確定特異点とする 2

階の超幾何微分方程式

x(1− x)u′′ +
(
γ − (α+ β + 1)x

)
u′ − αβu = 0 (スペクトル型 : 11, 11, 11) (1.1)

の解として特徴づけられる．ここで (a)k = (a)(a+ 1) · · · (a+ k − 1)である.

y = βx とおくと，各特異点での特性指数を表した Riemann schemeはy = ∞ y = β y = 0
α 0 0 ; y
β γ − α− β 1− γ

 (1.2)

となるが，β → ∞ という極限を考えると，2つの特異点 y = β と ∞ は合流して∞における不確
定特異点となり，Gaussの超幾何関数は

F (α, β, γ; y
β ) =

Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1(1− yt

β
)−βdt

β→∞−−−−→ 1F1(α, γ; y) =

∞∑
k=0

(α)k
(γ)kk!

yk =
Γ(γ)

Γ(α)Γ(γ − α)

∫ 1

0

tα−1(1− t)γ−α−1eytdt

のように Kummerの関数に収束し，方程式 (1.1)は Kummerの微分方程式

y
d2v

dy2
+ (γ − y)

dv

dy
− αv = 0 (スペクトル型 : 11|11, 11) (1.3)
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に収束する．同様に適当な極限によって Gauss の微分方程式の 3 つの特異点を合流すると，

Hermiteの微分方程式となる：

u′′ − xu′ + cu = 0 (スペクトル型 : 11|11|11). (1.4)

Gaussの超幾何系の場合は，Hermiteの微分方程式の普遍開折（versal unfolding）

(1− t1x)(1− t2x)ũ
′′ + (λ̄1 + λ̄2x)ũ

′ + µ̄
(
λ̄2 − t1t2(µ̄+ 1)

)
ũ = 0 (1.5)

が存在する．t1 = 1, y = x− 1とおくと，t2 = 1
2 あるいは 0に応じて，Gaussの超幾何微分方程

式，あるいは Kummerの微分方程式となり，t1 = t2 = 0とおくと, Hermiteの微分方程式となる．
x = ∞ x = 1

t1
x = 1

t2
µ̄ 0 0

λ̄2

t1t2
− µ̄− 1 λ̄2+t1λ̄1

t1(t1−t2)
+ 1 λ̄2+t2λ̄1

t2(t2−t1)
+ 1

 (
t1t2(t1 − t2) ̸= 0

)
,


x = ∞ (1) x = 1

t1
µ̄ 0 0

− λ̄2

t21
− λ̄1

t1
− µ̄ − λ̄2

t1
λ̄2

t21
+ λ̄1

t1
+ 1

 (t1 ̸= 0, t2 = 0),


x = ∞ x = 1

t1
(1)

µ̄ 0
λ̄2

t21
− µ̄− 1 − λ̄2

t21
+ 2 λ̄2

t1
+ λ̄1

 (t1 = t2 ̸= 0),

 x = ∞
µ̄

1− µ̄+ λ̄1x+ λ̄2x
2

 =

x = ∞ (1) (2)
µ̄ 0 0

1− µ̄ λ̄1 λ̄2

 (t1 = t2 = 0).

なお，上の t1 = t2 = 0のときの Riemann schemeは, x → +∞のときに

u1(x) ∼ x−µ̄, u2(x) ∼ xµ̄−1e−λ̄1x− λ̄2
2 x2

(1.6)

という漸近展開を持つ解（あるいは形式解）u1(x), u2(x)が存在することを意味する．

自明な方程式に [10] で定義された versal addition と middle convolution を施すことによって

この普遍開折が得られるので，(1.5)の解の積分表示も分かる：∫ x

1
t1

exp

(
−
∫ t

0

( λ′
1

1− t1s
+

λ′
2s

(1− t1s)(1− t2s)

)
ds

)(
t− x

)µ′−1
dt(

λ′
2 = λ̄2 + λ̄1t2 − (t1 − t2)t2µ̄, µ′ = 1− µ̄

)
.

(1.7)

この節で述べたことの一般化をこのノートで解説する（背景を含め，一般的には [11]を参照）．

2 Confluence and unfolding

以下の方程式は P1 上で確定特異点と不分岐特異点のみをもつ線型常微分方程式とする．

Pu = 0 (2.1)
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特異点を複素パラメータに持つ Fuchs 型の微分方程式 P̃ ũ = 0 で，いくつかの特異点の合流が

元の方程式を与えているとき，P̃ を P の開折（unfolding）と呼ぶ．不確定特異点の解析は確定

特異点より一般に難しく，特異点の合流操作は不確定特異点の解析に役立つことに注意したい．

確定特異点
合流 //

開折
oo 不確定特異点

不確定特異点においては，特異点を∞とする座標で，独立解は一般には (1.6)のように指数関

数で表せる項を含んだ漸近展開で区別できる．その指数関数の中身は一般に x1/q の多項式となる

が，この正整数 q が 1に取れるとき，不分岐という．このノートでは，不確定特異点は全て不分岐

であると仮定する．この場合に前節で述べたような普遍開折を考察しよう．

全ての特異点が確定特異点である方程式を Fuchs 型方程式というが，各特異点の解の漸近挙動

は特性指数で定まる．それを表にしたものが Riemann schemeである．特異点での局所モノドロ

ミーはその特性指数でほぼ定まるが，その固有値に重複度がある場合の局所モノドロミーの情報を

付加した一般 Riemann scheme（GRS）を考えることができる（[10] で導入）．GRS を定めたと

き，対応する既約な方程式 (2.1) は一般には一意とは限らず，GRS では定まらない有限個のパラ

メータ（アクセサリー・パラメータという）をもち，その個数は GRSから定まるスペクトル型か

ら分かる．なお，局所モノドロミーが対角化可能な場合は，スペクトル型mとは各特異点での固

有値の重複度のデータ（それは，方程式の階数を nとすると，nの分割を各特異点で並べたもの）

m : n = mj,1 +mj,2 + · · ·+mj,nj
(j = 0, . . . , p) (2.2)

である．そのとき，リジッド指数 idx mは 2n2 −
p∑

j=0

(
n2 −

nj∑
ν=1

m2
j,ν

)
となり，アクセサリー・パ

ラメータの個数は 1− 1
2 idxmとなる（cf. [10]）.

不分岐不確定特異点の場合は，特性指数は数から多項式に一般化され，Fuchs型のときと同様に

一般化 Riemann scheme (GRS)（cf. [7, 11, 17]）およびスペクトル型とリジッド指数（cf. [7, 17]）

が定義できる．スペクトル型は，各不確定特異点 x = cj （j = 0, . . . , p）における特性指数 λj,ν

（ν = 1, . . . , nj）の重複度データm
(0)
j,ν = mj,ν のみならず，さらに r = 1, 2, . . .に対し r 次未満の

低い次数の特性指数の差を無視した重複度m
(r)
j,ν のデータ

m
(r)
j : n = m

(r)
j,1 + · · ·+m

(r)
j,nj,r

(r = 0, . . . , Rj , j = 0, . . . , p)

を含めたものとして定義される（Rj は特異点 x = cj における特性指数の次数の最大値）．

例 2.1. 方程式 (2.1)の GRSが以下で与えられているとする（以下のどちらも同じものを表す）．
x = ∞ x = 0

[a0 + a1x+ a2x
2](2) [c1](2)

b0 + b1x c2
c0 + b1x c3

 =


x = ∞ (1) (2) x = 0
[a0](2) [a1]2 [a2]2 [c1](2)

b0 [b1]2 [0]2 c2
c0 c3

 . (2.3)

重複があるときは [ ]2 のように表し，定数項は重複に応じて 1ずつ増えるので [ ](2) と書いている．
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(2.3)は方程式 (2.1)が 4階で漸近展開が以下で示される（8種の）解が存在することを意味する．

u(x) ∼ x−a0(1 + o(x−1))e−a1x− 1
2a2x

2

, x−a0−1e−a1x− 1
2a2x

2

(x → +∞),

∼ x−b0e−b1x, x−c0e−b1x (x → +∞),

∼ (1 + o(x))xc1 , xc1+1, xc2 , xc3 (x → +0).

この方程式のスペクトル型は 211|22|22, 211と表記され，それはm
(0)
0 |m(1)

0 |m(2)
0 ,m

(0)
1 を示す．な

お，特性指数の定数項は，Fuchs-Hukuharaの関係式 2a0 + b0 + c0 +2c1 + c2 + c3 = 6を満たす．

一般に，リジッド指数は

idxm = 2n2 −
p∑

j=0

Rj∑
r=0

(
n2 −

nj,r∑
ν=1

(
m

(r)
j,ν

)2)
(2.4)

で与えられ，Fuchs–Hukuharaの関係式は

p∑
j=0

nj∑
i=1

mj,νλj,i(0) = n− idxm

2
(2.5)

となる（cf. [17]）．たとえば上の例では

idx(211|22|22, 211) = −4.

スペクトル型mを持つ方程式 Pu = 0のアクセサリー・パラメータの個数は n− 1
2 idxmとな

る．既約方程式がアクセサリー・パラメータを持たないスペクトル型のときにリジッドといい，そ

れは条件 idxm = 2と同じである．

定義 2.2 (普遍開折). 不分岐不確定特異点と確定特異点のみをもつ微分方程式 Pu = 0に対し特異

点を正則パラメータとし，同じリジッド指数の Fuchs型方程式 P̃ u = 0 で，特異点を合流するこ

とによって Pu = 0が得られるものをもとの方程式の普遍開折（versal unfolding）という．

注意 2.3. 普遍開折 P̃ u = 0の GRSは Pu = 0の GRSから具体的に与えられ（cf. §1, [11, 17]）,

それは本質的に一意に定まる．例 2.1の GRSの普遍開折は
x = ∞ x = 1

t1
x = 1

t2
x = 0

[a0 − a1

t1
+ a2

t1t2
](2) [a1

t1
+ a2

t1(t1−t2)
](2) [ a2

t2(t2−t1)
](2) [c1](2)

b0 − b1
t1

[ b1t1 ](2) [0](2) c2
c0 − b1

t1
c3


で，合流は t1 = t2 = 0に対応する．

予想 2.4 ([11, 17]). 方程式 Pu = 0が既約ならば，普遍開折が存在する．

定理 2.5. リジッド指数が −2以上なら予想は正しい．

（リジッド） Fuchs型微分方程式
合流 //

普遍開折
oo （リジッド）不分岐不確定特異点型微分方程式
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3 Versal addition and middle convolution

微分方程式 Pu = 0 の空間には，解の変換に対応して可逆な変換（versal）addition や middle

convolution（[8]による導入から発展した）が定義され，これは GRSやスペクトル型の変換も引

き起こす．与えられた GRSを持つ方程式の存在問題（Deligne-Simpson-Katz問題）は，このよ

うな変換を用いることによって解決された（1 階 Fuchs 系では [1], 不分岐不確定も許す 1 階系で

は [6], 単独高階 Fuchs 型では [10]）．この変換はリジッド指数を変えないが，リジッド指数毎に

軌道は有限となる（Fuchs 型では [10], 不分岐不確定も許す場合は [7]）．特にリジッドな場合は，

自明な方程式 u′ = 0の単一軌道になり，リジッドな方程式は自明な方程式に additionと middle

convolutionを何回か施すことにより得られる．普遍開折の方程式 P̃ u = 0全体の空間には versal

addition（cf. [10]）と middle convolutionが作用する．この節では，これらについて解説する．

x変数の多項式係数の微分作用素環（Weyl代数）をW [x]とし，∂ := d
dx , ϑ := x ∂ とおく．

• Gauge変換 : ϕ(x)· : u(x) 7→ ϕ(x)u(x) から引き起こされる微分作用素環の変換 Ad
(
ϕ(x)

)
が addition

Ad
(
ϕ(x)

)
(∂) = ∂−ϕ′(x)

ϕ(x) , Ad
(
ϕ(x)

)
(x) = x, (3.1)

Ad
(
(x− c)λ

)
(∂) = ∂− λ

x−c , Ad
(
e(x−c)m

)
(∂) = ∂+m(x− c)m−1 (m ∈ Z),

で，[10, §2.3]で導入された versal additionは以下のものである．

AdV0
(c0,...,cm)(λ0, . . . , λm) := Ad

(
(x− c0)

λ0 exp
(∫ x

∞

m∑
k=1

λkds∏k
ν=0(s− cν)

))

= Ad

( m∏
i=0

(x− ci)
∑m

k=i

λk∏
1≤ν≤k, ν ̸=i(ci−cν )

)
,

(3.2)

AdV0
(c0,...,cm)(λ0, . . . , λm)(∂) = ∂−

m∑
k=0

λk∏
0≤ν≤k(x− cν)

, (3.3)

AdV( 1
c1

,..., 1
cm

)(λ1, . . . , λm) := Ad

(
exp

(
−

m∑
k=1

∫ x

0

λks
k−1ds∏

1≤i≤k(1− cis)

))

= Ad

( m∏
i=1

(1− cix)
∑m

k=i
λi

ci
∏

1≤ν≤k ν ̸=i(ci−cν )

)
,

(3.4)

AdV( 1
c1

,..., 1
cm

)(λ1, . . . , λm)(∂) = ∂+

m∑
k=1

λkx
k−1∏k

i=1(1− cix)
. (3.5)

• 一般階微分 Iµ(u)(x) :=
1

Γ(µ)

∫ x

0

u(t)(x − t)µ−1dt に対応する微分作用素の変換がmiddle

convolution mcµ である（積分の基点は，一般には u(x)の特異点にとる）．

mcµ(ϑ) = ϑ− µ, mcµ(∂) = ∂, Iµ(x
λ
+) =

Γ(λ+ µ+ 1)

Γ(λ+ 1)
xλ+µ
+
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となる．一般の P ∈ W [x]に対しては，P の係数の共通因子を削っておいて，係数の次数の最大値

が N のとき

xNP =
∑

Ci,jϑ
i ∂j ⇒ mcµ(P ) := ∂−m

∑
Ci,j(ϑ− µ)i ∂j ∈ W [x]

と定義される（[10]による）．ここで正整数mは上式の最後がW [x]の元となる最大整数）．

例 3.1. 古典的に知られている超幾何微分方程式の構成の例を挙げる（全てリジッド）．

Gauss hypergeometric : mcµ ◦Ad
(
xλ(1− x)λ

′)
(∂)

3F2 : mcµ2 ◦Ad
(
xλ2

)
◦mcµ1 ◦Ad

(
xλ1(1− x)λ

′)
(∂)

Appell’s F1 : mcµ ◦Ad
(
xλ(1− x)λ

′
(y − x)λ

′′)
(∂)

Appell’s F2, F3 : mcµ2
◦Ad

(
(y + x)λ2

)
◦mcµ1

◦Ad
(
xλ1(1− x)λ

′)
(∂)

Pu(x) = 0は x = 0と x = 1に特異点を持ち, (0, 1)内には特異点がないとしよう．このとき，

特異点における漸近挙動は Iµ(u)により次のように変わる．

定理 3.2 ([10, 17] etc.). m0 > m1 > · · · > mk > 0 を満たす mj ∈ Qを考える．

(1) u(x) ∼ xλ (x → +0) ⇒ Iµ(u)(x) ∼
Γ(λ+ 1)

Γ(λ+ µ+ 1)
xλ+µ.

(2) u(x) ∼ xλ exp
(
− C0

xm0
− C1

xm1
− · · ·

)
(x → +0) and Re C0 > 0

⇒ Iµ(u)(x) ∼ (m0C0)
−µxλ+(m0+1)µ exp

(
− C0

xm0
− C1

xm1
− · · ·

)
.

(3) u(x) ∼ (1− x)λ
′

(x → 1− 0) and Re (λ′ + µ) < 0

⇒ Iµ(u)(x) ∼
Γ(−λ′ − µ)

Γ(−λ′)
(1− x)λ

′+µ.

(4) u(x) ∼ (1− x)λ
′
exp

( C′
0

(1−x)m0
+

C′
1

(1−x)m1
+ · · ·

)
(x → 1− 0) and ReC ′

0 > 0

⇒ Iµ(u)(x) ∼ (m0C
′
0)

−µ(1− x)λ+(m0+1)µ exp
( C′

0

(1−x)m0
+

C′
1

(1−x)m1
+ · · ·

)
.

上の結果は直接計算で示すことができるが，合流と絡めて考えてみよう．Iµ によって，∞以外
の確定特異点での特性指数は µ増えることに注意しよう．Fuchs型の Riemann scheme

x = − 1
n 0 1 · · ·

−nλ nλ+ λ′ ∗ ∗ ; x

∗ ∗ ∗ ∗


Iµ−→


x = − 1

n 0 1 · · ·
−nλ+ µ nλ+ λ′ + µ ∗ ∗ ; x

∗ ∗ ∗ ∗


を持つとして，x ∈ (0, ϵ), Reλ > 0, n → ∞ に対応する合流を考える．

× × ×

x

��

− 1
n 0 1

n→∞ //

un(x)を特性指数 nλ+ λ′′ に対応する原点での局所解とする（定数倍は以下で定める）と

un(x) = xnλ+λ′
φn(x) (φn(0) ̸= 0)

∼ xnλ+λ′
(x+ 1

n )
−nλ ∼ nnλxnλ+λ′

(x → +0)

= xλ′
(1 + 1

nx )
−nλ → xλ′

e−
λ
x (n → ∞),
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Iµ(un)(x) ∼ Cnx
nλ+λ′+µ(x+ 1

n )
−nλ+µ ∼ Cnn

nλ−µxnλ+λ′+µ (x → +0)

= Cnx
λ′+µ(x+ 1

n )
µ(1 + 1

nx )
−nλ → Cxλ′+2µe−

λ
x (n → ∞).

ここで Cn はある定数で C = limn→∞ Cn. 定理 3.2 (1) より

Cnn
nλ−µ ∼ Γ(nλ+ λ′ + 1)

Γ(nλ+ λ′ + µ+ 1)
nnλ (λ′′ = nλ+ λ′),

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

Γ(nλ+ λ′ + 1)

Γ(nλ+ λ′ + µ+ 1)
nµ = lim

n→∞
(nλ)−µnµ = λ−µ

が分かるので，合流によってm0 = 1, k = 0の場合の定理 3.2 (2) が分かる．

注意 3.3. (1) 一般には，定理 3.2における漸近挙動は，特異点（今の場合は 0と 1）を頂点とす

る角領域で与え，Iµ の積分路は特異点の近傍ではその角領域内を通るように取る．

(2) 各特異点での重複度最大の特性指数が 0（無限遠点では定数）となるように additionを施し，

適当な µ で middle convolution mcµ を施すと，方程式の階数が下がることが多い．これを Katz

reductionと呼ぼう（cf. [5, 8, 10, 17]). 特に（分岐不確定特異点のない）リジッドな方程式はKatz

reduction を続けると最終的に 1 階の自明な方程式 u′ = 0 に行き着く．このことと定理 3.2 とか

ら, [10, Theorem 12.6] （cf. [9, 15]）では，リジッド Fuchs型の方程式の接続公式を得た．同様

にして，[14]では不確定特異点における局所モノドロミーを与えた．

(3) Katz reductionの逆をたどり，additionを全て versal additionで置き換えることによって，

元のリジッドな方程式のリジッドな Fuchs型方程式の中への埋め込み（普遍開折）が得られる．

Katz reduction を行っても階数が減らないスペクトル型を basic なスペクトル型と呼ぶが, 同

じリジッド指数をもつ basicなスペクトル型は有限個しかない（cf. [7, 11]）．リジッド指数が −2

以上の basicなスペクトル型のリストが [7]で得られ，対応する方程式の普遍開折の存在が，普遍

開折の GRSをもつ Fuchs型方程式を具体的に構成する（構成法は [10]でそれを数式処理上で実現

したのが [16]）ことによってわかり，リジッドな場合と同様に予想が成り立つこと，すなわち定理

2.5が得られる．

4 Examples

4.1 11|11|11 : 普遍 Gauss超幾何

§1 で考察した方程式は P̃ = mcµ′ ◦AdV( 1
t1

, 1
t2

)(λ
′
1, λ

′
2) ∂ で，それから解の積分表示も得られる．

4.2 111|21|21 : 普遍一般超幾何

3F2(x)の合流に対応する普遍開折は，c = 1
t1
, 1

t2
, ∞として以下の解をもつ．∫ x

c

∫ t

c

exp
(
−
∫ s

0

λ1(1− t2u) + λ′
1u

(1− t1u)(1− t2u)
du

)(
t− s

)µ1−1(
1− t1t

)λ2
t1
(
x− t

)µ2−1
ds dt．
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4.3

p+1 copies of 11︷ ︸︸ ︷
11|11| · · · |11 idxm = 6− 2p (p = 2 : Gauss, p = 3 : Heun)

P̃ =

p∏
j=1

(
1− tjx

)
∂2 +

( p∑
j=1

λjx
j−1

)
∂ + µ

(
λp − (−1)p(µ+ 1)

p−1∏
j=1

tj

)
xp−2 +

p−3∑
j=0

rjx
j

r0, . . . , rp−3 はアクセサリー・パラメータ．
x = ∞ x = 1

tj
(j = 1, . . . , p)

µ 0
(−1)pλp

t1···tp − µ− 1
∑p

i=1 tp−i
j λi

tj
∏

1≤i≤p, i ̸=j(tj−ti)
+ 1

 ,

 x = ∞
µ

p− 1− µ+ λ1x+ · · ·+ λpx
p

 =

 x = ∞ (1) · · · (p)
µ 0 · · · 0

p− 1− µ λ1 · · · λp

 (∀tj = 0).

4.4

p+1 copies of 1(p−1)︷ ︸︸ ︷
1(p− 1)|1(p− 1)| · · · |1(p− 1) versal Jordan-Pochhammer (FD)

P̃ = mcµ ◦AdV( 1
t1

,..., 1
tp

)(λ1, . . . , λp) ∂ =

p∑
k=0

pk(x) ∂
p−k,

p0(x) =

p∏
j=1

(1− tjx), q(x) =

p∑
k=1

λkx
k−1

p∏
j=k+1

(1− tjx),

pk(x) =

(
−µ+ p− 1

k

)
p
(k)
0 (x) +

(
−µ+ p− 1

k − 1

)
q(k−1)(x).


x = ∞ x = 1

ti
(i = 1, . . . , p)

[1− µ](p−1) [0](p−1)
p∑

i=1

(−1)iλi∏
1≤ν≤i cν

− µ

p∑
k=i

λk

ci
∏

1≤ν≤k
ν ̸=i

(ci − cν)
+ µ

 ,


x = ∞

[1− µ](p−1)

(p− 1)µ+

p∑
i=1

λix
i

 (∀ti = 0)

p = 3のときの普遍開折の Fuchs型方程式は確定特異点 4個をもつが，その特異点も変数と考え

ると，多変数の超幾何（Appellの F1 の方程式）が得られる．特異点を {0, 1, 1− y, ∞}として，
その方程式の解を考えてみよう（(x, y)は原点の近傍にあるとする）．

u(x, y) := xλ1(1− x)λ2(1− y − x)λ3 = xλ1(1− x)λ2+λ3
(
1− y

1− x

)λ3

=

∞∑
m,n=0

(−λ2 − λ3 + n)m(−λ3)n
xλ1+m

m!

yn

n!

Iµ−→
∞∑

m,n=0

Γ(λ1 + 1)

Γ(λ1 + µ+ 1)
· (−λ2 − λ3 + n)m(−λ3)n(λ1 + 1)m

(λ1 + µ+ 1)m

xλ1+m+µ

m!

yn

n!

=
Γ(λ1 + 1)

Γ(λ1 + µ+ 1)
xλ1+µ

∞∑
m,n=0

(−λ2 − λ3)m+n(λ1 + 1)m(−λ3)n
(λ1 + µ+ 1)m(−λ2 − λ3)n

xm

m!

yn

n!
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5 Confluence/unfolding of Pfaffian form and KZ type

リジッドな単独 Fuchs型方程式は，1階の Schlesinger型

du

dx
=

n∑
j=1

Aj

x− xj
u (5.1)

表示をもつ．Aj は正方の定数行列で，x1, . . . , xn と∞ が特異点である．この形式での Katz の

additionとmiddle convolutionは [2]で論じられた．一方，上記リジッド方程式は x0 = xのほか

x1, . . . , xn も変数とみなすと KZ型（Knizhnik-Zamolodchikov）方程式

∂ u

∂ xi
=

∑
0≤ν≤n, ν ̸=i

Ai,ν

xi − xν
u (i = 0, . . . , n) (5.2)

に（本質的に一意に）拡張されるが，このことも additionと middle convolutionを用いて示され

た（cf. [3, 4, 12, 13]）．なお，Ai,j は可積分条件

Ai,j = Aj,i, [Ai,j , Ak,ℓ] = [Ai,j , Ai,k +Aj,k] = 0 (#{i, j, k, ℓ} = 4) (5.3)

を満たす．

定理 5.1. リジッドで分岐不確定特異点を持たない P1 上の方程式の普遍開折は，多変数化によっ

て合流型 KZ型方程式の普遍開折に拡張される．

リジッドな普遍開折は，自明な方程式から versal additionとmiddle convolutionを繰り返し施

すことによって得られるので，それに対応することを KZ型方程式で考えればよい．それにはたと

えば (5.1)を以下のように書き直せばよい（不確定特異点の状況に応じて変えるのがよい）．

du

dx
=

( n∑
j=1

Aj

x− xj

)
u =

( n∑
j=1

Cj

(x− x1)(x− x2) · · · (x− xj)

)
u (5.4)

=
( n∑
j=1

C ′
jx

j−1

(1− y1x)(1− y2x) · · · (1− yjx)

)
u. (5.5)

(versal) additon は，（パラメータを含む）定数行列 Aj や Cj に（パラメータを含む）スカラー

行列を加えることである．middle convolutionは Iµ で定まる関数の変換に対応して定義された．

上の (5.4)の右端を用いた場合は

u 7→ ũ =


Iµ

u
x−x1

Iµ
u

(x−x1)(x−x2)...
Iµ

u
(x−x1)···(x−xn)


という変換を考えればよい．このとき Cj はある C̃j に変換されるが，さらに C̃j 達に非自明な最大

不変真部分空間が存在する場合は，それによる商空間上に線型変換 C̃j が誘導する行列 C̄j によっ

て middle convolutionが定義される．以下，例を示す．
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si,j1···jk :=

k∏
ν=1

(xi − xjν )

とおくと，n = 3のときは

C̃1 =

C1 C2 C3

0 0 0
0 0 0

+ µ

1
1

1

 , C̃2 =

 0 0 0
C1 C2 C3

0 0 0

+ µ

0 0 0
1 s2,1 0
0 1 s3,1

 ,

C̃3 =

 0 0 0
0 0 0
C1 C2 C3

+ µ

0 0 0
0 0 0
1 s2,1 s3,12

 .

たとえば，n = 3で x1 と x2 の合流に対する普遍開折では，(x0, x1, x2, x3) = (x0, y, y + e, x3)

という変数を用いればよい．方程式系を

∂ u

∂ x0
=

(
C01

x0 − y
+

C02

(x0 − y)(x0 − y − e)
+

C03

x0 − x3

)
u,

∂ u

∂ x3
=

(
C30

x3 − x0
+

C31

x3 − y
+

C32

(x3 − y)(x3 − y − e)

)
u,

∂ u

∂ y
=

( ∑
j=0,3

Cj1

y − xj
−

∑
j=0,3

C2j

(y − xj)(y + e− xj)

)
u

と表しておくと（Cij = Cji）

C̃10 =

C01 + µ C02 C03

0 µ 0
0 0 0

 , C̃13 =

C31 + C03 0 −C0,3

0 C31 + C03 0
−C01 −C02 C31 + C01

 ,

C̃20 =

 0 0 0
C01 + µ C02 + eµ C03

0 0 0

 , C̃23 =

 C32 0 0
C03 C32 + eC03 −C03

−C02 −eC02 C32 + C02

 ,

C̃30 =

 0 0 0
0 0 0

C01 C02 C03 + µ


などとなる（C̃ij = C̃ji）．
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