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1 はじめに

筆者は最近数式処理の数学教育への活用を試み，その結果の一つとして 2014年 12月の数理解析研究所での

研究集会では，数式などで表された曲線や曲面を 3次 Bézier曲線を使って綺麗に描画する新たな方法を提示

し，Risa/Asirと TEXを用いた実現を示した（cf. [O1, O2]）．数式で表された滑らかな曲線に対する近似精

度が高いことに注目した高遠氏から，「定積分

∫ x

0

e−t2dtの数値積分に適用したが，思ったような精度になら

ない」という問い合わせを 2015年 9月にいただいた．原因は単純なプログラムミスであったが，3次 Bézier

曲線による曲線の近似を用いて，このような定積分や曲線で囲まれた領域の面積の計算するプログラムを

Risa/Asir上で作成した（cf. [O5, O6]）．今回は，そのようなプログラム, および関連する話題（Risa/Asir

における積分計算）について紹介したい．

2 いくつかの通過点を順に指定した曲線の描画

n次の Bézier曲線は，始点 B0 と終点 Bn を結ぶ曲線で，途中の (n−1)個の制御点 B1, . . . , Bn−1 を用いて

[0, 1] ∋ t 7→ P (t) = P (B0, . . . , Bn; t) =
n∑

i=0

(
n

i

)
ti(1− t)n−iBi (1)

と定義される．高次のものほど表現能力は高くなるがより複雑になることもあり，3次 (cubic) Bézier曲線で

の表現能力で十分なことが多いので，3次 Bézier曲線が最も広く用いられている．たとえば PDFファイルは

3次 Bézier曲線描画を埋め込むことによる滑らかな曲線描画をサポートしている．

通過点 P0, P1, . . . , PN を順に通過する滑らかな平面曲線の描画を考えてみよう．隣り合った P0 と P1 と

を，次に P1 と P2 とを, · · · , 最後に PN−1 と PN とをそれぞれ 3次 Bézier曲線で結び，全体として C1 級の

曲線になることを要請する．たとえば P1 と P2 とを結ぶ 3次 Bézier曲線は，その制御点 Qと Rを指定する

ことで定まるが，それには前後の 2点 P0 と P3 の情報を使うのが妥当であろう．

最も広く用いられている Catmull-Rom スプライン曲線は

−−→
P1Q = 1

6

−−−→
P0P2,

−−→
P2R = 1

6

−−−→
P3P1 (2)

によって制御点を定めるが，筆者は [O2, O4]において，曲線の曲がり具合を考慮した

−−→
P1Q = c

−−−→
P0P2,

−−→
P2R = c

−−−→
P3P1,

P1Q+ P2R

P1P2

=
2

3(1 + cos θ
2 )

(3)
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を提案した．ただし θ は
−−−→
P0P2 と

−−−→
P1P2 との成す角で，P0, P1, P2, P3 が一直線上に等間隔で並んでいれば

θ = 0である（このとき c = 1
6）．

•
B0

•
B3

×
B1

×
B2

::

VV

•
C0

•C1

•C2

•D0
•D1

•
P (t)

t
//

t
��

t

		

θ

•
P0

•
P1 •

P2

•
P3

×
Q

×
R44

))

−−→
P1Q = c

−−−→
P0P2,

−−→
RP2 = c

−−−→
P1P3,

P1Q+P2R

P1P2
= 4

3(1+cos θ
2 )

定数 cは

c =
4P1P2

3(P0P2 + P1P3)

1

1 +

√
1
2

(
1 + (

−−−→
P0P2,

−−−→
P1P3)

P0P2·P1P3

) (4)

によって計算できるが，円周上に P0, P1, . . .が等間隔に並んだときに円弧のよい近似を与えるように定めてい

る（なお，Bézier曲線は正確な円弧を描くことはできない）．

円周上に点が等間隔に並んだときの中心からの相対誤差

は，隣り合った点の中心角が 120◦以下なら 0.16%以下に，

90◦ 以下ならば 0, 028%以下に抑えられ，描かれる曲線は

円弧上またはその外側になる．右の図は，円周上に 3点を

取り，そこを通る曲線を (2)によって描いたものと (3)に

よって描いたものである（×は計算された制御点を示す）．
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3 Bézier曲線での近似を用いた定積分の計算

平面上の閉曲線 γ(t)が，区分的 Bézier曲線

C : [0, N ] ∋ t 7→ γ(t) =
(
x(t), y(t)

)
= γk(t− k) =

(
xk(t− k), yk(t− k)

)
(k ≤ t ≤ k + 1, 0 ≤ k < N)

(5)

で与えられているとき，この閉曲線で囲まれた部分の（符号付き）面積 S は

S =

∫ N

0

y(t)dx(t) =

∫ N

0

y(t)x′(t)dt =
N−1∑
k=0

∫ 1

0

yk(t)x
′
k(t)dt (6)

となる．ここで符号付きとは, 時計回りに 1 回囲まれている場合は通常の面積で，逆回りで囲まれている場

合はその −1 倍となる．γk(t) が 3 次 Bézier 曲線ならば，yk(t)x
′
k(t) は 5 次多項式で, (6) の計算は極めて

簡単である．なお，C が閉曲線でない場合は，S は曲線 C と x = γ(N) と x = γ(0) と y = 0 とで囲まれ

た部分 (向きは C で定まる) の面積となる．特にある実数 a に対して x(t) = t + a (0 ≤ t ≤ N) ならば,

S =

∫ a+N

a

y(x)dxである．
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曲線上に何点か点を取り，その点を通る曲線を前節の方法で複数の 3次 Bézier曲線による近似を行い，上

の方法で積分の計算を行うことを考える．

特長．i) 上の方法による閉曲線で囲まれた部分の計算のアルゴリズムは，回転不変性がある．

ii) 曲線上の点は（パラメータに対して）等間隔に選ぶ必要はない．複雑な部分や特異点の近くでは，より

細かく取ると，元の曲線により近い近似曲線が得られるであろう．

iii) もとの曲線への近似度が高いということは，より少ない曲線上の点で，積分計算の近似の度合いが高い

ことを意味する．

iv) 複素数値関数の定積分は，実部と虚部に分けることにより，実数値関数の定積分の計算に帰着される．

v) 上のことを用いて，複素積分の数値計算ができる．

vi) 無限区間の広義積分（たとえば

∫ ∞

−∞
e−x2

dx）は，積分区間を適当な変数変換で有界区間 (0, 1)に変換

することによって数値計算が出来る．

このようにして数値積分を実行したときの誤差は以下のようになった．

Bézier曲線を使った数値積分の相対誤差

非積分関数 積分範囲 指定 16分割 32分割 96分割 384分割 1536分割

(sin θ, cos θ) 0 ≤ θ ≤ 2π (−n,−) 6.8× 10−8 1.1× 10−9 1.5× 10−12 3.2× 10−17 8.7× 10−20

Cardioid −π ≤ θ ≤ π (n,−) 5.4× 10−4 3.1× 10−5 3.8× 10−7 1.5× 10−9 5.8× 10−12

x sinx 0 ≤ x ≤ π (−n,−) 2.9× 10−4 1.8× 10−6 2.2× 10−8 8.7× 10−11 3.4× 10−13

sin x
x 0 < x ≤ π (−n,−) 1.5× 10−6 9.5× 10−8 1.2× 10−9 4.6× 10−12 1.7× 10−14

1
x2+1 −∞ < x <∞ (n,−) 1.3× 10−5 1.3× 10−7 8.5× 10−10 4.7× 10−12 2.1× 10−14

e−x2 −∞ < x <∞ (n,−) 7.1× 10−4 1.3× 10−4 2.6× 10−6 1.1× 10−8 4.3× 10−11

x−
3
2 1 ≤ x <∞ (n,−) 7.1× 10−2 4.9× 10−2 2.8× 10−2 1.4× 10−2 7.0× 10−3

x−
3
2 1 ≤ x <∞ (n,−)16 5.9× 10−6 4.5× 10−5 2.8× 10−5 1.4× 10−5 6.9× 10−6

x−
3
2 1 ≤ x <∞ (n, 1) 3.0× 10−4 3.8× 10−5 1.4× 10−6 6.6× 10−9 2.6× 10−11

1
x2+

√
−1

−∞ < x <∞ (n,−) 2.3× 10−3 1.7× 10−4 2.6× 10−6 1.9× 10−8 8.1× 10−11

e
1
z |z| = 1 (−n,−) 7.6× 10−5 4.1× 10−6 4.8× 10−8 1.9× 10−10 7.3× 10−13

最初の (sin θ, cos θ) (0 ≤ θ ≤ 2π) は単位円を時計回りに一周する曲線を表すので，単位円の面積の数値計

算となる．近似曲線は単位円上またはそれより外側となって，単位円は近似閉曲線の内部に含まれるので，計

算される面積 S は単位円の面積 π より大きくなる．32分割とあるのは，円上に等間隔に 32点を取って，そ

こを通る近似曲線をもとに計算をしたということで，このときの相対誤差 S−π
π が約 1.1× 10−9 であることを

上の表は示している．

2番目の Cardioidは
(
(1 + cos θ) cos θ, (1 + cos θ) sin θ

)
(−π ≤ θ ≤ π)というカージオイド曲線で囲まれ

た領域の面積の数値計算例である．

積分区間が (−∞,∞)の積分

∫ ∞

−∞
f(x) dxに対しては，正定数 C を用いた変数変換

ϕC : (0, 1) ∋ t 7→ x = 1
C ( 1

1−t −
1
t ) ∈ (−∞,∞), (7)

ψC : (0, 1) ∋ t 7→ x = 1
C

(
e

1
1−t − e

1
t

)
∈ (−∞,∞). (8)

で，有界区間 (0, 1)上の積分に直すことができ，[O6]ではそれを用いている．
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関数 f(x)が |x| → ∞のとき |f(x)| = O(x−2)を満たすならば，一般に ϕC を用いる方が ψC を用いるより

よい結果をもたらすことが多い．

積分

∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
の場合は

f = 1
x2+1

543210−1−2−3−4−5
oo //

1

という曲線の積分であるが，[O6]におけるデフォルトの ϕ2 の場合，exp=1を指定した場合の φ12，exp=2を

指定した場合の φ24，それぞれの場合に (0, 1)上の積分に変換したときの披積分関数のグラフを図示すると

cmpf(f)

10

8

7

6

5

4

3

2

1

cmpf(f |exp=1)

10

8

7

6

5

4

3

2

1

cmpf(f |exp=2)

10

8

7

6

5

4

3

2

1

となり，相対誤差の表はデフォルトの変換による数値積分の相対誤差である．

この仮定を満たさない

∫ ∞

0

dx

x
3
2 + 1

の場合，[O6]におけるデフォルトの（有理関数による）変換と exp=1

を指定した変換で (0, 1)区間上の積分に直したときの披積分関数のグラフは

f = 1

x
3
2 +1

543210
//

1

cmpf(f)

10

8

7

6

5

4

3

2

1

cmpf(f |exp=1)

10

8

7

6

5

4

3

2

1

のようになり，exp=1を指定するのが望ましい．

相対誤差評価の表の

∫ ∞

1

x−
3
2 dx も上に述べた

∫ ∞

0

dx

x
3
2 + 1

のときと同様である．

相対誤差の表は [O6]における計算結果であるが，表における (n,−)は特別の指定なしのデフォルトでの計

算，(n,−) は閉曲線であることを指定したデフォルトの計算，(n, 1) はオプション\exp=1 を指定した計算，

(n,−)16 は prec=16 を指定した計算（これは必要に応じて局所的に 16 段階まで分割を増やすことを許すこ

と）を意味している．∫ ∞

−∞

dx

x2 +
√
−1
は複素数値関数の広義積分，

∫
|z|=1

e
1
z dz は複素積分である．
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4 Risa/Asir上での様々な積分計算

この節では，Risa/Asir上で [O6]を用いることによって現時点で可能な積分計算について述べる．[O6]の

os_muldif.rr というモジュールを読み込むことによりサポートされる．os_muldif.rr 内の関数を呼び出

すには関数名の頭に os_md. を付加する．現時点で os_muldiff.rrには約 330個の関数が含まれている（昨

年同時期は 250個余り，一昨年同時期は 150個程度．マニュアルは os_muldif.pdf）．

4.1 数値積分

数値積分に関しては，現時点で以下がサポートされている（cf. os_muldif.pdf)．

• 区間 [a, b]での実数値関数 f の数値積分（nは分割点の個数）

a = "-" は −∞を，b = "+" は +∞を意味する．
変数が xでなくて tのときは，[a,b] を [t,a,b] とする．

[a, b]の外でも f が滑らかに定義されているときは，分割点の個数の −1倍を nとする．

fint(f,n,[a,b]|exp=c,int=k,prec=v)

• 区間 [a, b]での複素数値関数 f の数値積分（nは分割点の個数）

fint(f,n,[a,b]|cpx=1,exp=c,int=k,prec=v)

• 複素数値関数 f の C1 級曲線 [a, b] ∋ t 7→
(
ϕ(t), ψ(t)

)
に沿った複素積分

f の変数は複素数 zとその実部 xと虚部 yを用いることができる．

fint(f,n,[[ϕ,ψ],[a,b]]|exp=c,int=k,prec=v)

• 複素数値関数 f の区分的 C1 級曲線に沿った複素積分（f の変数は z, x, y）

fint(f,n,[[[ϕ1,ψ1],[a1,b1]],[[ϕ2,ψ2],[a2,b2]]. . .]|exp=c,int=k,prec=v)

• 点 (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)を順に繋ぐ折線に沿った複素数値関数 f の複素積分

fint(f,n,[[a1,b1],[a2,b2],. . .,[an,bn]]|exp=c,int=k,prec=v)

• 点 (a1, b1), . . . , (an, bn), (a1, b1)を順に繋ぐ閉じた折線に沿った複素数値関数 f の複素積分

fint(f,n,[[a1,b1],[a2,b2],. . .,[an,bn],-1]|exp=c,int=k,prec=v)

• 曲線 C : [a, b] ∋ t 7→
(
ϕ(t), ψ(t)

)
に沿った線積分

∫
C
y dx

無限区間，すなわち a = "-"（−∞を意味する）, b = "+"（+∞を意味する）も可
areabezier([[ϕ,ψ],n,[t,a,b]]|exp=c,int=k,prec=v)

• z変数の有理式 p
q（q は多項式）の ∀fj > 0で表される領域の周での複素積分（留数計算）

fresidue(p,q|cond=[f1,f2, . . .],sum=2)

• 滑らかな閉曲線 C : [a, b] ∋ t 7→
(
ϕ(t), ψ(t)

)
で囲まれた領域の面積（曲線が時計回りならその −1倍)

areabezier([[ϕ,ψ],n,[t,a,b]]|int=k,prec=v)

• 点 (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)を順に通り始点にもどる折線で囲まれた多角形の面積

areabezier(xylines([[a1,b1],...,[an,bn]]|close=1))

• 点 (a1, b1), (a2, b2), . . . , (an, bn)を順に通り始点にもどる滑らかな閉曲線で囲まれた部分の面積

areabezier(xylines([[a1,b1],...,[an,bn]]|close=1,curve=1))
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• 区分的 Bézier曲線 ℓで囲まれた部分の面積（ℓは lbezierで扱われるデータ形式のいずれか）

areabezier(ℓ)

4.2 留数

複素数変数 z の有理式 p
q の留数の計算を行う．ただし，q は z の多項式で，pは正則とする．可能な限り正

確な値を求める．それが出来ないときは近似計算を行う．

• z変数の多項式 q を分母とする有理式 p
q の特異点と留数のリストを得る

fresidue(p,q)

• f1 > 0, f2 > 0, . . .を満たす領域内での有理式 p
q の特異点と留数のリストを得る

fj は，z, x, yの（リスト形式）関数（z = x+ yi）

fresidue(p,q|cond=[f1,f2, . . .])

• 条件を満たす留数の和を求める
fresidue(p,q|cond=[f1,f2, . . .],sum=1)

• 条件を満たす留数の和の 2π
√
−1倍を求める

fresidue(p,q|cond=[f1,f2, . . .],sum=2)

• load("sp")によって af_noalg()を使えるようにおくと，正確な値が求められる範囲が拡がる．

実行例は以下の通りで

[0] os_md.fresidue(z^2,(z^2+1)^2);

[[(1*@i),(-1/4*@i)],[(-1*@i),(1/4*@i)]]

[1] os_md.fresidue(16,z^4+4);

[[(-1+1*@i),(1-1*@i)],[(-1-1*@i),(1+1*@i)],[(1+1*@i),(-1-1*@i)],

[(1-1*@i),(-1+1*@i)]]

[2] os_md.fresidue(16,z^4+4|cond=[y]);

[[(-1+1*@i),(1-1*@i)],[(1+1*@i),(-1-1*@i)]]

[3] os_md.fresidue(16,z^4+4|cond=[y],sum=1);

(-2*@i)

[4] os_md.fresidue(16,z^4+4|cond=[y],sum=2);

4*@pi

[5] os_md.fresidue(3*z^4,z^6+1|cond=[y],sum=2);

2*@pi

[6] os_md.fresidue(3*z,z^3+@i|cond=[y],sum=2);

2*@pi

[7] os_md.fresidue(e^(@i*z*xi),z^2+1|cond=[y],sum=2);

((e)^(-xi))*@pi
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[4], [5], [6], [7]（ξ ≥ 0）は，留数計算により以下の積分計算を得ている．∫ ∞

−∞

16

x4 + 4
dx = 4π,

∫ ∞

−∞

3x4

x6 + 1
dx = 2π,

∫ ∞

−∞

3x

x3 +
√
−1

dx = 2π,

∫ ∞

−∞

eixξ

x2 + 1
dx = e−ξπ.

4.3 不定積分（原始関数）

変数 xを変数とする関数 f の不定積分は

integrate(f,x) (9)

によって求められる（積分定数の +C は略される）．ここで，f は不定元のパラメータを含んでいてもよい．

主に教育用が目的のため，大学の微積分学で現れる不定積分の問題が扱えることを目標として開発した．数

式は TEXでの出力が可能であるので，それを用いて現時点で可能な不定積分の計算例を以下に挙げ，結果が

どのような形で求められているかの参考にして欲しい．すなわち∫ x

0

( 1cx
2 + a

b ) dx = 1
3cx

3 + a
bx,∫

x2ex dx = (x2 − 2x+ 2)ex,∫
xax dx =

(x log a− 1)ax

(log a)2
,∫

x2 sin cx dx = (− 1
cx

2 + 1
c3 ) cos cx+ 2

c2x sin cx,∫
4x log2(x+ 1) dx = (2x2 − 2) log2(x+ 1)− (2x2 − 4x− 6) log(x+ 1) + x2 − 6x,∫

2 dx

(x2 + a2)2
=

1

a3
arctan

x

a
+

x

a2(x2 + a2)
,∫

4 dx

(x2 − a2)2
=

1

a3
(
log(x+ a)− log(x− a)

)
− 2x

a2(x2 − a2)
,∫

dx

x2 − 2
=

√
2

4
log

x−
√
2

x+
√
2
,∫

dx

x4 + 1
=

√
2

8
log

x2 +
√
2x+ 1

x2 −
√
2x+ 1

+

√
2

4

(
arctan(

√
2x+ 1) + arctan(

√
2x− 1)

)
,∫

dx

x6 + 1
=

√
3

12

(
log(x2 +

√
3x+ 1)− log(x2 −

√
3x+ 1)

)
+ 1

6arctan(2x+
√
3) + 1

6arctan(2x−
√
3) + 1

3 arctanx,∫
x sinx · ex dx =

(
x(sinx− cosx) + cosx

)
ex,∫

tanx dx = − log cosx,∫
tan2 x dx =

sinx

cosx
− x,∫

dx

3 cosx+ 4 sinx
=

1

5
log

3 sin x
2 + cos x

2

sin x
2 − 3 cos x

2

,∫
arctanx dx = x arctanx− 1

2 log(x
2 + 1),
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∫
6(x2 + 1) arctan 1

x dx = (2x3 + 6x) arctan 1
x + x2 + 2 log(x2 + 1),∫

(2bx− a2x2)−
1
2 dx =

1

a
arcsin

a2x− ab

b
,∫ √

a2 − x2 dx =
1

2

(
x
√
a2 − x2 + a2 arcsin

x

a

)
,∫

dx√
x2 − 1

= log
(
x+

√
x2 − 1

)
,∫ √

x2 − 1 dx =
1

2

(
x
√
x2 − 1− log

(
x+

√
x2 − 1

))
,∫

dx√
x2 + a2

= log
(
x+

√
x2 + a2

)
,∫

2
√
x2 + a2 dx = x

√
x2 + a2 + a2 log

(
x+

√
x2 + a2

)
,∫ √

x dx

x+ 1
= 2

√
x− 2 arctan

√
x,∫

3
√
x dx

x+ 1
= 3 3

√
x−

√
3 arctan( 2

√
3

3
3
√
x−

√
3
3 ) + 1

2 log(
3
√
x2 − 3

√
x+ 1)− log( 3

√
x+ 1),∫ √

2− x

x
dx = x

√
2− x

x
− 2 arctan

√
2− x

x
,∫

dx

ex + e−x
= arctan expx,∫

x sinx+ cosx

x cosx
dx = log x− log cosx

を得ている．たとえば最後の 2つの積分は, TEXを用いない直接の表示では

[0] os_md.integrate(1/(@e^x+@e^(-x)),x);

atan(exp(x))

[1] os_md.integrate((sin(x)*x+cos(x))/(cos(x)*x),x);

log(x)-log(cos(x))

となる．

4.4 あとがき

「はじめに」で書いたように，2015年の秋に Risa/Asirで数値積分を計算する関数を書いた．一方，数式

処理は大学での数学教育に有用であり，微積分学や複素関数論では，数値積分より初等関数の不定積分や留数

計算を正確に求めることが要請される．そのため，数値積分計算の関数を書いた後，不定積分や留数計算を求

める関数を 2015年 11月に作成した．

[O3]では，行列を行基本変形で簡約型に直す関数を解説した．教育目的のため，最終的な簡約型のみを求め

るのでなくて，（計算機にとって簡単な方法とは限らない）人が実際に行う（のが推奨される）基本変形を行っ

て，その変形過程を込めて TEXで出力する，というものであった（要望が多かったので，問題を自動生成す

る関数も 2016年 2月に作成した）．

同様の理由から，初等関数の不定積分の計算は，微積分学で習得する方法に従うこととし，微積分学の演習

などに現れる多くの問題が正確に解けることを目標にしている．掲げた例は現時点で解ける典型例であり，一
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般的にどのようなものが解けるかの例示となっている．

注意. i) 不定積分では，積分変数以外の不定元が披積分関数のパラメータとして入っていることを許す．不

定元は実数のパラメータとみなされる．

ii) 三角関数や指数関数の適当な意味での簡約化が必要になる．そのため，これらの関数を複素変数の指数

関数に直し，指数関数の積公式を使って整理した後，実変数の指数関数と三角関数とに直す，という方法を用

いた．

iii) 有理関数の積分は部分分数展開において，（分母の）多項式の因数分解が必要となるが，有理数の 2次拡

大や
√
−1などを付加して因数分解が可能であることを要請している，不定元 aなどの拡大体が必要な場合は

対応していない（たとえば
√
aなど）．よって

∫
dx

x2 + 2a2
は計算できるが，

∫
dx

x2 + 2a
には対応していない．

定積分は，不定積分が求まれば正確に計算できることが期待される．広義積分まで含めると，変数変換，関

数の極限値，関数（値）の簡約化など，Risa/Asirの関数の取り扱いを含め，よりよい結果を得るための検討

の余地や問題点は沢山ある．
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