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f(z) : 複素平面 C内の領域 U 上の正則関数
U 内の各点 cの近く（近傍）で収束べき級数で表せる
f(z) = a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + · · ·+ an(z − c)n + · · ·

整関数 : 複素平面全体で正則な関数，たとえば多項式，ez, sin z

導関数 : f ′(z) = a1 + 2a2(z − c) + · · ·+ nan(z − c)n−1 + · · ·
原始関数 : F (z) = C + a0(z − c) + a1

2 (z − c)2 + · · ·+ an

n+1 (z − c)n+1 + · · ·

実関数の積分 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(γ(t))γ′(t)dt = F (b)− F (a)

γ : [α, β] 7→ R, γ(α) = a, γ(β) = b

a = t0 < t1 = a+ b−a
N

< · · · < tj = α+ j(b−a)
N

< · · · < tN = b∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f
(
γ(t)

)
γ′(t)dt =

N−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

f
(
γ(t)

)
γ′(t)dt

= lim
N→∞

N−1∑
j=0

f
(
γ(tj)

)
γ′(tj)(tj+1 − tj)



= lim
N→∞

N−1∑
j=0

f
(
γ(tj)

)(
γ(tj+1)− γ(tj)

)
= lim

N→∞

N−1∑
j=0

Fj

(
γ(tj+1)

)
− Fj

(
γ(tj)

)
= F (b)− F (a)

和の各項の差は o( 1
N )の誤差

γ : [α, β] → C が，f(z)の一つの収束円の中に入っていれば，γ が C内の曲線
C であっても正しい

a b

y = f(x)

γa b

γ̃

a

b

U

γ

•· · · · · · · •

複素積分. γ が複素平面内の曲線 C で, f(z)はその曲線に沿って正則とする
複素積分∫

C

f(z)dz

が同様に定義できる
原始関数 F は収束円内では存在するので，N を大きく取り，曲線を細分して，F ′

j＝ f と
なる Fj を使って定義してもよい．Fj の差は定数なので，Fj の取り方に依らない

|f(z)| ≤ M (z ∈ C) ⇒
∣∣∣∣∫

C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ M |C| (|C|は曲線 C の長さ）



−C は −γ : [−β,−α] 3 t 7→ γ(−t) ∈ Cで定義される曲線（向きが逆）∫
−C

f(z)dz = −
∫
C

f(z)dz

収束円内部では，積分の値は，曲線の取り方によらず曲線の始点と終点で決まる
コーシーの積分定理. 積分路の始点と終点を固定しておけば，正則領域 U 内で
曲線を連続変形しても積分値は変わらない. 特に，閉曲線 C の場合，それが領域
内で一点に変形できれば

∫
C

f(z)dz = 0

U·ẽ1
·e1 ·ẽ2

·e2

γ̃

γ

⟲
⟲

⟲

a

b

C : a → e1 → e2 → b→ ẽ2 → ẽ1 → a

C1 : a → e1 → ẽ1 → a

C2 : e1 → e2 → ẽ2 → ẽ1 → e1

C3 : e2 → b→ ẽ2 → e2∫
Cγ

−
∫
Cγ̃

=

∫
C

=

∫
C1

+

∫
C2

+

∫
C3

= 0

閉曲線 : 始点と終点が同じ曲線
単純閉曲線 : 自分自身と交わらない閉曲線．反時計回りの向き（標準）



•
c

•c + r

|z − c| = r

重要な例
γ : [0, 2π] 3 t 7→ c+ reit ∈ C, γ′(t) = rieit∫

|z−c|=r

dz

(z − c)n
=

∫ 2π

0

rieit

(reit)n
dt

=

∫ 2π

0

ie(1−n)it

rn−1
dt

=


[

e(1−n)it

rn−1(1−n)

]t=2π

t=0
= 0 (n 6= 1)

2πi (n = 1)

d

dz

(z − c)1−n

1− n
= (z − c)−n : 原始関数

d

dz
log(z − c) =

1

z − c
⇒∫

|z−c|=r

dz

z − c
=
[
log(reit)

]t=2π

t=0
=
[
log r + it

]t=2π

t=0
= 2πi

∫
|z−c|=r

dz

(z − c)n
=

{
0 (n : 整数，n 6= 1)

2πi (n = 1)



コーシーの積分公式. f(z)は単純閉曲線 C とその内部領域 V で正則ならば

f(w) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − w
dz (w ∈ V )

U
V

•
w

C
|z−w|=r·a
·b

C̃ := C + La→b − C|z−w|=r − La→b∫
C̃

= 0 ⇒
∫
C

=

∫
|z−w|=r

1

2πi

∫
C

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∫
|z−w|=r

f(z)− f(w)

z − w
dz +

1

2πi

∫
|z−w|=r

f(w)

z − w
dz = f(w)

C : |z − c| = R, |w − c| < R ⇒

1

z − w
=

1

(z − c)− (w − c)
=

1

z − c

1

1− w−c
z−c

=

∞∑
n=0

1

z − c

(
w − c

z − c

)n

f(w) =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
|z−c|=R

f(z)

(z − c)n+1
dz

)
(w − c)n



DR(c) := {z ∈ C ; |z − c| ≤ R} ⊂ U ⇒ c でのべき級数は収束半径が R以上
U 上の正則関数の異なる導入 :

U 内の各点で複素微分可能 ⇒ コーシーの積分定理 ⇒ 収束べき級数で表せる

an :=
1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zn+1
dz, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

リウヴィルの定理. 適当な非負整数 nと整数M 対して |f(z)| ≤ M(|z|n +1) を
満たす整関数 f(z)は n次以下の多項式となる．特に有界な整関数は定数となる

m > n ⇒ |am| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zm+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ M(Rn + 1)

2πRm+1
2πR

R→∞−−−−→ 0

代数学の基本定理. n (> 0) 次の多項式 f(z)に対し，f(c) = 0を満たす c ∈ C
が存在する
そのような c が存在しないとすると， 1

f(z)
は整関数で lim

|z|→∞
1

f(z)
= 0 を満たし，複素平

面上で有界で定数となって矛盾



孤立特異点におけるローラン展開. f(z) : DR(c) \ {c}で正則．このとき

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − c)n
(
|z − c| < R

)
, an :=

1

2πi

∫
|z−c|=r

f(z)dz

(z − c)n+1

|z|=r2

×

•
w

· ·

|z|=r1

ab

0

c = 0とする． 0 < r2 < |w| < r1 < R, a = r1, b = r2

C := C|z|=r1 + La→b − C|z|=r2 + Lb→a

f(w) =
1

2πi

∫
C

f(z)dz

z − w
=

1

2πi

∫
|z|=r1

f(z)dz

z − w
− 1

2πi

∫
|z|=r2

f(z)dz

z − w

=

∞∑
n=−∞

anw
n
(
an =

1

2πi

∫
|z|=r

f(z)dz

zn+1
, n = −m− 1

)
1

z − w
=

1

z(1− w
z
)

=

∞∑
n=0

1

z

(w
z

)n
(|w| < |z| = r1)

= − 1

w(1− z
w
)
= −

∞∑
m=0

1

w

( z

w

)m
(|z| = r2 < |w|)

an 6= 0 となる最小の nを c における零点の位数，−nを極の位数という．n ≥ 0

のとき除ける特異点，n = −∞のとき真性特異点，−∞ < n < 0のとき極という



孤立特異点における留数

Res(f, c) := a−1 =
1

2πi

∫
|z−c|=r

f(z)dz

f(z)が z = cをm (≥ 1)位の極とするとき

Res(f, c) =

[
dm−1

dzm−1

(z − c)mf(z)

(m− 1)!

]
z→c

f(z) =
a−m

(z−c)m
+ · · ·+ a−1

z−c
+ a0 + a1(z − c) + · · ·

g(z), h(z)が z = cで正則で，g(z)が z = cを一位の零点とするとき

Res
(h
g
, c
)
=

h(c)

g′(c)

•
c1

•
c2

•

•
cm

C

留数定理. f(z) :単純閉曲線 C とその内部でm個の
孤立特異点 {c1, . . . , cm}を除いて正則ならば∫

C

f(z)dz = 2πi

m∑
j=1

Res(f, cj)



∫
|z|=1

f(z)dz

iz
=

∫ 2π

0

f(eiθ)dθ (z = eiθ,
deiθ

dθ
= ieiθ = iz)

r2 + 2r cos θ + 1 = r2 + r(eiθ + e−iθ) + 1 = r2 + r(z + 1
z ) + 1

= z−1(rz2 + (r2 + 1)z + r)

= z−1(rz + 1)(z + r)∫ 2π

0

dθ

r2 + 2r cos θ + 1
=

∫
|z|=1

dz

i(rz + 1)(z + r)

=


2πi lim

z→−r

z + r

i(rz + 1)(z + r)
=

2π

1− r2
(|r| < 1)

2πi lim
z→− 1

r

z + 1
r

i(rz + 1)(z + r)
=

2π

r2 − 1
(|r| > 1)

|r| < 1 ⇒ ·0 ·1•
−r

•
− 1

r |r| > 1 ⇒ ·0 ·1•
− 1

r
•
−r



∫ ∞

−∞

cos rx

x2 + 1
dx = πe−|r| (r : 実数)

•

•

i

−i

−R R

C+
R := {Reiθ ; θ ∈ [0, π]}

C̃R := L−R→R + C+
R∫

C̃+
R

ei|r|zdz

z2 + 1
= 2πiRes

( ei|r|z

z2 + 1
, i
)
= 2πi ·

[
ei|r|z

2z

]
z=i

= πe−|r|

=

∫ R

−R

cos rx

x2 + 1
dx+

∫
C+

R

ei|r|z

z2 + 1
dz∣∣ei|r|R(cos θ+i sin θ)

∣∣ = ∣∣ei|r|R cos θ−|r|R sin θ
∣∣ ≤ 1 (θ ∈ [0, π])∣∣∣∣∣

∫
C+

R

ei|r|z dz

z2 + 1

∣∣∣∣∣ ≤ πR

R2 − 1

R→∞−−−−→ 0

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + 1)2
= 2πi · Res

( 1

(z2 + 1)2
, i
)
= 2πi

[
d

dz

(z − i)2

(z2 + 1)2

]
z→i

= 2πi

[
d

dz

1

(z + i)2

]
z→i

= 2πi

[
−2

(z + i)3

]
z→i

=
π

2



z4 + 1 = (z − e
πi
4 )(z − e

3πi
4 )(z − e

5πi
4 )(z − e

7πi
4 )

210−1−2

1
y = 1

x4+1

•

•

•

•

e
πi
4e

3πi
4

−R R∫ ∞

−∞

dx

x4 + 1
= 2πi · Res

( 1

z4 + 1
, e

πi
4

)
+ 2πi · Res

( 1

z4 + 1
, e

3πi
4
)

= 2πi
([ 1

4z3

]
z=e

πi
4

+

[
1

4z3

]
z=e

3πi
4

)
=

πi

2
(e−

3πi
4 + e−

9πi
4 )

=
π

2
(e

πi
2 e−

3πi
4 + e

πi
2 e−

9πi
4 ) =

π

2
(e−

π
4
i + e

π
4
i) =

π√
2

定理. f(z) は単純閉曲線 C とその内部で正則で，C 上で零にならないとする.

このとき f(z)の C 内の零点の個数は以下で与えられる（重複度込み）
1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz

f(z) = am(z − c)m + am+1(z − c)m+1 + · · · ⇒ f ′(z)
f(z)

= m
z−c

+ b0 + b1(z − c) + · · ·

となるので，Res( f
′

f
, c) = m.

(
1

1−zg(z)
= 1 + zg(z) + z2(g(z))2 + · · ·

)



ルーシェの定理. f(z), g(z) は単純閉曲線 C とその内部で正則で，C 上で
は |f(z)| > |g(z)| が成り立つとする．このとき C 内の f(z) の零点の個数と
f(z) + g(z)の零点の個数は等しい

h(z) = 1 +
g(z)

f(z)
=

f(z) + g(z)

f(z)
とおくと

f ′(z) + g′(z)

f(z) + g(z)
=
(
log(f(z) + g(z))

)′
=
(
log(f(z)) + log(h(z))

)′
=

f ′(z)

f(z)
+

h′(z)

h(z)

曲線 C を γ : [α, β] 7→ γ(t) ∈ Cとするとき，曲線 Γを γ̃ : [α, β] 7→ h(γ(t)) ∈ Cとする∫
C

h′(z)

h(z)
dz =

∫ β

α

h′(γ(t)) · γ′(t)

h(γ(t))
dt =

∫ β

α

γ̃′(t)

γ̃(t)
dt =

∫
Γ

dw

w

Γ は 1 を中心とする半径 1 の円内の閉曲線なので，上の値は 0

よって前定理からルーシェの定理が分かる

適用例 : f(z) = zn, g(z)は (n− 1)次以下の多項式，C : |z| = R は大きな円
• z5 + z4 + z2 + 1 = 0は， 1

2 < |z| < 2の範囲に解を 5つ持つ
• 2zn = sin z を満たす z ∈ Cは |z| < 1の範囲で n個ある


