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古典型（A1 = B1 = C1, B2 = C2, A3 = D3，D2 = A1 +A1）
An Bn

Cn Dn (n ≥ 3)

例外型
G2 F4

E6

E7 E8

：空間の（線型独立な）ベクトル，線はベクトルの相互関係を表す
線で結ばれていない⇔ 互いに直交



Eugene Dynkin（1924～2014）

ユダヤ系ロシア人，モスクワ大学
目に問題があって兵役免除，ポジションには不遇

Gelfand (1903～2009) セミナーに参加（代数）
1947「半単純リー群の構造」Dynkin図形
1952「半単純リー環の半単純部分リー環」
その後は確率論の方が中心

Kolmogorov（1903～1987）の指導（確率論）
1952「マルコフ過程論」
1962 国際数学者会議（招待講演）

1977～ コーネル大（アメリカ）に移る
ロシアでは Dynkin diagramとは言わない
2009年 9月 Dynkinから mail を受け取った
「ルート系の部分ルート系」の研究と論文について



鏡映変換
平面の点は x = (x1, x2)，空間の点は x = (x1, x2, x3)と表せる
x = (x1, . . . , xn)：n次元ユークリッド空間の座標
O := (0, . . . , 0) : 原点
|x− y| =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 : 2点 x, y の距離

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn = |x| · |y| · cos∠xOy : xと y の内積
x⃗ ⊥ y⃗ ⇔ (x, y) = 0

超平面 H : H に直交するベクトル αと H に含まれる点 pで決まる
n = 2 ⇒ 直線 n = 3 ⇒ 平面
Hα,p = {x | (x− p, α) = 0}

α

p
H

xと y が H に対して鏡映の位置：x+y
2 ∈ Hα,p かつ (x− y) ⊥ Hα,p

sHα,p
(x) := y : Hα,p についての鏡映変換という

sHα,p
(x) = x− 2

(x− p, α)

(α, α)
α

x

y

pp′

Hα,p

α

(x−p,α)
(α,α) α

∵ (x− p, α) = (x− p′, α), x− p′ = cαとおける
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pp′
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α
Hα,p

x
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y

kα

2kαHα,p

Hα,p+kp

y

x

O

Hα

α

sHα,p
◦ sHα,p

= id（ = 1）
sHα,p+kα

◦ sHα,p
(x) = x+ 2kα : 平行移動

Hα := Hα,0 : 原点 O を通る超平面,　 sα := sHα,0

s(− sinα,cosα)(x) : xの偏角 θ を 2α− θ に変える
s(− sinα,cosα) ◦ s(− sin β,cos β)(x) : 原点を中心とする角度 2(α− β)回転

ユークリッド空間の合同変換：鏡映を組み合わせれば得られる
有限鏡映群 : G = 〈sα1 , . . . , sαn〉 #G < ∞ (⇒ 分類可)

S3 := 〈g1, g2〉 : g21 = g22 =（g1g2)
3 = 1 ：3次置換（対称）群

1 = g1g2g1g2g1g2 ⇒ g1g2g1 = g1g2g1 · g1g2g1g2g1g2 = g2g1g2

S3 = {1, g1, g2, g1g2, g2g1, g1g2g1} , #S3 = 6

: {1, 2, 3}の置換全体 g1 :
{

1 7→2
2 7→1
3 7→3

g2 :
{

1 7→1
2 7→3
3 7→2

g1g2 :
{

1 7→2
2 7→3
3 7→1

1

2 3



三角形の折り返しによる平面の敷き詰め

三角形を各辺に関して次々折り返していって，平面を敷き詰める
三角形の 1つの内角の周りで折り返していって元に戻るので

⇒内角： 360◦

p p :奇数⇒二等辺三角形
三角形の内角： 360◦

p , 360◦

q , 360◦

r （和は 180◦）
1

p
+

1

q
+

1

r
=

1

2
(3 ≤ p ≤ q ≤ r)

1
2 = 1

p + 1
q + 1

r ≤ 3
p より，p ≤ 6

p = 6 ⇒ q = r = 6 ⇒ 正三角形, p = 5 ⇒ 2
q = 1

2 − 1
5 = 3

10 ⇒ 不適, . . .

⇒ (p, q, r) : (6, 6, 6) (4, 8, 8) (4, 6, 12) (3, 12, 12) ⇒ OK

敷き詰めた図形は，“直線で区切られ”，その直線での鏡映で不変
最も直線の集まった点（全ての方向の直線が交わった点）を原点にとる
直線は平面の有限個のベクトル α ∈ Σ（ルート系）で表せる：

Lα,k :=
{
x ∈ R2 | 2 (x, α)

(α, α)
= k

}
(k ∈ Z, α ∈ Σ)



階数 2のルート系と（拡大）ディンキン図形

α1

α2

α1+α2

α⊥
1

α⊥
2

A2 型 (60◦, 60◦, 60◦) I2(3)

Σ+ = {α1, α2, α1 + α2} ：正ルート全体
Σ− := −Σ− = {−α | α ∈ Σ+} ：負ルート全体
Σ = Σ+ ∪ Σ− : ルートの全体
Ψ = {α1, α2} : ルートの基本系

∠α1α2 = 120◦, |α1| = |α2| (⇒ 2 (α1,α2)
(α1,α1)

= −1） これのよい実現 ⇒
Ψ = {α1 = e1 − e2, α2 = e2 − e3} ⊂ {(x1, x2, x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0}

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1), α1 = e1 − e2 = (1,−1, 0)

s1(x) := sα1

(
(x1, x2, x3)

)
= (x1, x2, x3)− 2 (x,α1)

(α1,α1)
α1 = (x2, x1, x3)

−2 (x,α1)
(α1,α1)

α1 = −2x1−x2

2 (1,−1, 0) = (x2 − x1, x1 − x2, 0)

s2(x) = (x1, x3, x2), s1s2 : 120◦ 回転 ⇒ (s1s2)
3 = 1

ディンキン図形：
α1 α2

拡大ディンキン図形： 1

α1

1

α2

1

−(α1+α2)

{鏡映面 } =
∪

α∈Σ+{x = (x1, x2, x3) | 2 (x,α)
(α,α) ∈ Z}

W := 〈s1, s2〉 : ワイル群（3次置換群 (:= {1, 2, 3}の並べ替え)), #W = 6



B2 = C2 型 (90◦, 45◦, 45◦) I2(4)

Ψ = {α1, α2} = {e1, e2 − e1}
Σ+ = {α1, α2, α1 + α2, 2α1 + α2}
∠α1α2 = 135◦, α2 =

√
2α1, (s1s2)

4 = 1

s1(x1, x2) = (−x1, x2), s2(x1, x2) = (x2, x1)

#W = 8 拡大ディンキン図形： 1 2 1

−(2α1+α2) α1 α2

α1

α2 α1+α2 2α1+α2

G2 型 (30◦, 60◦, 90◦), (30◦, 30◦, 120◦) I2(6)

Ψ = {α1 = e1 − e2, α2 = −2e1 + e2 + e3}
Σ+ = {α1, α2, α1 + α2, 2α1 + α2,

3α1 + α2, 3α1 + 2α2}
∠α1α2 = 135◦, α2 =

√
3α1, (s1s2)

6 = 1

#W = 12 1 2 3

−(3α1+2α2)α2 α1

α1

α2

α1+α2

2α1+α2

3α1+α2

3α1+2α2

A1 +A1 型 1 1

−e1 α1=e1

1 1

α2=e2 −e2

(s1s2)
2 = 1 e1

e2



ルート系の分類（ディンキン図形）
Σ : ルート系（階数 n） (#Σ < ∞)

(1) Rn を張る（部分空間 Rn−1 には入らない）
(2) α ∈ Σ, kα ∈ Σ ⇒ k = ±1

(3) sα(β)= β − 2 (α,β)
(α,α)α ∈ Σ (∀α, β ∈ Σ)

(4) 2 (α,β)
(α,α) ∈ Z (∀α, β ∈ Σ) ⇒ 2(α,β)

(α,α) · 2(α,β)
(β,β) ∈ {0, 1, 2, 3} (α 6= ±β)

Σ ⊃ Ψ : 基本形とは (1), #Ψ = n, Ψ ⊃ ∀{α, β} : (Rα+ Rβ) ∩ Σの基本形

ディンキン図形：Ψの元を で，2個の 間をディンキン図形で表したもの
拡大ディンキン図形：Ψに最大のルートの −1倍を加えたディンキン図形
さらに Ψの元の係数を書き入れる（付加した には 1を入れる）

p q r ⇒ 2q = p+ r
(
2
(αi,αj)

(αi,αi)

)
1≤i≤n
1≤j≤n

: カルタン行列

Ψ = {α1, . . . , αn}

n

n1

n2 n3

k1

k2 k3

⇒ 2n = k1n1 + k2n2 + n3 + · · ·



拡大ディンキン図形

1 1 1 1

1

Ãn

1

1

Ã1 1

1 2 2 2

B̃n (n ≥ 3)

1 2 2 2 1

C̃n (n ≥ 2) 1

1

2 2

1

1

D̃n (n ≥ 4)

1 2 3

G̃2

1 2 3 4 2

F̃4

1

1 2 3 2 1

2 Ẽ6

1 2 3 4 3 2 1

2 Ẽ7

12 4 6 5 4 3 2

3 Ẽ8



1

α1

e1−e2

1

α2

1

αn−1

1

αn

en−1−en

1

α0

en+1−e1

AnΨ = {α1 = e1 − e2, . . . , αn = en − en+1}

Σ = {±(ei − ej) | 1 ≤ i < j ≤ n+ 1}
sj := sej−ej+1 : xj ↔ xj+1 (j = 1, . . . , n)

(sisj)
ni,j = 1 : ni,j = 1 (i = j), 2 (|i− j| > 1), 3 (|i− j| = 1)

W : {1, 2, . . . , n+ 1}の並び替え（n+ 1次置換群）
#W = (n+ 1)!, #Σ = n(n+ 1)

W -不変式 : 対称式，基本対称式, · · ·

1α0 −e1−e2

1

α1

e1−e2

2

α2

e2−e3

2

αn−1

en−1−en

2

αn

en

Bn (n ≥ 3)

1

α0

−2e1

2

α1

e1−e2

2

α2

e2−e3

2

αn−1

en−1−en

1

αn

2en

Cn (n ≥ 2)

1α0

−e1−e2

1α0 e1−e2

2α2

e2−e3

2 αn−2

en−2−en−1

1 αn−1

en−1−en

1 αnen−1+en

Dn (n ≥ 4)

sj : xj ↔ xj+1

sn :

xn 7→ −xn (Bn, Cn)

(xn−1, xn) 7→ (−xn−1,−xn) (Dn)

Bn, Cn : #Σ = 2n2, #W = 2nn!

Dn : #Σ = 2n(n− 1), #W = 2n−1n!



1α0

1

α1

2

α3

3

α4

2

α5

1

α6

2α2

E6

#Σ = 72, #W = 51840

1

α0

2

α1

3

α3

4

α4

3

α5

2

α6

1

α7

2α2 E7

#Σ = 126, #W = 210 · 34 · 5 · 7 = 72903040

1

α0

−e7−e8

2

α1

4

α3

e2−e1

6

α4

e3−e2

5

α5

e4−e3

4

α6

e5−e4

3

α7

e6−e5

2

α8

e7−e6

3α2 e1+e2 E8

α1 = 1
2
(e1 + e8)− 1

2
(e2 + e3 + · · ·+ e7)

Σ = {±(ei − ej), ±(ei + ej), ±e1 ± · · · ± e8 (−は偶数個) | 1 ≤ i < j ≤ 8}

#Σ = 240, #W = 214 · 35 · 52 · 7 = 696729600

1

α0

−e1−e2

2

α1

e2−e3

3

α2

e3−e4

4

α3

2

α4

F4

e4 1
2 (e1−e2−e3−e4)

1

α0

2

α1

3

α2

G2

Σ = {±ei ± ej , ±ek,
1
2
(±e1 ± e2 ± e3 ± e4) | 1 ≤ i < j ≤ 4, 1 ≤ k ≤ 4}

#Σ = 48, #W = 27 · 32 = 1152 正 24胞体群



有限鏡映群
ルート系に対応するWeyl群以外は

p
I2(p) : p面体群（正 p角形），p = 5, 7, 8, . . .

#G = 2p s21 = s22 = (s1s2)
p = 1

5
H3 : 正 12（20）面体群 #G = 120

5
H4 : 正 120（600）胞群 (4次元の正多胞体) #G = 14400

WA3
: 正四面体

WB3 = WC3 : 立方体，正八面体
• SO(n) ⊃ Gは有限群でG-不変多項式全体が多項式環と同型 ⇔ Gは有限鏡映群

コクセター系，カッツ・ムーディー ルート系
コクセター群 : 〈si | s2i = 1, (sisj)

mi,j = 1〉
有限コクセター群 =（有限）鏡映群

カッツ・ムーディー ルート系 : sαi
(αj) = αj −mi,jαi (mi,j : 整数)(

mi,j

)
: カルタン行列 A2 :

(
2 −1
−1 2

)
B2 = C2 :

(
2 −2
−1 2

)
G2 :

(
2 −3
−1 2

)
−mi,jαi αj

mi,j = mj,i : 対称



単純リー環，単純リー群の分類
G : （連結）複素単純リー群 ⊂ M(N,C) : 複素数成分の N ×N 行列全体

g1, g2 ∈ G ⇒ g−1
1 g2 ∈ G, tg1 ∈ G

単純：それ以上小さなリー群から組み立てられない
An : SL(n+ 1,C) := {g ∈ M(n+ 1,C) | |g| = 1}
Bn : SO(2n+ 1,C) := {g ∈ SL(2n+ 1,C) | tgg = I2n+1 :単位行列 }
Cn : Sp(2n,C) := {g ∈ SL(2n,C) | tgJng = Jn}, Jn :=

(
0 In

−In 0

)
Dn : SO(2n,C) := {g ∈ SL(2n,C) | tgg = I2n}

有限群は，生成元と基本関係で決まる
（連結）リー群は，そのリー環（その生成元と関係式）から “決まる”

Lie(G) := {X ∈ M(N,C) | etX ∈ G (|t| < 1)} : 線形空間
eX = In +X + X2

2! + X3

3! + · · ·
etXetY e−tXe−tY = (In + tX + t2

2 X
2 + · · · ) · · · (In − tY + t2

2 Y
2 + · · · )

= In + t2

2 (XY − Y X) + o(t2)

[X,Y ] := XY − Y X （Lie環の構造：Lie群の非可換性を表す)



G = SL(n+ 1,C)とすると，Lie(G) = {X ∈ M(n+ 1,C) | traceX = 0}
Ei,j : (i, j)-成分のみ 1で他の成分が 0の行列 ∈ M(n+ 1,C)
D(e1, . . . , en+1) := e1E11 + e2E22 + · · ·+ en+1En+1n+1 : 対角行列

a := {D(e1, . . . , en+1) | e1 + · · ·+ en+1 = 0} ∈ Lie(G) （極大可換）
[D(e1, . . . , en+1), Ei,j ] = (ei − ej)Ei,j , {ei − ej} : An 型ルート系
D(e1, . . . , en+1)Ei,j = eiEi,j , Ei,jD(e1, . . . , en+1) = ejEi,j

ディンキン図形はリー群の構造を与える（骨格）
ディンキン図形の同型：リー群（環）の同型で内部同型で表せないものを表す
（n > 2のとき 1つある（g 7→ tg−1, n = 2 ⇒ tg−1 =

(
1√
2

−1√
2

1√
2

1√
2

)
g

(
1√
2

−1√
2

1√
2

1√
2

)−1

）
拡張ディンキン図形の同型：大域的リー群の種類（=最小なものの基本群）

Spin(m,C) : 単連結 Bn, Dn SO(n,C) ' Spin(n,C)/{±1}
PSL(2,C) = SL(2,C)/{±1} ' SO(3,C), SU(2)/{±1} ' SO(3)

e
2kπ

√
−1

n+1 In+1 ∈ SL(n,C), k = 0, 1, . . . , n

Ãn: D̃2: D̃3: D̃4: D̃5:

SL(2,C)× SL(2,C) ' Spin(4,C) SL(4,C) ' Spin(6,C)



ディンキン図形，ルート系との関わり

ディンキン図形

特異点

正多面体
多面体群

箙多様体パンルヴェ方程式

組紐，ノット
リー理論

リー環, リー群，量子群,

コクセター群，ヘッケ環，クラスター代数 佐藤ゲーム
完全積分可能系

超幾何系, KZ方程式

数学のたのしみ「ディンキン図形をめぐって」
2001, 掘田良之著, 日本評論社 を参考に追加

実単純リー群 : 佐武図形（ディンキン図形＋位数 2の同型）
完全積分可能量子系 : P1 =

∑n
i=1

∂2

∂x2
i
− V (x)が完全積分可能

def⇔ PiPj = PjPi となる独立な線型微分作用素 Pi が存在（1 ≤ i < j ≤ n）
Piu = λiu (i = 1, . . . , n)という同時固有値問題が意味を持つ
⇒ 直交多項式，球関数展開，調和解析, 表現論，など

V (x) = C
∑

α∈Σ u
(
(α, x)

) で，u(t) = 1
t2 ,

1
sin2 t

, ℘(t)などは OK

V (x)に x1 = 0に特異性⇒特異部分は C
(e1,x)2

の形で，鏡映 se1 で不変
x1 = cj にも特異性⇒周期性：三角関数，楕円関数 1

sin2 t
=

∑
n∈Z

1
(t−nπ)2



微分方程式（超幾何系，パンルヴェ方程式）
Gaussの超幾何微分方程式 ⇒ リジッド：実ルート (α, α) = 2

D4 :
1 2 1

1

+

11, 11, 11

x(1− x)u′′ −
(
γ − (α+ β + 1)x

)
u′ + αβu = 0

Versal Huen ⇒ アフィンルート : (α, α) = 0

2個のアクセサリー・パラメータ⇒モノドロミー保存変形⇒ パンルヴェ方程式
du⃗

dx
=

A1u

1− c1x
+

A2xu⃗

(1− c1x)(1− c2x)
+

A3x
2u⃗

(1− c1x)(1− c2x)(1− c3x)
(Ai ∈ M(2,C))

合流 →

D̃4 :
1 2 1

1

1

11, 11, 11, 11

→ Ã3 :
1 (1)

(1)1

(1)(1), 11, 11
11|11, 11, 11

1

(1)

(1)

((1))((1)), 11
11|11|11, 11
(a)

(a)

(1− a)

(1− a)

(1)(1), (1)(1)
11|11, 11|11

→ Ã2 : → Ã1 :

Ã1 + Ã1 :

↘ ↗

(1)

(1)

(((1)))(((1)))
11|11|11|11

{パンルヴェ方程式の解 } ≃（岡本）初期値空間：代数曲面（分類）
対称性 Ẽ8 Ẽ7 Ẽ6 D̃4 Ã3 2Ã1 Ã2 Ã1 Ã1 Ã0 Ã0

初期値空間 Ã0 Ã1 Ã2 D̃4 D̃5 D̃6 Ẽ6 D̃7 Ẽ7 D̃8 Ẽ8



大島–廣惠 (2012)の分類 (α, α) = −2 : 2n ≤ n1 + · · · ⇒超幾何, 4次元パンルヴェ方程式
a
·

1− a
·

1− a
·

a
·

((1))((1)), (1)(1)

(a ∈ Z)

1− a
·

1− a
·

1

a
·

a
·

(1)(1), (1)(1), 11

(a ∈ Z)
2− a

·
2− a
·

1 a 1

a− 1
·

(1)(11), (1)(11)

(a ∈ Z)
2− a 2− a

·
1 a

·
a

(2)(2), (2)(11)

(a ∈ Z)

a b 2− a− b

1− a
·

1− b
·

a+ b− 1
·

(1)(1)(1), (2)(1)

(a, b ∈ Z)
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