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Abstract. フックス型常微分方程式のスペクトル型や Riemann schemeの概念を
KZ型方程式に拡張する．それは KZ方程式の特異点を解消したときの局所構造を与
えている．それが middle convolutionによる変換によってどう変わるかを具体的に
与える．これによって KZ 型方程式の留数行列の固有値やその重複度の変換が得ら
れる．トーナメント戦の組み合わせ論的解釈で結果が説明される.

1. 序
N 個の未知関数の列ベクトル uに対するフックス型常微分方程式

N :
du

dx
=

n−1∑
ν=1

A0ν

x− xν
u

は，n個の点 x1, . . . , xn−1,∞ ∈ C ∪ {∞} に特異点を持ち，特異点 xν の複素近傍
での解の局所的性質は x = xν での留数行列 A0ν ∈ M(N,C) の同型類，すなわ
ち，固有値とその重複度によって特徴づけられる. なお，∞ における留数行列は
A0∞ = −(A01 + · · ·+A0,n−1)となる．各特異点の留数行列の固有値と重複度を集め
たデータを（一般化）Riemann scheme と呼ぶ．既約な方程式N が各特異点での局
所データ，すなわち Riemann scheme から決まるときリジッドと呼ばれ，そうでな
いときN は Riemann schemeで決まらないアクセサリー・パラメーターを持つ．た
とえば，8階以下のリジッドなフックス型常微分方程式は 188個あり，そのリストが
[6, §13.2.3]にある．
フックス型方程式N がリジッドならば，additionとmiddle convolutionと呼ばれ

る 2種類の可逆変換を繰り返すことによって自明な方程式 u′ = 0に変換できること
がKatz [4]によって示された．また，原岡 [2]は常微分方程式N がリジッドならば,
N は適当な行列 Aij によって，x0 = xに加えて特異点 x1, . . . , xn も変数に加えた
Knizhnik-Zamolodchikov 型 (KZ型) 方程式

M :
∂u

∂xi
=

∑
0≤ν<n
ν ̸=i

Aiν

xi − xν
u (i = 0, . . . , n−1)

に拡張できることを示した．これは常微分方程式N のmiddle convolution はA0ν か
ら具体的に得られることが Dettweiler-Reiter [1]によって [4]の結果に基づいて示さ
れていたことの拡張である．これらの変換に KZ型方程式の変数 x0, . . . , xn−1 の置
換，あるいは，他の変数 xi による middle convolutionを合わせた変換は，KZ型を
保つがリジッドという条件を一般には保たない. 実際，リジッドな変数を持つKZ型
方程式が変換後もリジッドな変数を持つとは限らない．
多くの知られた，あるいは未知の多変数超幾何関数が，自明な方程式からこれら

の変換によって得られるKZ型方程式の解になっている (cf. [13, 5]). それらの方程式
を調べるには middle convolutionの解析が役立つ．Fuchs型常微分方程式の場合の
[6]の結果は，そのような解析から得られた．middle convolutionは超局所変換なの
で，特異点を記述する留数行列の基本的性質，すなわち，固有値やその重複度に対す
る変換の具体的記述が期待される．常微分方程式の場合は [1]で得られているが，KZ
型の場合は，特異点が複雑なためより難しくなる．2変数の超幾何関数に対応する場
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合，すなわち n = 4の場合は [9, Remark 3]で得られた．この論文では nが一般の場
合を考察する．
特異点 xi = xj におけるM の局所解の形は，M の留数行列 Aij の固有値とそ

の重複度から分かる．一方，特異点 {x0 = x1, x2 = x3} における局所解の形は組
(A01, A23) の共役類から分かる．Mの可積分条件から行列A01とA23は互いに可換
となることから，2つの行列の同時固有値とその重複度とが共役類を決めるデータと
なる．また，特異点 {x0 = x1 = x2}においては，A012 = A01 +A02 +A12の固有値
とその重複度もその特異点での局所解の性質を与える重要なデータとなる．より一
般に，I ⊂ Ln に対して，一般化留数行列 AI を {i, j} ⊂ Ln := {0, 1, . . . , n−1}を満
たす Aij の和と定義する（定義 3.1）．このような {AI | I ⊂ Ln, |I| > 1}の中から
互いに可換な行列を集めた極大なもの I を極大可換留数行列族と定義し（定義 3.8），
それに含まれる行列の同時固有値とその重複度のデータを極大可換留数行列族のす
べてに対して集めたものを SpMとおき（定義 3.11），方程式のスペクトルと定義す
る．極大可換留数行列族は (2n−3)!!個あって，1つの極大可留数行列族は n−1個の
互いに可換な留数行列の組となっていて（系 3.9）．それはMの特異点を正規交差
特異点まで特異点解消したときの正規交差する超曲面における留数行列族に対応し
ている（cf. §4）．

KZ型方程式Mに対する additionや middle convolutionが，SpMの変換を誘
導することを示し，それの具体的記述を与えることがこの論文の目的である（定理
5.1）．たとえば，KZ型方程式にこれらの変換を何度か施して得られたKZ型方程式
の留数行列 A12 の固有値とその重複度を知るためには，一般には元の KZ型方程式
の SpMのデータが必要となる（注意 5.12）．

Appellの超幾何級数 F1の満たす微分方程式を特異点解消すると 15個の正規交差
特異点が現れる．最も簡単なKZ型方程式Mは F1の満たす階数 3の方程式で n = 4
となり，SpMは可換留数行列の組の同時固有値分解 (2n − 3)!! = 15個に対応する
が，同時固有値はすべて重複度 1で 15個の正規交差点における局所解の特性指数に
一致する（cf. [9]）．SpMは Fuchs型常微分方程式N における Riemann schemeを
KZ型方程式へ拡張したものと言える（cf. 例 7.5）．

n = 3の KZ型方程式Mは，0, 1, ∞の 3点に特異点を持つ一般の Fuchs型常微
分方程式と自然に対応する（cf. §7.4）． 一方，n−2変数の多くの超幾何関数が KZ
型方程式Mの解になっている（[5], [9]）．n = 4の場合は，留数行列 AI で |I| = 3
となるものは無限遠点を導入すると |I| = 2のもので表せるという特殊事情があり
（cf. 例 3.10 (i)），SpMは正規交差点における留数行列 2つの組の同時固有値分解
に帰着されて記述が簡単になる．このことを用いて，[9]ではmiddle convolutionが
誘導する SpMの変換を記述した．n > 4ではより複雑な SpMの構造についての
考察が必要になるが，それには nチームのトーナメント戦に関する組み合わせ論的
考察が役立つ．

§2では，トーナメント戦に関わる場合の数などについて知られている事実を SpM
への応用を念頭に置いて解説する．特に極大可換留数行列族に対応して，有限集合の
極大可換部分集合族を導入する．§2で解説されている “場合の数”の作る数列につい
ては数列のデータベース [14]を参照するとよい．

§3では KZ型方程式の完全積分可能条件をもとに SpMを導入する．
§4 では，特異点を解消する局所座標系を具体的に与え，極大可換留数行列族が特

異点解消で現れる正規交差特異点での留数行列系になっていることを示す．
§5では留数行列によるmiddle convolutionの定義をもとに SpMの変換を考察し，

主結果の定理 5.1を示す．定理の記述にはトーナメント戦の変換に対応する極大可換
部分集合族の変換が用いられる．
定理 5.1は超幾何関数の解析への応用を目指しており，応用例については n = 4

の場合の [9, §8], [13, §7], [5, §5]が参考となる．4個以上の特異点を持つリジッドな
Fuchs型常微分方程式N の解は，N を特異点も変数に拡張した KZ型方程式Mに
拡張することにより，より深い解析が可能となる．たとえば Jordan-Pochhammerの
超幾何函数の満たす常微分方程式は，拡張するとAppellの F1や Lauricellaの FDの
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満たす方程式となる．また，普遍開折（cf. [11]）によって不確定特異点をもつKZ型
方程式に対しても定理が応用ができることにも注意．

§6では n = 4の場合を例として定理 5.1を具体的に説明する．
§7.2では一次分数変換で無限遠点を有限点に移して，すべての特異点を有限点と

して同等に扱いやすくする定式化を述べる．§7.3では変数以外の固定特異点を持つ
KZ型方程式を考察する．これは適当な制限をつけたトーナメント戦に対応すること
を示す．変数がただ 1つのときは，[1]の結果に対応する. §7.4では KZ型方程式の
アクセサリー・パラメーターや rigidityについて, また Fuchs型のホロノミック系の
SpMについて考察する．§7.5では [10]で扱った半局所モノドロミーに関わる留数行
列の KZ型方程式の場合への拡張を考察する．

2. トーナメント戦
nチームが参加するトーナメント戦について考察しよう．0, 1, 2のラベルで区別

された 3チームのトーナメント戦は 0 1 2 のようなトーナメント図で表せる．こ
の図は，チーム 0とチーム 1が最初に試合をし，その勝者とチーム 2で決勝戦を行
うトーナメント戦を表している．チームを区別しないと と の 2つの
トーナメント図が描ける．nチームのトーナメント戦の図は，根が 1つで n−1の節
点と n枚の葉を持つ 2分木を平面上に描いた図ともみなせる．このようなトーナメ
ント図の数はカタラン数 Cn−1 に等しい．この場合，n−1試合が行われて各試合で
勝者が決まり，その勝者はそれまで行われたいくつかのチームの（部分）トーナメン
ト戦の最終勝者となる．

3チームのトーナメント戦は最初の試合に参加するチームで定まるので，3つの場
合があり，それらは
(2.1)

{
{0, 1}, {0, 1, 2}

}
,
{
{1, 2}, {0, 1, 2}

}
,
{
{0, 2}, {0, 1, 2}

}
と表せる．トーナメント戦の各試合で，いくつかのチームの最終勝者が決まるが，そ
れらのチーム（すなわちどのグループの勝者が決まるか）は全チームの部分集合とな
る．チームの部分集合をチームのラベルの集合で表すと，各トーナメント戦の全試合
についてそれらを集めた集合でトーナメント戦を表すことが出来る．優勝決定戦は全
チームに対応するので，それを省いた表記でも十分となる．それを短表記と呼ぶこと
にすると，短表記では 3チームのトーナメント戦の 3種類は
(2.2)

{
{0, 1}

}
,
{
{1, 2}

}
,
{
{0, 2}

}
となる．
トーナメント戦に参加するチームを区別しない場合，すなわちチームの入れ替え

で移り合うトーナメント戦を同一視したものをトーナメント戦の型と呼ぶことにす
る．nチームのトーナメント戦の型の数は n番目のWedderburn-Etherington数と呼
ばれる．トーナメント戦はチームの集合の n−1個の部分集合または n−2個の真部分
集合で表せる．
最終勝者のみを区別したトーナメント戦の型を優勝型と呼ぶことにする．3チーム

のトーナメント戦は，型は 1つで優勝型は 2つある：

0 1 2
=

1 0 2
=

2 0 1
6=

1 2 0 0 2 1
, ◦ ◦

上の左側は 3チームのトーナメント戦を表し，太線に対応する試合は，その試合で対
戦する 2チームが勝ち抜いてきた部分トーナメント戦が同型であることを示してい
る．右側は優勝者を ◦ で表した優勝型を示す図となっている．

3チームのトーナメント戦は，1つの型と 2つのパターン（図）と 2つの優勝型（1
type, 2 patterns, 2 win types）がある．4チームや 5チームのトーナメント戦では短
表記を用いると以下のようになる．
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4 チーム

0 1 2 3

: 1 pattern

: 4!
23 = 3 cases

◦
{{0, 1}, {2, 3}}

0 1 2 3

: 4 patterns

: 4!
2 = 12 cases

◦ ◦ ◦
{{0, 1, 2}, {0, 1}}

2 0 1 3 3 0 1 2 3 2 0 1

2 types, 5 (=1+4) patterns, 15 (=3+12) tournaments, 4 (=1+3) win types

0 1 2 3 4

: 2 patterns

: 5!
23 = 15 cases

◦ ◦{
{0, 1}, {0, 1, 2, 3}, {2, 3}

} 0 1 2 3 4

: 4 patterns

: 5!
22 = 30 cases

◦ ◦ ◦{
{0, 1, 2}, {0, 1}, {3, 4}

}

5チーム

0 1 2 3 4
◦ ◦ ◦ ◦

: 8 patterns

: 5!
2 = 60 cases{

{0, 1, 2}, {0, 1}, {0, 1, 2, 3}
}

3 types, 14 patterns, 105 (=15+30+60) tournaments, 9 (=2+3+4) win types

より一般には，これらの場合の数は以下のようになる：
トーナメント戦に関わる場合の数

teams 2 3 4 5 6 7 8 9 n

patterns 1 2 5 14 42 132 429 1430 Tn = (2n−2)!
n!(n−1)!

win types 1 2 4 9 20 46 106 248 Wn

types 1 1 2 3 6 11 23 46 Un

tournaments 1 3 15 105 945 10395 135135 2027025 Kn = (2n− 3)!!

nチームのトーナメント戦，その型，優勝型，（チームは区別しない）トーナメン
ト図の数をそれぞれKn, Un, Wn, Tn とすると，以下の漸化式が成り立つ．

Tn =

n−1∑
k=1

Tk · Tn−k, T1 = 1,(patterns)

Wn =

n−1∑
k=1

Wk · Un−k, W1 = 1,(win types)

Un =
1

2

(n−1∑
k=1

Uk · Un−k

(
+Un

2
if n is even

) )
, U1 = 1,(types)

Kn =
1

2

n−1∑
k=1

nCk ·Kk ·Kn−k, K1 = 1.(tournaments)

nチームのトーナメント戦を考えてみよう．決勝戦は，k チームの勝者と残りの
n − k チームの勝者が戦うとすると（k = 1, . . . , n−1），k チームのトーナメント戦
と n− kチームのトーナメント戦の場合の数から nチームの場合の数への寄与は，2
つの部分トーナメント戦から分かるが，対称性を考慮すると，次のようになる．

n teams

k teams (n−k) teams

0, . . . , k−1 k, . . . , n

Tn ← Tk · Tn−k (1 ≤ k < n),

Wn ←Wk · Un−k (1 ≤ k < n),

Un ←

{
Uk · Un−k (1 ≤ k < n− k),
1
2Uk(Uk − 1) + Uk (k = n− k),

Kn ←

{
nCk ·Kk ·Kn−k (1 ≤ k < n− k),

nCk

(
1
2Kk(Kk − 1)

)
+
(
1
2nCk

)
Kk (k = n− k),
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Tn の場合は，k チームの代表を左側に描くことにすると漸化式が得られ，Wn の場
合は優勝者が k チームの方の勝者とすればよい．Un と Kn の場合は，対称性から
k ≤ n− kとしてよいが，k = n− kにおける対称性に注意すれば漸化式が分かる．

0, 1, . . . , nのラベルがついた n+1チームのあるトーナメント戦を考えよう．チー
ム nがそのトーナメントに参加しなくなると，そのチームの最初の試合を削除する
ことによって次の図のように nチームのトーナメント戦が得られる．

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗n

n+1 teams

deletion

insertion ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗n

n teams

逆に，0, 1, . . . , n−1のラベルがついたチームのトーナメント戦にチーム nを加える
には，チーム nの最初の試合をトーナメント図の縦線の部分に挿入すればよい．そ
れは，いずれかの試合の勝者，あるいは 0, · · · , n−1のいずれかのチームとの最初の
試合となるので，(n−1) + n = 2n − 1通りある．nチームのトーナメント図とその
縦線の 1つとの組と n+1チームのトーナメント戦の図とは，この操作で全単射に対
応する．このチーム nを削る操作と加える操作をそれぞれ deletion，insertionと呼
ぶことにする．この考察から

(2.3) Kn+1 = (2n− 1)Kn

を得る．さらに以下のような関係が成り立つことが漸化式から分かる．

Kn = (2n− 3)!! =
1

2

n−1∑
k=1

nCk · (2k − 1)!! · (2n− 2k − 1)!!,

Tn =
(2n− 2)!

(n− 1)!n!
=

n−k∑
k=1

(2k − 2)!

(k − 1)!k!

(2(n− k)− 2)!

(n− k − 1)!(n− k)!
,

1 =
(
1−

∞∑
k=1

Unx
k
)( ∞∑

k=0

Wk+1x
k
)
.

注意 2.1. (i) あるチームの deletionで削除される試合が，相手チームにとっても最初
の試合であるとき，basic deletionと呼ぶことにする．同様に新たなチームの insertion
で加わる試合が相手チームにとっても最初の試合となる場合を，basic insertion と
呼ぶ．
両者は互いに逆操作となっており，どのトーナメント戦にも basic deletionが 1つ

以上可能なことから，どのトーナメント戦も，2チームのトーナメント戦に適当な
basic insertionを何度か施すことによって得られることが分かる．また，この構成で
加わっていくチームを別のトーナメント戦から順に deletionと basic insertionで組
み立てていくことができるので（組み立て途中では，insertionされたゲーム以外を
無視），2つのトーナメント戦は deletionと basic insertionを繰り返して行うことで
移り合うことが分かる．

(ii) nチームのトーナメント戦を n+1チームのトーナメント戦に埋め込むには，
nチームのトーナメント戦の勝者と加えるチームとで最後決定戦をすればよい．この
ような埋め込みを top insertionと呼ぶことにする．参加 n+1チームにチャンピオン
がいて，それ以外のチームでトーナメント戦を行ってチャンピオンへの挑戦チームを
選び，チャンピオン戦で新チャンピオンを決める，というトーナメント戦である．

2チームの試合から top insertionを続けていくと，参加チームにあらかじめ順位
が決まっていて，最下位のチームから順に勝ち抜き戦を行っていく，というような
トーナメント戦になる．これを行って，各チームに新しい順位をつける，というよう
なトーナメント戦である．
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(iii) 注意 5.12の直前の 4つの図式は，deletionと insertionの組によってトーナメ
ント戦が変換される例を示している．最後の 2例は basic insertionと top insertion
に対応する．

Lを |L| > 1となる有限集合とする（|L| は Lの元の個数を表す）．
定義 2.2. I = {Iν | ν = 1, . . . .r} が L の可換部分集合族とは |Iν | > 1, Iν ⊂ L
（ν = 1, . . . , r）であって，Iν が互いに可換，すなわち
(2.4) Iν ∩ Iν′ = ∅ or Iν $ Iν′ or Iν % Iν′ for 1 ≤ ν < ν′ ≤ r.

となることとする．さらに I を真に含む Lの可換部分集合族が存在しないとき，I
を Lの極大可換部分集合族という．
I を L （|L| > 2）の極大可換部分集合族とする．I の元 I0 で |I0| = |L| − 1とな

るものがあるとき，I \ {L}は I0の極大可換部分集合族となる．そのような I0が存
在しないときは，I には I1 ∩ I2 = ∅および以下の条件を満たす元 I1, I2 が存在する
ことが，極大性から容易に分かる．

I \ {L} = I1 ∪ I2, Ii := {I ∈ I | I ⊂ Ii} (i = 1, 2).

このとき Ii は Ii の極大可換部分集合族となる．よって次の結果が成り立つ．
定理 2.1. 有限集合 Lの極大可換部分集合族の全体は，Lでラベルづけられたチーム
のトーナメント戦の全体と bijective に対応する．
実際，Lの極大可換部分集合族は，Lでラベルづけられたチームのトーナメント

戦を試合に対応するチームの部分集合で表す表記と対応している．特に以下に注意
|I| = |L| − 1.(2.5)

定義 2.3. Lの極大可換部分集合族 I に対し
(2.6) Ĩ := I ∪

⋃
ν∈L

{
{ν}

}
とおき，さらに
(2.7) b(I) = {b̄(I), b̄′(I)} (I ∈ I, b̄(I), b̄′(I) ∈ Ĩ)
を，I = b̄(I) t b̄′(I), すなわち

b̄(I) ∩ b̄′(I) = ∅, b̄(I) ∪ b̄′(I) = I

となるように定義する．b̄(I)は試合 I の対戦で負けた側に対応すると考える. さらに
i ∈ Lに対して iを優勝チームと考えて i 6∈ b̄(I)という条件を満たしている b̄を biと
おく（一意とは限らない）．
たとえば L = {0, 1, 2, 3, 4} で
I =

{
{0, 1}, {0, 1, 2, 3}, {2, 3}, {0, 1, 2, 3, 4}

}
01 23

0123

01234

0 1 2 3 4
さらに

b({0, 1, 2, 3}) =
{
{2, 3}, {0, 1}

}
, b0({0, 1, 2, 3}) = {2, 3},

b({0, 1, 2, 3, 4}) =
{
{4}, {0, 1, 2, 3}

}
, b0({0, 1, 2, 3, 4}) = {4},

b({2, 3}) =
{
{2}, {3}

}
, b0({2, 3}) = {2}.

負けた側を横線の切れで示すと次左図のようなトーナメント図になる．b̄を定める
と，各試合での対戦チームが中央の図のように定まる．I ∈ I に対応する試合で対戦
するチームを Ib̄ と表すと以下のようになる．具体的には
(2.8) Ib̄ := I \

⋃
I⫌J∈I

b̄(J),
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0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
01 23

03
04


{0, 1}b̄ = {0, 1},
{2, 3}b̄ = {2, 3},
{0, 1, 2, 3}b̄ = {0, 3},
{0, 1, 2, 3, 4}b̄ = {0, 4}.

3. KZ型方程式のスペクトル
正整数 N に対しM(N,C)は N 次の複素正方行列の空間とする．ベクトル u =( u1
...

uN

)
に対し Aij = Aji ∈M(N,C)で定まる微分方程式系

M :
∂u

∂xi
=

∑
0≤ν≤n−1

ν ̸=i

Aiν

xi − xν
u (i = 0, . . . , n−1)(3.1)

を階数N のKZ型 (Knizhnik-Zamolodchikov type）方程式という．また行列 Aij を
xi = xj における留数行列という．この方程式では，完全積分可能条件

[Aij , Akℓ] = 0
(
∀{i, j, k, `} ⊂ {0, . . . , n−1}

)
,(3.2)

[Aij , Aik +Ajk] = 0
(
∀{i, j, k} ⊂ {0, . . . , n−1}

)
(3.3)

を常に仮定する．ただし，i, j, k, ` は互いに相異なる添え字とする．また Aij は Ai,j

や A{i,j}などと書いてもよいことにする．なおこの論文では，以下の記号を用いる．
Ln := {0, 1, . . . , n− 1}, L̃n := Ln ∪ {∞}, Li

n := Ln \ {i}.(3.4)

定義 3.1. 一般の留数行列を以下のように定義する，
Ai∞ = −(Ai0 +Ai1 + · · ·+Ai,n−1) (i ∈ Ln),

Aii = A∅ = Ai = 0,

Ai1i2···ik :=
∑

1≤p<q≤k

Aipiq

(
{i1, . . . , ik} ⊂ L̃n

)
.

行列 Ai∞ を xi =∞におけるMの留数行列という.

上の定義と積分可能条件から，容易に次の補題が得られる．

補題 3.2 ([9, §2]). (i)

n−1∑
i=0

Ai∞ = −2ALn
,

(ii) I, J を L̃n の部分集合とするとき
AI −AL̃n\I = ALn

(
I ⊂ Ln

)
,(3.5)

[AI , AJ ] = 0
(
I ∩ J = ∅ or I ⊂ J or I ⊃ J

)
,(3.6)

[ALn , AI ] = 0.(3.7)

よって次のことが分かる．
系 3.3. KZ型方程式Mが既約なら，すなわち Aij （0 ≤ i < j < n）が共通の自明
でない CN の不変真部分空間をもたないなら
(3.8) ALn = κIN

となる複素数 κ ∈ Cが存在する．
定義 3.4. 変換 u 7→ (xp−xq)

λuが引き起こす微分方程式Mの変換をAd
(
(xp−xq

)λ
)

と表す．変換 Ad
(
(xp − xq

)λ
) は，Mの留数行列 Apq を Apq + λ に変え，それ以外

の Aij (0 ≤ i < j ≤ n) は変えない．また，積分可能条件は保たれる．
Mが既約なら，Ad

(
(xp − xq

)−τ)をMに施すことによってMは ALn
= 0を満

たす方程式に変わる．
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定義 3.5. ALn
= 0のときMが斉次であるという．このとき

AI = ALn\I (I ⊂ Ln),

Ai∞ = ALn\{i} (i ∈ Ln).
(3.9)

注意 3.6. I を L̃n の可換部分集合族とするとき
{I ∈ I | ∞ 6∈ I} ∪ {L̃n \ I | ∞ ∈ I ∈ I}

は Ln の可換集合族となる．
注意 3.7. KZ型方程式の留数行列は座標変換 x0 7→ ax0+ bで不変なので，(x1, x2) =
(0, 1) と特殊化しても一般性を失わない．この特殊化で変数の数は n−2 個となる．
Appellの F1や F2などは 2変数の超幾何函数であるが，それらは n = 4の KZ型方
程式の解として実現される（cf. [5]）．
定義 3.8. Lnの極大可換部分集合族 I によって

{
AI | I ∈ I} と表せる互いに可換な

留数行列の集合をMの極大可換留数行列属という．
前節の考察より

系 3.9. (i) |I| = |L| − 1.
(ii) Mは (2n− 3)!!個の極大可換留数行列属をもつ．

例 3.10. 極大可換留数行列属は以下のようになる．ここでは，i, j, k, `,mはすべて
異なる添え字とし，極大可換留数行列属は ALn

を必ず含むので, それを除いた集合
で表した．

(i) n = 4のとき
{Aij , Akℓ}, {Aij , Aijk}

(
{i, j, k, `} = {0, 1, 2, 3}

)
.

Mが斉次ならば A0∞ = A123 などとなるので，これらW4 = 15個は
{Aij , Akℓ}

(
{i, j, k, `} ⊂ {0, 1, 2, 3,∞}

)
に等しい（cf. [9]）．

(ii) n = 5のときはW5 = 105個あって（cf. [7, p.94]），それらは
{Aij , Akℓ, Aijkℓ}, {Aij , Aijk, Aℓm}, {Aij , Aijk, Aijkℓ}(

{i, j, k, `,m} = {0, 1, 2, 3, 4}
)
.

Mが斉次ならば以下でも同じ．
{Aij , Akℓ, Apq}, {Aij , Aijk, Apq} ({i, j, k, `, p, q} = {0, 1, 2, 3, 4, 5,∞}).

以下，[9]で導入した記号を用いる．行列A ∈M(N,C)の（一般）固有値とその重複
度を

[A] = {[λ1]m1 , . . . , [λr]mr} (m1 + · · ·+mr = N)

と表す (∏r
i=1(A− λi) = 0

)
.

より正確にはm1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mr として

rank

k∏
ν=1

(A− λν) = N − (m1 + · · ·+mk) (k = 1, . . . , r)

とする,（さらにそのような行列の極限も含める）とよいが，ここではそれは仮定し
ない．

2つの行列 A, B ∈ M(N,C)が可換なときは，同時固有値とその重複度が考えら
れ，それを次の例のように表す．すなわち

A =

(
0
0
0
−1

)
, B =

(
1
2
2
3

)
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ならば
[A] = {[0]3, [−1]1}= {[0]3,−1}, [B] = {[1]1, [2]2, [3]1}= {1, [2]2, 3}

となり，同時固有値とその重複度は
[A : B] =

{
[0 : 1]1, [0 : 2]2, [−1 : 3]1

}
=

{
[0 : 1], [0 : 1]2, [−1 : 3]

}
と表される．
より一般に [Ai, Aj ] = 0 (i, j = 1, .., k)のときは

[A1 : · · · : Ak] =
{
[λ1,1 : · · · : λk,1]m1 , · · · , [λ1,r : · · · : λk,r]mr

}
のように表わし，正整数 pに対し以下のように置く．

[B1 : · · · : Bk]p =
{
[λ1,1 : · · · : λk,1]pm1

, · · · , [λ1,r : · · · : λk,r]pmr

}
.

互いに可換な行列は，基底変換で同時に上三角行列にでき，それらの対角成分か
ら同時固有値とその重複度が分かる．

定義 3.11. Ln を Ln の極大可換部分集合族の全体とする．Mのスペクトルを
SpM :=

{
[AI1 : · · · : AIn−1

] | I = {I1, . . . , In−1}
}
I∈Ln

,

Sp′M :=
{
[AI1 : · · · : AIn−2 ] | I = {I1, . . . , In−2, Ln}

}
I∈Ln

と定義する．通常 ALn
はスカラー行列（斉次 KZ型なら零行列）なので，Sp′Mで

十分なことが多い．たとえば [5, §5]で使われた変換は斉次性を保つので ALn
= 0と

して．
注意 3.12. {I1, . . . , Ik}が Ln の可換部分集合族のとき，[

∑
i ciAIi ] (ci ∈ C)は SpM

から分かる．たとえば A01+ · · ·+A0k = A01···k−A1···k であるから，[A01+ · · ·+A0k]
は SpMから得られる（cf. [10], §7.5）．

4. 特異点解消
KZ型方程式 (3.1)をパッフ系で表すと

(4.1) du = Ωu, Ω =
∑

0≤i<j<n

Aijd log(xi − xj)

I = {I1, . . . , In−2, In−1 = Ln} ∈ L を Ln = {0, 1, . . . , n−1} の極大可換部分集合
族とする．定義 2.3と (2.8)を用いて

b(Ln) = {J, J ′}, J = {j0, . . . , jk}, J ′ = {j′0, . . . , j′k′},(4.2)

Ib̄ = {ni, n
′
i}, ni, n

′
i ∈ Ln.(4.3)

とおくと，k + k′ = n− 2, k ≥ 0, k′ ≥ 0で J と J ′ はトーナメント戦 I の準決勝戦
に対応する．また ni と n′

i は試合 Ii での対戦チームに対応するが，それはトーナメ
ント戦の結果で決まる．また，b(Ln)は KZ型方程式Mの特異点
(4.4) xj0 = · · · = xjk and xj′0

= · · · = xj′
k′

に対応する．その近傍での局所座標系 (xj1 , . . . , xjk , xj′1
, . . . , xj′

k′
) は， xj0 = 0およ

び xj′0
= 1と置いて得られる. この特異点を解消するために以下の座標系を定義する．

定義 4.1. 以下で定まる局所座標系 (X1, . . . , Xn−2)を考えよう．
(4.5) xni

− xn′
i
=

∏
Ii⊂Ij ̸=Ln

Xj .
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注意 4.2. ni ∈ b̄(Ii), n
′
i ∈ b̄′(Ii)と仮定してよい．このとき, 0 < ε� 1に対し

|xni
− xν | ≤ ε|xni

− xn′
i
|, |xn′

i
− xν′ | ≤ ε|xni

− xn′
i
|

(ν ∈ b̄(Ii), ν′ ∈ b̄′(Ii), i ∈ Ln)
(4.6)

が X の原点の近傍と対応している．条件 (4.2)を満たす I ∈ Lで決まる局所座標系
を考えると，次の定理から (4.4)で定義される特異点が正規交差特異点に変換される
ことが分かる．

定理 4.1. Ω−
n−2∑
i=1

AIid logXi は (X1, . . . , Xn−2)の原点の近傍で特異点を持たない.

補題 4.3. L = {0, . . . , n− 1}を I の極大可換部分集合族とし，．b̄を定義 2.3にある
写像とする．I ∈ I に対し

(4.7) xI := xnI
− xn′

I
with Ib̄ = {nI , n

′
I} ⊂ L

とおく．さらに i, j ∈ L （i 6= j）に対して，, we define Ii,j を iと j を共に含む I
の元で極小なものとする．このときXI（I ∈ I）は C上一次独立で以下が成り立つ．

(4.8) xi − xj =
∑
I∈I

εIxI with


εI = 0 (I % Ii,j or I ∩ Ii,j = ∅),
εI ∈ {1,−1} (I = Ii,j),

εI ∈ Z (I $ Ii,j).

Proof. (Ii,j)b̄ = {i0, j0}とおく．|Ii,j | = 2のときは補題は自明なことに注意．まず
(4.8)を Ii,j の元の個数についての帰納法で示そう．必要なら iと jを入れ替えること
によって，i ∈ b̄(Ii,j)，j ∈ b̄′(Ii,j)と仮定してよい．同様に，i0 ∈ b̄(Ii,j)，j0 ∈ b̄′(Ii,j)
と仮定してよい．このとき，i = i0 または Ii,i0 $ Ii,j が成り立つ．j = j0 または
Ij,j0 $ Ii,j も成り立つ．このとき xi− xj = (xi0 − xj0)+ (xi− xi0)− (xj − xj0)に注
意すると，帰納法の仮定から (4.8)が分かる．また∑

i,j∈L C(xi − xj)の次元は n−1
で，|I| = n−1であるから，xI (I ∈ I) は一次独立となることが分かる． □

注意 4.4. [13, 5]において局所座標 (X,Y ) = ( yx , y)を用い，(X,Y )を (∞, 0)の近傍
とした．この座標変換は原点を特異点解消しているが，KZ型方程式を保ち，(∞, 0)
の正規交差特異点に移している．

例
定理の記述を用いて Ω′ :=

n−2∑
i=1

AIi
d(Xi)
Xi
とおく．

n = 4

x

y

0

0

1

1

Ω = Ax0
dx

x
+Ay0

dy

y
+Ax1

d(x− 1)

x− 1
+Ay1

d(y − 1)

y − 1
+Axy

d(x− y)

x− y
.

(x, y) = (0, 1) : 0 x y 1
x0x1x2x3

{
x1 − x0 = x = X,

x3 − x2 = 1− y = Y,{
X = x,

Y = y + 1

{
dx
x = dX

X ,
dy
y = dY

Y (X,Y ) = (xy , y),

Ω′ = Ax0
dX

X
+Ay1

dY

Y
(|x|, |y − 1| � 1)
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(x, y) = (0, 0) :
0 x y 1
x0x1x2x3


x2 − x0 = y = Y,

x1 − x0 = x = XY,

x2 − x1 = y − x = (1−X)Y,{
X = x

y ,

Y = y

{
dx
x = dX

X + dY
Y ,

d(x−y)
x−y = dY

Y + d(X−1)
X−1 ,

Ω′ = Ax0
dX

X
+Axy0

dY

Y
, Axy0 := Ax0 +Ay0 +Axy (|x| � |y| � 1).

n = 5

Ω = Ax0
dx

x
+Ay0

dy

y
+Az0

dz

z
+Ax1

d(x− 1)

x− 1
+Ay1

d(y − 1)

y − 1
+Az1

d(z − 1)

z − 1

+Axy
d(x− y)

x− y
+Ayz

d(y − z)

y − z
+Axz

d(x− z)

x− z
.

(x, y, z) = (0, 0, 1) :
0 x y z 1
x0x1x2x3x4


x2 − x0 = y = Y,

x1 − x0 = x = XY,

x3 − x4 = z − 1 = Z,
X = x

y

Y = y,

Z = z − 1,

{
x− y = (X − 1)Y,

z = Z + 1,

Ω′ = Ax0
dX

X
+Axy0

dY

Y
+Az1

dZ

Z
(|x| � |y| � 1, |z − 1| � 1)

(x, y, z) = (0, 0, 0) :

0 x y z 1
x0x1x2x3x4


x3 − x0 = z = Z,

x2 − x0 = y = Y Z,

x1 − x0 = x = XY Z,
X = x

y ,

Y = y
z ,

Z = z,


y − z = (Y − 1)Z,

x− y = (X − 1)Y Z,

x− z = (XY − 1)Z,

Ω′ = Ax0
dX

X
+Axy0

dY

Y
+Axyz0

dZ

Z
(|x| � |y| � |z| � 1)

(x, y, z) = (0, 0, 0) :

0 x y z 1
x0x1x2x3x4


x3 − x0 = z = Z,

x1 − x0 = x = XZ,

x3 − x2 = z − y = Y Z,
X = x

z ,

Y = z−y
z ,

Z = z,


y = (1− Y )Z,

x− y = (X + Y − 1)Z,

x− z = (X − 1)Z,

Ω′ = Ax0
dX

X
+Ayz

dY

Y
+Axyz0

dZ

Z
(|x|, |y − z| � |z| � 1).
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5. KZ型方程式の middle convolution

KZ型方程式Mと µ ∈ Cに対し，以下の留数行列 Ãij で定まる KZ型方程式

(5.1) M̃ :
∂ũ

∂xi
=

∑
0≤ν<n

Ãiν

xi − xν
ũ (0 ≤ i < n)

をMの convolution m̃cx0,µMという．すなわち

Ã0k =



k

0 · · · 0 · · · 0
... · · ·

... · · ·
...

k A01 · · · A0k +µ · · · A0n−1

... · · ·
... · · ·

...

0 · · · 0 · · · 0


∈M

(
(n− 1)N,C

)
(Dettweiler-Reiter [1]),

Ãij =



i j

Aij

. . .

i Aij +A0j −A0j

. . .

j −A0i Aij +A0i

. . .

Aij


∈M

(
(n− 1)N,C

)
(Haraoka [2]).

特にAijが積分可能条件を満たすことから，Ãijも積分可能条件を満たすことが従う．
middle convolutionの定義とその解析のための記号を用意しよう．

定義 5.1. 2以上の整数 nと正整数N に対して以下のように定める．
L0
n = {1, 2, . . . , n−1}, Ln = {0, 1, 2, . . . , n−1},

ιj(v) := (v)j := j

 0...
v...
0

 ∈ C(n−1)N , ιj : CN ↪→ C(n−1)N (v ∈ CN , j ∈ L0
n),

ιI :=
∑
i∈I

ιi : CN ↪→ C(n−1)N , (v)I := ιI(v) ∈ C(n−1)N (v ∈ CN , I ⊂ L0
n),

VI := ιI(CN ) ' CN .

さらに，KZ型方程式Mに対し，C(n−1)N の部分空間を考える:

Ki := ιi(ker A0i) = i

 0...
kerA0i...

0

 ⊂ C(n−1)N ,

K∞ := ker Ã0∞
µ ̸=0
= ιL0

n

(
ker(A0∞ − µ)

)
=

{( v...
v

)
| A0∞v = µv

}
⊂ C(n−1)N ,

K := K∞ +

n⊕
i=1

Ki.

ここで，µ 6= 0ならば ker Ã0∞ = ιL0
n

(
ker(A0∞ − µ)) で Kは K1, . . . ,Kn−1,K∞

の直和となることに注意．
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容易に分かるように ÃIK ⊂ Kとなるので，ÃI は商空間 C(n−1)N/K上の線形写
像を引き起こす．それらの線形写像を，商空間の適当な基底を用いて行列

ĀI ∈M
(
(n− 1)N − dimK,C

)
(5.2)

で表す．
定義 5.2 ([1], [2]). Mのmiddle convolutionM = mcx0,µMを

M :
∂ū

∂xi
=

∑
ν∈Ln\{i}

Āiν

xi − xν
ū (i ∈ Ln)

と定義する．
Mが定義する変数 x0の常微分方程式が既約で µが一般ならば，Mやmcx0,µM

は既約となって
(5.3) mcx0,µ′ ◦mcx0,µ = mcx0,µ+µ′ , mcx0,0 = id

が成り立つ（cf. [1]）．多くの場合，この常微分方程式の既約性とMの既約性とは一
致する（cf. [8])．

n = 4のときの A123 = A12 +A13 +A23 の convolutionは

Ã123 =

A12 +A02 −A02 0
−A01 A12 +A01 0
0 0 A12

+

A13 +A03 0 −A03

0 A13 0
−A01 0 A13 +A01


+

A23 0 0
0 A23 +A03 −A03

0 −A02 A23 +A02


=

A0123 −A01 −A02 −A03

−A01 A0123 −A02 −A03

−A01 −A02 A0123 −A03

 ∈M(3N,C)

となる．mを n−1以下の正整数とすると

Ã1···m =



A0···m−A01 · · · −A0m

...
. . .

...
−A01 · · · A0···m−A0m

A1···m
. . .

A1···m


∈M((n− 1)N)

である．
補題 5.3. 定義 5.1の記号のもとで I ⊂ Ln (|I| > 1)と j, k ∈ L0

n, v ∈ CN に対し
ÃI(v)J = (AIv)J ∈ VJ (I ⊂ J ⊂ L0

n),

ÃI(v)j = (A0Iv)j − (A0iv)I (I 3 j),

ÃI(v)k = (AIv)k ∈ V{j} (I 63 k),

[ÃI ] = [AI ]n−|I| ∪ [A0I ]|I|−1,

ÃI(v)j = (A0Iv)j ∈ Kj (v ∈ kerA0j , I 3 j),

ÃI(v)k = (AIv)k ∈ Kk (v ∈ kerA0k, I 63 k),

ÃI(v)L0
n
= (AIv)L0

n
∈ K∞ (v ∈ ker(A0∞ − µ)).
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対称性から補題は，I = {1, . . . ,m}のときに示せばよいが，それは A{1···m} の表
示から容易に分かる．なお [A0I , A0j ] = [AI , A0k] = [AI , A0∞] = 0 (j ∈ I, k 6∈ I)
から最後の 3式が分かる．
また Ã0···m = Ã1···k + Ã01 + · · ·+ Ã0m であるから

Ã0···m−1 =



A01···m + µ A0,m+1 · · · A0,n−1

. . .
... · · ·

...
A01···m + µ A0,m+1 · · · A0,n−1

A1···m
. . .

A1···m


となる．特に Ã0...n−1 は対角成分が A0...n−1 + µのブロック対角行列となる.

補題 5.4. (i) 一般に I ⊂ L0
n, j, k ∈ L0

n, v ∈ CN に対して
Ã0I(v)j = ((A0I + µ)v)j ∈ V{j} (I 3 j),

Ã0I(v)k = (AIv)k + (A0kv)I (I 63 k),

[Ã0I ] = [A0I + µ]n−1−|I| ∪ [AI ]|I|,

Ã0I(v)j = ((A0I + µ)v)j ∈ Kj (v ∈ kerA0j , I 3 j),

Ã0I(v)k = (AIv)k ∈ Kk (v ∈ kerA0k, I 63 k),

Ã0I(v)L0
n
= (AIv)L0

n
∈ K∞ (v ∈ ker(A0∞ − µ)).

なお最後の式は

(5.4) (A0I + µ)v +
∑

ν∈L0
n\I

A0νv = AIv+
(n−1∑
ν=1

A0ν + µ
)
v = AIv − (A0∞ − µ)v

から分かる．
I を Ln の極大可換部分集合族とする．I の元で 0 を含むものからなる集合を

I0 とおく．I0 の元は可換性から包含関係があり，それで順序づけられる．それを
I1,0 ⊂ I2,0 ⊂ · · · ⊂ Im,0 = Ln とする．
さらに Ik = {I ∈ I | I ⊂ Ik,0 \ Ik−1,0}とおいて，Ik の元を，包含関係があれば

大きい方がより前になるように逆順に並べる（I0,0 = {0}とする）．すなわち
定義 5.5. Ln = {0, . . . , n−1}の極大可換部分集合族 I の元に番号をつける．

I0 := {I ∈ I | 0 ∈ I}
=

{
Ik,0 | 1 ≤ k ≤ m, I1,0 ⊂ I2,0 ⊂ · · · ⊂ Im,0},

Ik := {I ∈ I | I ⊂ Ik,0 \ Ik−1,0},
= {Ik,ν | ν = 1, . . . ,mk, Ik,ν ⊃ Ik,ν′ or Ik,ν ∩ Ik,ν′ = ∅ (ν ≤ ν′)},

Ik,ν ≤ Ik′,ν′
def,⇐⇒ k < k′ or (k = k′ and ν ≤ ν′),

I(ℓ) := Ik,ν ただし ` = |{I ∈ I | I ≤ Ik,ν}| (1 ≤ ` < n).

I(ℓ) は I の元を小さい順に番号づけたものとなっている．すなわち
I = {I(ℓ) | ` = 1, . . . , n−1}, I(1) < I(2) < · · · < I(n−1).

これにより極大可換集合族 I に辞書式順序が入るが（一意とは限らない），それには
Lnの要素でラベルがついたチームのトーナメント図で I を表すと分かり易い．チー
ム 0が優勝したチームと考えて特別視するとよい．
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例 5.6. トーナメント図 1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

の場合は
I0 =

{
I1,0 = {0, 5, 6}, I2,0 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}, I3,0 = {0, 1, 2, . . . , 9, 10}

}
,

I1 =
{
I1,1 = {5, 6}

}
,

I2 =
{
I2,1 = {1, 2, 3, 4}, I2,2 = {1, 2}, I2,3 = {3, 4}

}
,

I3 =
{
I3,1 = {7, 8, 9, 10}, I3,2 = {7, 8}, I3,3 = {9, 10}

}
,

I1,0 < I1,1 < I2,0 < I2,1 < I2,2 < I2,3 < I3,0 < I3,1 < I3,2 < I3,3.

ここで定義 2.3にある写像 b0をみてみよう．b0(I)は一意的に定まらないが，I に
対応する試合で負けたチームは b0(I)で定まるグループの勝者であったと考えると，
すべての試合の勝敗を定めた次のようなトーナメント図と b0 とが対応する．

(5.5) 1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

上の場合は n = 11で，図に対応する b0(I(1)), b0(I(2)), . . . , b0(I(n−1))は
{0,5,6}
{5, 6}

6
,
{5,6}
{5}
5

,
{0,1,2,3,4,5,6}
{1, 2, 3, 4}

4
,
{1,2,3,4}
{1, 2}

2
,
{1,2}
{1}
1

,
{3,4}
{3}
3

,
{0,1,...,10}
{7, 8, 9, 10}

10
,
{7,8,9,10}
{7, 8}

8
,
{7,8}
{7}
7

,
{9,10}
{9}
9

となる．試合を表す b0(I(i))の下の数字は，そのラベルのチームが負けた試合が I(i)

であったことを示す．
定義 5.7. C(n−1)N の部分空間を次のように定義する（cf. 定義 2.3）．

W (ℓ) := WI :=

ℓ∑
ν=1

Vb0(I(ν)) (I = I(ℓ) ∈ I),

Ub0(I) :=
(
Uij

)
1≤i<n−1
1≤j≤n−1

∈ GL((n− 1)N,C) with

Uij =

{
EN (j ∈ b0(I(i))),

ON (j 6∈ b0(I(i))).

ここで，EN はサイズN の単位行列，ON はサイズN ×N の零行列．
補題 5.8. (i) 0 6∈ I ∈ I に対し

VI ⊂WI .(5.6)

Vb̄(I), Vb̄′(I) ⊂WI .(5.7)

(ii) dimW (ℓ) = `N (` = 1, . . . , n−1)
(iii) I, K ∈ I とし，J = b0(K)とおく. v ∈ CN に対し

0 ∈ I ならば

ÃI(v)J =


(
(AI + µ)v

)
J

(I ⊃ K),

(AI\{0}v)J +
(∑
ν∈J

A0νv
)
I\{0} (I 6⊃ K).

0 /∈ I ならば

ÃI(v)J =

(AIv)J (I 6⊃ K),

(A0Iv)J −
(∑
ν∈J

A0νv
)
I

(I ⊃ K).
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iv) ÃIW
(ℓ) ⊂W (ℓ) (I ∈ I, 1 ≤ ` < n).

証明. まず, I = Ik,iとして iについて帰納的に (5.6)，(5.7)を示す．I = b̄(I)t b̄′(I)
なので，(5.7)は (5.6)から分かることに注意．i = 1のときは b0(Ik,0) = Ik,1 なので
(5.6)は明らか．i > 1のとき I ∈ b(J)となる I ⊂ J ∈ Ik がある．このとき帰納法の
仮定から I を J に御個変えた (5.7)より VI ⊂WJ ⊂WI を得る.
よって

m∑
k=1

mk∑
ν=0

Vb0(Ik,ν) =

m∑
k=1

mk∑
ν=0

WIk,ν
=

m∑
k=1

(
Vb0(Ik,0) +

mk∑
ν=1

(Vb̄(Ik,i) + Vb̄′(Ik,i))
)

⊃
n−1∑
ν=1

Vν ' C(n−1)N

となるが，
m∑

k=1

(mk + 1) = n− 1であるから
m∑

k=1

mk∑
ν=0

Vb0(Ik,ν) は C(n−1)N の直和分解
となっていることが分かる．特に (ii) が分かる．
補題 5.3, 5.4から (iii) が分かり，よって iv) も分かる．

定義 5.9. Lを有限集合とするとき，i ∈ L, および空でない集合 I, J ⊂ Lに対し

mdi,J (I) :=

{
I ∪ {i} (I ⊃ J),

I \ {i} (I 6⊃ J),
mei,J(I) :=

{
1 (i ∈ I ⊃ J),

0 (i 6∈ I or I 6⊃ J).

注意 5.10. (i) i ∈ I ⊃ J または i 6∈ I 6⊃ J ならば mdi,J(I) = I.

(ii) K = I(ℓ) ∈ I とすると， ÃI が商空間W (ℓ)/W (ℓ−1) ' Vb0(J) ' CN に引き起
こす線形変換は，(5.8)で与えられる AK

I とみなせる.
(iii) Lの空でない部分集合族 {Iν | ν = 0, 1, . . . , r}が互いに可換（cf. (2.2)）で，

|Iν | > 1 (ν = 1, . . . , r) ならば {I0 ∪ {i}} ∪ {mdi,I0(Iν) | ν = 1, . . . , r}も同様.　
補題 5.3, 5.4, 5.8から次の定理 5.1が得られる．

定理 5.1. (i) I を Ln = {0, 1, . . . , n − 1} の任意の極大可換部分集合族とする．
I = {I(1), . . . , I(n−1)}とおき，I ∈ I とする. 定義 5.9の記号のもとで

[ÃI ] = [AI∪{0} + µ]|I|−1 t [AI\{0}]n−|I|,

[ÃI(1) : · · · : ÃI(n−1) ] =
⊔
J∈I

[AJ
I(1) : · · · : AJ

I(n−1) ],

[ÃI(1) : · · · : ÃI(n−1) ]|Kj
= [A

{j}
I(1) : · · · : A

{j}
I(n−1) ]|kerA0j

(j ∈ L0
n),

[ÃI(1) : · · · : ÃI(n−1) ]|K∞ = [ALn

I(1) : · · · : ALn

I(n−1) ]|ker(A0∞−µ).

ここで
(5.8) AK

I := Amd0,K(I) +me0,K(I) · µ.

(ii) ÃI(i) は U−1
b0(I)ÃI(i)Ub0(I) によって同時ブロック上三角化される．

注意 5.11. (i) 上の定理において
(5.9) AJ

Ln
= Aj

0···n−1 = µ+A0···n−1 and ALn

Ln
= AL0

n

であるので，[ÃI(1) : · · · : ÃI(n−1) ]の中の ÃLn の項を省略することが多い．
また A0∞ = AL0

n
−ALn

である．さらにここで系 3.3と次に注意．
(5.10) mcx0,µ = Ad

(
(xp − xq)

−λ
)
◦mcx0,µ ◦Ad

(
(xp − xq)

λ
)

(1 ≤ p < q ≤ n−1).
(ii) mcx0,µMの留数行列の一般化 Riemann scheme，すなわち

(5.11)
{
[Āij ] | {i, j} ⊂ L̃n

}
は定理 5.1と SpM から分かる．
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以下トーナメント図との対応を考察しよう．Iをトーナメント戦の図で表し，チー
ム iを (i)と書くと（cf. 注意 2.1）

• (AJ
I )I∈I : (0)を deletionし，J の勝者と (0)との試合を insertionすること

に対応．最初の (0)の試合は，相手の前試合に置き換え（不戦勝），insertion
により加わった試合の対戦相手の前試合を新たに加わった試合に置き換える．
• (Aj

I |kerA0j
)I∈I : (0)を deletionして (j)との basic insertionの試合を行う

• (A∞
I |ker(A0∞−µ))I∈I : (0)を deletionして優勝者との最終決定戦を行う（top

insertion）. ここで，A∞
I = ALn

I とおいた.

これを例で図示すると

1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

• •← md0,J−−−−−→
J={3,4} 1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

•

∞

J = {3, 4} : {3, 4} → {0, 3, 4}, {1, 2, 3, 4} → {0, 1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6} → {5, 6}

1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

•
•
↖ md0,J−−−−−−−−−−−→

J={0,1,2,3,4,5,6} 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

∞

•

J = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6} : {0, 5, 6} → {5, 6}

1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

•
•

←
md0,{j}−−−−−→
j=3 1 2 0 3 4 5 6 7 8 9 10

•

∞

j = 3 : {3, 4} → {0, 3, 4}, {1, 2, 3, 4} → {0, 1, 2, 3, 4}, {0, 5, 6} → {5, 6}, +{0, 3}

1 2 3 4 0 5 6 7 8 9 10

∞

•
•

↑ md0,Ln−−−−−→
j=∞ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

•

∞

j =∞ : {0, 5, 6}→{5, 6}, {0, 1, . . . , 6} → {1, . . . , 6}, {0, 1, . . . , 10}→{1, . . . , 10}

注意 5.12. Middle convolution mcx0,µ と additions Ad
(
(xi − xj)

λ
) と添え字集合

{0, 1, . . . , n−1}の元の置換はKZ型方程式の変換を定義する．この変換でスペクトル
SpMがどう移るかは，定理 5.1などから分かる．
このような変換を何度か施して得られたKZ型方程式Mの留数行列A12のスペクト

ル [A12]を得るには，もとのKZ方程式のどのようなスペクトルのデータが必要か考察
しよう．[Ã12|K1

] = [A012|kerA01
]であるから，添え字の置換と additionを考慮すると，

元の方程式の [A01 : A012]が必要となる．添え字の置換より [A12 : A123]や [A23 : A123]
も必要である．再度 x0 変数のmiddle convolutionを考えれば，[A01 : A012 : A0123]
や [A01 : A23 : A0123]も必要となる．以上の考察は，次のような図式に対応している．

1 2 → 0 1 2 → 0 1 2 3 2 3 1 0 → 0 1 2 3 4 2 3 1 0 4 2 3 4 1 0

このトーナメント図の変化は basic insertionを施すことに対応している．任意の
トーナメント図が 2チームのトーナメント図に basic insertionを何度か施して得ら
れるので（cf. 注意 2.1），一般には SpMが必要である．
なお，convolutionや additionのみを施していく場合は, 同時固有空間分解を含ま

ない {[AI ] | I ⊂ Ln}のデータで閉じている．middle convolutionや additionを何度
か施して得られるKZ型方程式の留数行列や可換留数行列族の同時固有値分解の情報
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を元の KZ型方程式から得るには，middle convolution の定義で使われる kerAj が
自明であるかどうかなどに依存して，SpMに含まれる部分的情報，たとえば極大と
は限らないいくつかの可換留数行列族の同時固有値分解の情報で十分なことが多い
ので，問題に応じて考察するのがよい．たとえば、middle convolutionがいくつかの
変数のみに制限される場合については [9, Theorem 4.1]や §7.3を参照のこと．

6. 例
前節の主定理から middle convolution mcx0,µ で SpM がどう変わるかが分か

る．n変数 (x0, . . . , xn−1)の場合，結果は添え字 {1, . . . , n−1}について対称なので，
Sp(mcx0,µM) のうちの x0 のみを区別した優勝型の個数だけ調べればよい．n =
3, 4, 5, 6, 7, . . .のときその個数Wn は 2, 4, 9, 20, 46, . . .である．
この節では，n = 4のW4 = 4つの場合を具体的に与える．なお，{1, 2, 3}の添え

字の置換を行った結果（全部でK4 = 15個となる）も成立する．簡単のため，斉次
性を仮定している．このときは A0123 = 0, Ã01234 = µ.

1. 0 1 2 3 I =
{
{0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3}

} b0−→
{
{1}, {2}, {3}

}
U =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , V = U−1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Ã∗ → V Ã∗U

Ã01 =

A01+µ A02 A03

0 0 0
0 0 0

→
A01+µ A02 A03

0 0 0
0 0 0


Ã012 =

A012+µ 0 A03

0 A012+µ A03

0 0 A12

→
A012+µ 0 A03

0 A012+µ A03

0 0 A12


[Ã01 : Ã012] = {[A01 + µ : A012 + µ], [0 : A012 + µ], [0 : A12]}

[Ã01 : Ã012]|K1 = [A01 + µ : A012 + µ]|kerA01

[Ã01 : Ã012]|K2
= [0 : A012 + µ]|kerA02

[Ã01 : Ã012]|K3
= [0 : A12]|kerA03

[Ã01 : Ã012]|K∞ = [0 : A12]|ker (A0∞−µ)

Ãij , U , V はブロック行列で，U , V の成分の 1は単位行列を表す．

2. 1 2 0 3 I =
{
{0, 1, 2}, {1, 2}, {0, 1, 2, 3}

} b0−→
{
{1, 2}, {1}, {3}

}
U =

1 1 0
1 0 0
0 0 1

 , V = U−1 =

0 1 0
1 −1 0
0 0 1

 , Ã∗ → V Ã∗U

Ã012 =

A012+µ 0 A03

0 A012+µ A03

0 0 A12

→
A012+µ 0 A03

0 A012+µ 0
0 0 A12


Ã12 =

A012−A01 −A02 0
−A01 A012−A02 0
0 0 A12

→
A12 −A01 0

0 A012 0
0 0 A12
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[Ã012 : Ã12] = {[A012 + µ : A12], [A012 + µ : A012], [A12 : A12]}

[Ã012 : Ã12]|K1 = [A012 + µ : A012]|kerA01

[Ã012 : Ã12]|K2
= [A012 + µ : A012]|kerA02

[Ã012 : Ã12]|K3
= [A12 : A12]|kerA03

[Ã012 : Ã12]|K∞ = [A12 : A12]|ker (A0∞−µ)

AJ
I (cf. 定理 5.1)

J\I 0̃12 1̃2 0̃123
012 012+µ 12 µ
12 012+µ 012 µ
0123 12 12 µ

j\I 0̃12 1̃2 0̃123
1 012+µ 012 µ
2 012+µ 012 µ
3 12 12 µ
∞ 12 12 µ

注意 6.1.
(
ÃI

)
I∈I の同時固有値分解は定理 5.1の AJ

I で分かる．I の要素を添え字
とする (n−1)× (n−1)行列をこの例の場合に示したのが上の左の表で, 行列の (J, I)
成分AK = AJ

I に対応する添え字Kを示している．なお，表の 012+µは，A012 +µ
を意味している．添え字に 0を含むかどうかは I ⊃ J かどうかで決まり，+ µの項
があるのは 0 ∈ I ⊃ J のときのみ．例では Ã0123を省略しているので，行列の最後の
列は例では省略されている．同様に，右の表は (

ÃI |Kj

)
I∈I を記述する A

{j}
I を表し

ている（j =∞のときは，ALn

I ）．

3. 1 2 3 0 I =
{
{0, 1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2}

} b0−→
{
{1, 2, 3}, {1, 2}, {1}

}
U =

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 , V = U−1 =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 , Ã∗ → V Ã∗U

Ã123 =

−A01 −A02 −A03

−A01 −A02 −A03

−A01 −A02 −A03

→
A123 −A01 −A02 −A01

0 0 0
0 0 0


Ã12 =

A012−A01 −A02 0
−A01 A012−A02 0
0 0 A12

→
A12 0 0

0 A12 −A01

0 0 A012


[Ã123 : Ã12] = {[A123 : A12], [0 : A12], [0 : A012]}

[Ã123 : Ã12]|K1 = [0 : A012]|kerA01

[Ã123 : Ã12]|K2
= [0 : A012]|kerA02

[Ã123 : Ã12]|K3
= [0 : A12]|kerA03

[Ã123 : Ã12]|K∞ = [A123 : A12]|ker (A0∞−µ)

4. 0 1 2 3 I =
{
{0, 1}, {0, 1, 2, 3}, {2, 3}

} b0−→
{
{1}, {2, 3}, {2}

}
U =

1 0 0
0 1 1
0 1 0

 , V = U−1 =

1 0 0
0 0 1
0 1 −1

 , Ã∗ → V Ã∗U

Ã01 =

A01+µ A02 A03

0 0 0
0 0 0

→
A01+µ A03 +A02 A02

0 0 0
0 0 0
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Ã23 =

A23 0 0
0 A023−A02 −A03

0 −A02 A023−A03

→
A23 0 0

0 A23 −A02

0 0 A023


[Ã01 : Ã23] = {[A01 + µ : A23], [0 : A23], [0 : A023]}

[Ã01 : Ã23]|K1
= [A01 + µ : A23]|kerA01

[Ã01 : Ã23]|K2 = [0 : A023]|kerA02

[Ã01 : Ã23]|K3
= [0 : A023]|kerA03

[Ã01 : Ã23]|K∞ = [0 : A23]|ker (A0∞−µ)

1 の場合
Ã 0̃1 0̃12
01 01+µ 012+µ
012 0 012+µ
0123 0 12
1 01+µ 012+µ
2 0 012+µ
3 0 12
∞ 0 12

3 の場合
Ã 1̃23 1̃2

0123 123 12
123 0 12
12 0 012
1 0 012
2 0 012
3 0 12
∞ 123 12

4 の場合
Ã 0̃1 2̃3
01 01+µ 23
0123 0 23
23 0 023
1 01+µ 23
2 0 023
3 0 023
∞ 0 23

数式処理 Risa/Asirのライブラリ [12]には定理 5.1によってこの節に述べた結果
を得る函数が組み込んであり，以下のプログラムで結果が表示される（TEXを用い
て PDF に変換され，トーナメント図も含めて表示される）．

N=4; /* N-2=2 variables HG */

T=os_md.symtournament(N|to="T"); /* T: 全トーナメント型 */

for(S="";T!=[];T=cdr(T)){ /* R: 全勝利型 */

R=os_md.xytournament(car(T),0|verb=21,winner="all");

for(;R!=[];R=cdr(R)){

C=car(R);

S=S+"\\raisebox{-2mm}{" /* S: TeXソース */

+os_md.xytournament(C[0],0|teams=C[1],winner=0) /* 図 */

+"}\\qquad"+rtostr(C[4])+"\\ $\\to$ \\ "+rtostr(C[3])

+os_md.midKZ(C[2],C[3]); /* スペクトル */

}

}

os_md.dviout(S); /* 表示 */

上のプログラムでは
• 1行目の N=4で変数の個数 n = 4を与える．
• 2行目で Nチームのトーナメント図のすべての型を Tに得る．
• 4行目でトーナメント型に対応するすべての優勝型の I を Rに得る．
• 5行目以降で，Sp(mcx0,µM)を計算し，この節で示した形式での結果をTEX
のコード Sにまとめ，最終行で PDFに変換して画面表示する．

注意 6.2. n−1チームのトーナメント戦は，top insertionにより nチームのトーナメ
ント戦に埋め込める．埋め込みによる像は b0(Ln) = {n−1}となるトーナメント戦に
対応している．KZ型方程式ではMの留数行列がAi,n−1 = 0 (0 ≤ i ≤ n− 2)となっ
ているものを考えることに対応する.
このことに注意すれば，階数 n階のKZ型方程式について得た結果から n−1の場

合の結果が分かる．この節の例で言えば，最初の 2例が埋め込まれた場合で，n = 3
の場合の結果は b0({0, 1, 2, 3}) = {3}を除けば得られる．すなわち，例における行列
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は，最初の 2× 2ブロックの部分のみとし，K3 の項はなくなり，同時スペクトル分
解は最後の項を除いたものとなる．A012 はそのまま残しておいてよい．

7. 補足
7.1. トーナメント戦. トーナメント戦と関連づけてKZ型方程式の解析を行ってきた
が，両者で対応する事柄は以下のようであった．

n変数のKZ型方程式 nチームのトーナメント戦
極大可換留数行列族 トーナメント戦

KZ型方程式のスペクトル トーナメント戦の全体
特異点 準決勝
特異点解消 準決勝に至るまでのトーナメント戦の結果

middle convolutionを行う変数 優勝者を決める
極大可換留数行列族の上三角化の基底 トーナメント戦の各ゲームの勝者を決める

middle convolution 優勝チームの deletionと insertion
middle convolutionの定義の kernel 上で basic/top insertion
さらにm個の固定特異点がある場合 nチームをm個にグループ分け

7.2. 無限遠点. §3で考察したKZ型方程式Mは，P1上のn+1個の点x0, . . . , xn−1,∞
の配置空間上に定義されていると考えられる．一次分数変換で無限遠点を有限の点
に移すと，無限遠点を特異点としない n+1変数の KZ-型方程式が得られ，特異点は
すべて有限の点となってそれらの点に対する対称性が見やすくなる．もとの方程式が
n−1変数のKZ型方程式であったとすると，得られる nのKZ型方程式Mはその留
数行列 Aij が以下の条件を満たす，ということで特徴付けられる．

(7.1) Ai∞ :=

n−1∑
ν=0

Aiν = 0 (0 ≤ i < n).

そこで，この節では以下の仮定を置く．
定義 7.1. ∞はMの擬特異点である．すなわち
(7.2) Ai∞ = µi (0 ≤ i < n)

を満たす µi ∈ Cが存在する（上で µi はスカラー行列を表す）．
Ad

(
(x0 − x1)

λ(x0 − x2)
λ(x1 − x2)

−λ
)をMに施すと，A0∞ は A0∞ − λに変わ

り，i 6= 0ならAi∞は不変である．よって，無限遠点を擬特異点とするKZ型方程式
は，適当な additionを施すと，無限遠点を特異点としない，すなわち (7.1)を満たす
方程式に変換できる．middle convolutionで Ãi∞ がどう変換されるかを見よう．

Ã0∞ = −
n−1∑
ν=1

A0ν =


−A01 − µ −A02 · · · −A0,n−1

−A01 −A02 − µ · · · −A0,n−1...
...

. . .
...

−A01 −A02 · · · −A0,n−1 − µ

 ,

Ã1∞ = −
n−1∑
ν=0

A1ν =


A0∞ +A1∞ +A01 − µ 0 · · · 0

A01 A1∞ · · · 0
...

...
. . .

...
A01 0 · · · A1∞


であるから，無限遠点を擬特異点とするKZ型方程式の変数 x0に対するmiddle con-
volutionは (7.2)の µ0 を用いてmcx0,µ0

と定義する．すると
Ã0∞(v)L0

n
=

(
(A0∞ − µ)v

)
L0

n
, Ã1∞(v)L0

n
=

(
(A01 +A1∞)v

)
L0

n
,

Ã0∞ = 0 mod K∞, Ãi∞ = µi mod Ki (1 ≤ i < n),
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より
K∞ = VL0

n
, A0∞ = 0, Ai∞ = µi (0 < i < n)(7.3)

となるので，mcx0,µ0
Mも無限遠点を擬特異点にもつ．

7.3. 固定特異点. 変数以外にも特異点 y1, . . . , ym をもつ KZ型方程式

M :
∂u

∂xi
=

∑
0≤ν≤n−1

ν ̸=i

Aiν

xi − xν
u+

m∑
q=1

Biq

xi − yq
u (i = 0, . . . , n− 1)(7.4)

を考察する．この方程式の場合も，(7.2)が満たされるとき無限遠点は擬特異点であ
るという．変数を増やせば無限遠点は擬特異点と仮定して一般性を失わないので，以
下それを仮定する．
ここで {i1, . . . , ip} ⊂ {0, . . . , n−1}と {j1, . . . , jq} ⊂ {n, . . . ,m+n−1} に対して

Ai1,...,ip;j1,...,jq :=
∑

1≤ν<ν′≤p

Aiν iν′ +
∑

1≤ν≤p
1≤ν′≤q

Biνjν′−n+1

とおく．yj = xn−1+j とおいたと考えてもよい（j = 1, . . . ,m）. このとき
Ai1,...,ip;j1,...,jq = Ai1,...,ip,j1,...,jq −Aj1,...,jq

に注意（右辺の Ajνjν′ の項はキャンセルする）．
Mの可積分条件は，互いに異なる i, j, k, ` ∈ Lnと q, q′ ∈ {n, n+1, . . . , n+m−1}

に対し
[Aij , Akℓ] = [Ai;q, Aj;q′ ] = [Aij , Ak;q] = 0,

[Aij , Aijk] = [Aij , Aij;q] = [Ai;q, Aij;q] = 0.
(7.5)

また，[A01, A01···k;q] = [A01,
∑

0≤i<j≤k

Ai,j + A01;q +
k∑

i=2

Ai;q] = 0 などから一般に
I, J ⊂ {0, 1, . . . , n− 1}および {q, q′} ⊂ {n, n+ 1, . . . , n+m− 1}に対し

[AI , AJ ] = 0 (I ∩ J = ∅ or I ⊂ J or I ⊃ J),

[AI , AJ;q] = 0 (I ∩ J = ∅ or I ⊂ J),

[AI;q, AJ;q′ ] = 0 (I ∩ J = ∅ and q 6= q′).

(7.6)

以下 (7.2)を仮定する.

定義 7.2. I が有限集合の組 (L,L′)の極大可換部分集合族とは，L ∩ L′ = ∅であっ
て，I = {I(ν) | ν ∈ L′}と表せて，さらに
(7.7) Ln =

⊔
j∈L′

Sj

という分解があって，I(j) が Sj ∪ {j}の極大部分集合族となっているものとする．
さらに L′ = {r1, . . . , rm}とおいて以下を定義する．

(7.8) Î := I ∪
m⋃
j=2

{Ŝj}, Ŝj :=

j⋃
ν=1

(
Sν ∪ {ν}

)
.

なお，nは変数の個数，mは固定特異点の数で，n = |S1|+ · · ·+ |Sm|.
Mは x0, . . . , xn−1 の各変数での middle convolutionが可能で，それによる留数

行列の同時固有空間分解は定理 5.1の結果に帰着する. 留数行列は (7.3)と I に対応
するものを考え，基底は Î から定めればよい．特に n = 1の場合は，[1]で扱った場
合に対応する.
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注意 7.3. Î に対応するトーナメント戦は，ラベル n+m− jと n+m− 1− jのチー
ムが勝ち進んでいったとすると，決勝戦の j − 1試合前の試合で対戦することになる
（j = 1, . . . ,m）という n+mチームのトーナメント戦である.

例 7.4. L = {0, 1, 2}, L′ = {3, 4, 5}のときの極大可換部分集合族は，Lの元の置換
と L′ の元の置換の対称性を除くと以下のものがすべてとなる．

1 + 1 + 1 :
{
{0, 3}, {1, 4}, {2, 5}

}
,

2 + 1 + 0 :
{
{0, 3}, {1, 4}, {0, 2, 3}

}
,
{
{0, 1}, {2, 3}, {0, 1, 4}

}
,

3 + 0 + 0 :
{
{0, 1}, {2, 3}, {0, 1, 2, 3}

}
,
{
{0, 1}, {0, 1, 2}, {0, 1, 2, 3}

}
,{

{0, 1}, {0, 1, 3}, {0, 1, 2, 3}
}
,
{
{0, 3}, {0, 1, 3}, {0, 1, 2, 3}

}
.

たとえば, S3 = {0, 1, 2}, S4 = S5 = ∅とするとW3+1 = 4から 4通りあり，それが
上の 3 + 0+ 0の例となる．極大可換部分集合族の個数は，3+ 0+ 0に対応する場合
では 3K4 = 45個，2 + 1+ 0に対応する場合は 3! · 3K3 = 54個，1 + 1+ 1は 6個り
で，合計 105個である．

0 3 1 4 2 5{
{0, 3}, {1, 4}, {2, 5}

} 0 3 2 1 4 5{
{0, 3}, {1, 4}, {0, 2, 3}

} 0 1 2 3 4 5{
{0, 1}, {2, 3}, {0, 1, 2, 3}

}
例 7.5. n = 1のとき I はm個ある．たとえばm = 4のとき{
I
}
=

{{
{0, 1}

}
,
{
{0, 2}

}
,
{
{0, 3}

}
,
{
{0, 4}

}}
, Î = ̂{{0, 3}} : 1 2 0 3 4

注意 7.6. m = 1の場合を考えよう．可積分条件は，留数行列Aij (0 ≤ i < j ≤ n)を
もつ n+1変数の KZ型方程式の可積分条件と一致する．よって xn = y1 に対する偏
微分方程式を加えた KZ型方程式は可積分条件を満たす．一方，後者の解に xnの任
意函数を掛けてもMの解となるので， (x0, . . . , xn)変数の解空間は無限次元となる．
7.4. スペクトルとアクセサリー・パラメーター. n = 1でm = 2の場合を考えよう．
すなわち

(7.9) N :
du

dx0
=

A01

x0 − x1
u+

A02

x0 − x2
u

という x1, x2, ∞の 3点を特異点とする Fuchs型常微分方程式である．これに対し
(7.10) A12 = −A01 −A02

すなわち，A12 = A0∞ とおくと，この方程式 N は，3変数 (x0, x1, x2) の KZ型方
程式Mに拡張される．逆に n = 3の既約なKZ型方程式Mは (7.10)を満たすとし
てよい（cf. 定義 3.5）．
一般にN はリジッドとは限らず，アクセサリー・パラメーターを 2r個持つ（r =

0, 1, . . .）．たとえば，A01, A02が一般のM(3,C)の行列なら，2個のアクセサリー・
パラメーターを持つ．additionやmiddle convolutionはアクセサリー・パラメーター
の個数を変えない可逆変換なので，このような方程式にこれらの変換を施していけ
ば，SpMでは決まらない 2r個のアクセサリー・パラメーターを持つ n変数の KZ
型方程式が得られる（n = 3, 4, . . .）．逆に，これらの変換によって 3変数のKZ型方
程式に移せる KZ型方程式はアクセサリー・パラメーターの数などが分かる．

KZ型方程式Mに対し，SpMのみでアクセサリー・パラメーターを持たずに方
程式が決まる場合をリジッドと定義する．middle convolutionと additionによる何
度かの変換によって（特にリジッドな）KZ型方程式が互いに移り合うかどうかは，
これらの変換で階数を下げることのできない既約KZ型方程式の特徴付けと並んで興
味深い問題である．自明な方程式 u′ = 0からこれらの変換で構成される KZ方程式
Mはリジッドであるが，その方程式は Gaussの超幾何函数における Kummerの関
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係式のように，スペクトルの対称性から，解の間の様々な関係式が得られることが期
待できる (cf. [5, Remark 5.17])．
一般の確定特異点型のホロノミック系Mについて，その特異集合をすべて正規交

差特異点までブローアップすると，正規交差特異点を定義する正規交差超曲面に対応
する可換な留数行列の組が得られる（cf. [3]）．正規交差点におけるそれらの可換な
留数行列の組の同時共役類のデータ（一般には，同時固有値と重複度）を集めたもの
をスペクトル SpMと定義する．
7.5. 半局所モノドロミー. たとえば L = {0}, L′ = {1, 2, 3, 4}のときに [Ã03 + Ã04]
が [A0i] や [A03 +A04]などから求められることを [10]で示した．ここでは，たとえ
ば L = {0, 1, 2}, L′ = {3, 4, 5}のときに [Ã03 + Ã04]を求めることを考察しよう．形
式的には A03 +A04 = A034 −A34 であるが，A34 などが存在するとみなして考えれ
ばよい.

3と 5のチームが勝ち進んだら決勝戦で戦い，4と 5のチームも同様，というトー
ナメント戦に対応する. さらに，3と 4のチームが勝ち進んだ場合, 両チームの対戦
は準決勝または準々決勝，というトーナメント戦に限ってもよい.
{0, 1, 2} ⊃ I1 ⊃ I2に対し，ÃI134−ÃI234は (7.4)の留数行列で表せる. ÃI134−ÃI234

の固有値分解を (7.4)の留数行列 Aij の情報から得るには，I134と I234の試合を含
んだトーナメント戦を考え，定理 5.1を適用すると AI′

134
, AI′

234
(I ′1 ⊃ I ′2) を含む同

時固有空間分解が現れるが，それぞれ個別でなくて実際は AI′
134
−AI′

234
を考える同

時固有空間分解の問題に帰着する．このとき，I1 % I2 でも I ′1 = I ′2 となる場合があ
り得ることに注意.
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