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Radon transform

J. Radon (1917, Ber. Berh. Sächs. Akad.Wiss. Leipzig. Math.-Nat. kl.)

ℓ

(r cos θ, r sin θ)

C0(R2) ∋ f 7→
(
ℓ 7→ Rf (ℓ) =

∫
ℓ
f(ℓ(t))dt

)
ℓ(t) = (r cos θ − t sin θ, r sin θ + t cos θ)

R2 −→ Rn, {ℓ} −→ {k-次元 affine subspaces}
k = n− 1 : パラメータ空間の次元 = n

k = 1 : X-ray transformation,

パラメータ空間 (affine Grassmann)の次元 = 2n− 2

−→ 像はある微分方程式を満たす (F. John)

R : S({k′-次元 affine subspaces})→ S({k-次元 affine subspaces})
（Gonzalez-Kakehi, Rubin etc.）



P. Funk (1916, Math. Ann.)

ℓ

C(S2) ∋ f 7→
(
ℓ 7→ Rf (ℓ) =

∫
ℓ
f(ℓ(θ))dθ

)eℓ

ℓ(θ) = e′ℓ cos θ + e′′ℓ sin θ ({eℓ, e
′
ℓ, e

′′
ℓ} : orthonormal)

=⇒ C∞(S2/Z2)
∼→ C∞(S2/Z2)

P2(R) = S2/Z2 : 2次元実射影空間

= {1次元部分空間 ⊂ R3} ≃ O(3)/O(1)×O(2)

≃ GL(3, R)/P1,2, P1,2 =
{(

∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

)
∈ GL(3, R)

}
R : C∞({k 次元部分空間 })→ C∞({ℓ次元部分空間 })

k + ℓ = n ⇒ ∼→
k = 1 < ℓ < n− 1 → 2階の微分方程式, Gelfandの一般超幾何

{k 次元部分空間 ⊂ Rn} : Grassmann多様体← O(n), GL(n)

−→ 一般旗多様体（⇐ {部分空間の包含列 } の空間）



Grassmann多様体

Mo(n, k; R) :=

X =

x11 · · · x1k

... · · ·
...

xn1 · · · xnk

 ∈ M(n, k; R); rankX = k


Grk(Rn) := {Vk : k 次元部分空間 ⊂ Rn} Vk ∋ XM(k, 1; R) ⊂ Rn

= Mo(n, k; R)/GL(k, R) ∋
(

Ik

x

)
(x ∈ M(n − k, k; R))

Gr1(Rn)= Mo(n, 1; R)/GL(1, R) = Rn \ {0}/R× = Pn−1(R) ⊃ Rn−1

dimGrk(Rn) = nk − k2 = (n − k)k

Rk
ℓ : C

(
Grk(Rn)

)
∋ f 7→ (Rk

ℓ f)(x) ∈ C
(
Grℓ(Rn)

)
(0 < k < ℓ < n)

(Rk
ℓ f)(x) =

∫
x⊃t : k 次元部分空間

f(t)dt

0 < ℓ < k < n →

(Rk
ℓ f)(x) =

∫
x⊂t : k 次元部分空間

f(t)dt



Grk(Rn)にはG = GL(n, R)が推移的に作用： G
surj.→ Grk(Rn)

Grk(Rn) ∋
(

Ik

0

)
GL(k, R) =

(
GL(k,R)

0

)
G × Mo(n, k;R) ∋ (g, X) 7→ tg−1X

Pk,n := {g ∈ G; tg−1
(

GL(k,R)
0

)
=
(

GL(k,R)
0

)
}

Grk(Rn) = G/Pk,n (= O(n)/O(k) × O(n − k))

Pk,n =

{
p =

(
g1 0
y g2

)
; g1 ∈ GL(k,R), g2 ∈ GL(n − k,R), y ∈ M(n − k, k;R)

}
⊃ P := {

( ∗
∗ ∗...

...
. . .

∗ ∗ ··· ∗

)
∈ GL(n,R)}

B
(
O(n)/O(k) × O(n − k)

)
≃ B

(
Grk(Rn)

)
↪→ B(G/Pn,k)

B(G/Pk,n;Lλ) := {f ∈ B(G); f(xp) = f(x)| det g1|λ1 |det g2|λ2 , ∀p ∈ Pk,n}
(= B(O(n)/O(k) × O(n − k))) Gの退化主系列表現の空間

= {f ∈ B(Mo(n, k;R)); f(Xg1) = f(X)|det g1|−λ1 , ∀g1 ∈ GL(k,R)}

(x =
(
xij

)
1≤i≤n
1≤j≤n

∈ G ⊂ Rn2
, x 7→ tx−1 7→ X)

=⇒ (Rk
ℓ f)(x) =

∫
O(ℓ)×O(n−ℓ)

f(xk)dk =

∫
O(ℓ)/O(k)×O(ℓ−k)

f(xk)dk



問題. Rk
ℓ の像を特徴付けよ (ℓ + k < n)

定理. Rk
ℓ is lifted to the G-map

Rk
ℓ : B(G/Pk,n; Lℓ,0)→ B(G/Pℓ,n; Lk,0)

Gの（左）無限小作用で生成される微分作用素の中で探す

X ∈ M(n, R), Eij :=
(
δpiδqj

)
1≤p≤n
1≤q≤n

, x =
(
xij

)
1≤i≤n
1≤j≤n

∈ G and ϕ ∈ C∞(G)

(Xϕ)(x) :=
d

dt
ϕ(xetX)

∣∣
t=0

, Eij =
n∑

ν=1

xνi
∂

∂xνj

(π(X)ϕ)(x) :=
d

dt
ϕ(e−tXx)

∣∣
t=0

π(Eij) = −
n∑

ν=1

xjν
∂

∂xiν

=
d

dt
ϕ(xe−tx−1Xx)

∣∣
t=0

(π(X)ϕ)(x) = (−(Ad(x−1)X)ϕ)(x), Ad(x)X = xXx−1 ∈ M(n, C)

g = M(n, R) は Lie環, [Eij , Ekℓ] = ϵ(δjkEiℓ − δℓiEkj).



U ϵ(g): 普遍包絡環 (⊃ g)

≃ X (X ∈ g) で生成される D(G) (G 上の微分作用素環) の部分環

(ϵ = 1)

定義. En,k,λ := {P ∈ U(g); π(P )B(G/Pk,n; Lλ) = 0}
⇒ U(g)の両側イデアル

Fact. 積分変換

Radon変換 Rn
k

Poisson変換 Pn
k,λ : ϕ(g) 7→

∫
K

ϕ(gk)dk

Penrose変換

Whittaker模型, intertwining operators etc.

(任意のB(G/Pk,n; Lλ)からのG-準同型写像 orより一般にG/Pk,n

の上のある正則線形束のあるコホモロジー空間ベクトルから)

の像は、En,k,λ で定義される微分方程式を満たす

問題. En,k,λ のよい生成系を見つけよ



En,k,λ ≃ a(
∩
g∈G

Ad(g)Jϵ
k,λ)

Jϵ
k,λ :=

∑
i ̸=j

i>k or j≤k

U ϵ(g)Eij +
k∑

i=1

U ϵ(g)(Eii − λ1) +
n∑

j=k+1

U ϵ(g)(Ejj − λ2)

by a : U ϵ(g) ∋ XY 7→ (−Y )(−X) ∋ U(g) (anti-automorphism, X, Y ∈ g)

Ak,λ :=

(
λ1Ik 0

∗ λ2In−k

)
, ⟨X, Y ⟩ := trace XY

ϵ = 0 : f ∈
∩
g∈G

Ad(g)J0
k,λ ⇔ Ad(g)f ∈ J0

k,λ (∀g ∈ G)

⇔ (Ad(g)f)(Ak,λ) = 0 (∀g ∈ G)

⇔ f(
∪
g∈G

Ad(g)Ak,λ) = 0



Fact. En,k,λ は行列 Ak(λ1, λ2) :=

(
λ1Ik 0

∗ λ2In−k

)
in M(n, C) の

共役類の集合⊂M(n, C) ≃ Cn2
の定義イデアルの量子化とみなせる

VA =
∪

g∈G Ad(g)A −−−→ G-invariant defining ideal of VA

...
yquantization

Representations of U(g) or GR ←−−− Two sided ideal of U(g)

線形代数における 特性多項式, 最小多項式, 単純単因子, 行列式

などの概念の 量子化

Remark. λ1 ̸= λ2 ⇒ Ak(λ1, λ2) ∼

(
λ1Ik

λ2In−k

)



定理 (Minimal Polynomial). Ak(λ1, λ2)の最小多項式 (x−λ1)(x−λ2)

の量子化は (x− λ1)(x− ϵk − λ2)で a(En,k,λ) の生成元は⟨(
(E− λ1)(E− ϵk − λ2)

)
ij
,

n∑
i=1

Eii − kλ1 − (n− ϵk)λ2

⟩

(ただし λは一般) ここで E =
(
Eij

)
1≤i≤n
1≤j≤n

= tX∂ ∈ M(n, U(g)) で

X =
(
xij

)
1≤i≤n
1≤j≤n

, ∂ =
(

∂
∂xij

)
1≤i≤n
1≤j≤n

Eij =
∑

ν xνi
∂

∂xνj

λ1 − λ2 /∈ {1, 2, 3, . . .} ⇒ ポアソン変換 Pn
k,λ の像は，この微分方

程式の解空間として特徴づけられる

(Hua方程式の一般化，帯球関数 Pn
1,λ(1) は Lauricella’s FD となる)

Remark. rank(Ak(λ1, λ2) − λ1) ≤ n − k ⇒ Ak(λ1, λ2) − λ1 の

(n− k + 1)-次小行列式は消える



定理 (小行列式, 単純単因子). Assume 2k ≤ n (for simplicity).

λ1 − λ2 /∈ {ϵ, · · · , (n − k)ϵ} ⇒

a(En,k,λ) =
⟨

det
(
Eiµjν − (λ1 + (ν − n + k − 1)ϵ)δiµjν

)
1≤µ≤n−k+1
1≤ν≤n−k+1

,

det
(
Ei′µj′

ν
− (λ2 + (ν − 1)ϵ)δi′µj′

ν

)
1≤µ≤k+1
1≤ν≤k+1

⟩
λ1 − λ2 ∈ {kϵ, · · · , (n − k)ϵ} ⇒

a(En,k,λ) =
⟨ d

dt
det

(
Eiµjν − (t + λ1 + (ν − n + k − 1)ϵ)δiµjν

)
1≤µ≤n−k+1
1≤ν≤n−k+1

∣∣∣
t=0

,

det
(
Ei′µj′

ν
− (λ2 + (ν − 1)ϵ)δi′µj′

ν

)
1≤µ≤k+1
1≤ν≤k+1

⟩
Here ϵ =

{
0 (classical)
1 (quantum)

det
(
Aij

)
=

∑
σ

sign(σ)Aσ(1)1Aσ(2)2 · · · , I = {i1, . . . , in−k−1} etc.

行列式因子: An,k,λ − xIn のm次小行列式の最大公約元→量子化



定理 ([O, 1996]). 0 < k < ℓ, k + ℓ < n

Rk
ℓ は以下の方程式の解空間の上へ位相 G-同型{
Φ

(
(xij) 1≤i≤ℓ

1≤j≤n

)
∈ B(M0(n, ℓ; R));

Φ(xg) = |det g|−kΦ(x) for g ∈ GL(ℓ, R),

det
( ∂

∂xiµjν

)
1≤µ≤k+1
1≤ν≤k+1

Φ(x) = 0 (Capelli type)

for 1 ≤ i1 < · · · < ik+1 ≤ n, 1 ≤ j1 < · · · < jk+1 ≤ ℓ
}

.

(1)

定理 ([O 1996, Generalized Capelli identity])

det
( n∑

ν=1

xνik

∂

∂xνjℓ

(= Eikjℓ
) + (m − ℓ)δikjℓ

)
1≤k≤m
1≤ℓ≤m

=
∑

1≤ν1<···<νm≤n

det
(
xνpiq

)
1≤p≤m
1≤q≤m

· det
( ∂

∂xνpiq

)
1≤p≤m
1≤q≤m

for I = {i1, . . . , im} and J = {j1, . . . , jm} det(tXΞ) = · · · X, Ξ ∈ M(n,m; C)

Remark. m = n ⇒ the usual Capelli identity (1887)



定理. H ⊂ GL(n, R):
(
HC × GL(k, C),M(n, k; C)

)
が開軌道をも

つ (⇐ 概均質ベクトル空間).

=⇒ Rk
ℓ (相対不変超関数) ：（超幾何関数と呼ぼう）は (1)とH の無

限小作用で定義される方程式（超幾何微分方程式と呼ぼう）の解空間
に一致する

B(G/Pk,n; Lℓ,0)
Rk

ℓ∼→ (1)の解空間
∪ ∪

H-action y {相対不変超関数 } ∼→ {超幾何関数 }

例. (Gelfand-Aomotoの超幾何関数) k = 1.

H = GL(1, R)+×· · ·×GL(1, R)+ (α1, · · · , αn) with
∑n

j=1 αj = −ℓ

R1
ℓ : B

(
M o(n, 1; R)/R×; Lℓ

)
→ B

(
M o(n, ℓ; R)

)
相対不変超関数の Radon変換 R1

ℓ(|x11|α1
± · · · |xn1|αn

± )は

Φ(α, x) =

∫
t21+···+t2ℓ=1

n∏
j=1

∣∣∣∣∣
ℓ∑

ν=1

tνxjν

∣∣∣∣∣
αj

±

ω (超幾何関数)



Gelfandの超幾何微分方程式系 x =
(
xij

)
1≤i≤n
1≤j≤ℓ

∈ Mo(n, ℓ; R)

ℓ∑
j=1

xij
∂Φ
∂xij

= αjΦ for 1 ≤ i ≤ n (H の左作用)

n∑
ν=1

xνi
∂Φ

∂xνj
= −δijΦ for 1 ≤ i, j ≤ ℓ (GL(ℓ, R)の右作用)

∂2Φ
∂xi1j1xi2j2

=
∂2Φ

∂xi2j1xi1j2

for 1 ≤ i1 < i2 ≤ n, 1 ≤ j1 < j2 ≤ ℓ (Capelli型)

i) 任意の A ∈M(n, C)の単純単因子の量子化→
任意のスカラー型（退化）主系列表現の零化イデアルの生成元の構成

the annihilator of any generalized Verma module of the scalar type

for gl(n)：ϵ 7→ 0 古典極限も同時に得られる ([O 2005])

古典極限 ：ベキ零共役類の定義イデアルの生成系の場合

Kostant (regular nilpotent：全ての固有値が 0の行列全体の variety)

Weyman (any ベキ零元, 1989 ← 谷崎氏による予想).



ii) 最小多項式 の一般化：任意の単純 Lie環 gとそれの非自明有

限次元表現 (π, CN)と一般スカラー型 Verma加群MΘ(λ) （or 一般

スカラー型退化主系列表現）に対して定義されて計算可能

([O 2007, O-Oda 2006]).

iii) 一般化

R : C(O(n)/O(k1) × · · · × O(kp)) → C(O(n)/O(ℓ1) × · · · × O(ℓq))

n = k1 + · · · + kp = ℓ1 + · · · + ℓq

p = 2, q = 2 ⇒ O(n)の作用のみで像の特徴付けが可能

p = 2, q = 3 ⇒ GL(n)の作用が必要 (O(n)の作用では区別不可)

O(n) 7→ Sn : “有限集合”上の Radon変換

G ⊃ H1, H2：部分群

R : S(G/H1)→ S(G/H2), (Rϕ)(xH2) =

∫
H2/(H1∩H2)

ϕ(xh2)dh2

H1 7→ gH1g
−1 (g ∈ G) (twisted Radon変換)


