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1 序
2022年にNHK文化センター青山教室において，高校生のための大学数学講座が 4月か

ら毎月 1回 90分の講義が 9月まで開講された．代数・幾何・解析の各分野を 3人の講師
がテーマを選んで 2回ずつ担当した．解析を担当した私は「複素関数論」をテーマに選ん
だ．初回は「複素微分と正則関数」，2回目は「複素積分とコーシーの積分定理」と副題
をつけた．このノートは，その講義のスライドをもとにまとめたもので，説明文はわずか
にとどめてある．講座には高校生のみに限らず一般社会人も参加していた．
複素関数論は現代数学にとって必須の基礎分野で，多くの理工系分野においても重要な

理論であり，単に関数論というと複素関数論を指すほどである．しかしながら，理工系の
大学でも学ぶ機会がないことが多く，ここでは高校数学のレベルで理解できるように努め
た．初回は，高校では扱いの難しい三角関数などの初等関数を複素関数として定義してそ
の性質を示すことを目標にした．時間の制約もあり，「解析」の分野からということで等角
写像などの幾何学的側面の話は含めなかった．また，聴講者から留数計算の解説の希望が
あったので，2回目の講義ではそれについてはより詳しく説明した．
ガウス (1777～1855)

Johann Carl Friedrich Gauß

1811年：Gauss平面（複素数平面）

実軸

虚軸
•

r

z = x+ yi

×
0 x

yi×

z = r(cos θ + i sin θ)

r = |z| =
√

x2 + y2
i =

√
−1

C

θ

コーシー (1789～1857)

Augistin Louis Cauchy

Cauchy の収束定理

an
n→∞−−−→ ?

Cauchy の積分定理∮
f(z)dz = 0

2 複素微分
実数は数直線の点に対応するが，複素数は複素数平面の点に対応する．複素数平面は大

学では複素平面と呼ぶことが多い．ガウス平面とも言う．実数 xを変数とする実数値関数
y = f(x)は，xy平面に関数のグラフを描くとその性質が理解しやすいが，このノートで
扱う複素数を変数とする関数（複素関数）はグラフで理解するのは難しい．
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複素数 zを変数とする複素数値関数 f(z)の例を考えてみよう．多項式や有理式は，変数
に複素数を代入すると自然に複素関数となる．複素数は四則演算が定義されている「数」
ということに基づいている．

複素関数
関数 z = 0 z = 1

2 z = 1 z = 2 z =
√
−1
2 = i

2 · · ·
f(z) = 1 + z + z2 1 7

4 3 7 3
4 + 1

2 i · · ·
f(z) = 1

1−z 1 2 × −1 4
5 + 2

5 i · · ·

1 + i
2 + ( i2)

2 = 1 + i
2 − 1

4 = 3
4 + i

2

1
1− i

2

= 2
2−i =

2(2+i)
(2−i)(2+i) =

4+2i
5

と計算できる．ここで

vn(z)
定義
:= 1 + z + z2 + · · ·+ zn という多項式を考えてみよう．

zvn(z) = z + z2 + · · ·+ zn + zn+1

(1− z)vn(z) = 1− zn+1 ⇒ vn(z) =
1

1−z − zn+1

1−z (z 6= 1) であるから
|z| < 1 ⇒

∣∣∣ zn+1

1−z

∣∣∣ = |z|n+1

|1−z| ≤ |z|n+1

1−|z|
n→∞−−−→ 0,

vn(z)
n→∞−−−→ 1

1−z = 1 + z + z2 + · · ·+ zn + · · · (無限級数).

すなわち，複素数 zが |z| < 1を満たすならば，無限級数 1 + z + z2 + z3 + · · · は 1
1−z に

収束する．たとえば |z| < 1のときに（zが実数のときと同様に），次式が分かる．

1 + 2z + 3z2 + · · ·+ (n+ 1)zn + · · · = 1
(1−z)2

(|z| < 1)

多項式や有理関数に限らず，それらを含む複素関数を沢山作りたい！
そこで zの無限級数を考えてみよう．たとえば
複素数 a0, a1, a2, . . . が |an| ≤ 1を満たすとき，無限級数（べき級数）

u(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·+ anz
n + · · ·

は収束するか (値が決まるか）？（収束するなら，複素数 zの関数ができる）
un(z) = a0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 + · · ·+ anz

nとおく
|z| < 1で考えよう．m > nのとき

•un(z)

•um(z)
•

••
u1(z)

•
u2(z)

C
|um(z)− un(z)| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

akz
k

∣∣∣∣∣ ≤
m∑

k=n+1

|z|k

=
|z|n+1 − |z|m+1

1− |z|
≤ |z|n+1

1− |z|

|um(z)− un(z)| (m > n)の値は，nを大きくすればいくらでも小さくなる.

このようなとき，u(z) = lim
n→∞

un(z)は収束する（コーシーの収束定理）.
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たとえば u(z)は，上の値が 10−6以下となるよう nを十分大きくとると，un(z)は誤差
10−6以下で u(z)を定めているとしてよい．たとえば |z| ≤ 1

2 であったならば 220 > 106な
ので，n = 20ととればよいし，u100(z)では u(z)との誤差は 10−30以下となり，いくらで
も正確に u(z)の値が分かる.

このべき級数 u(z)は単位円D := {z ∈ C ; |z| < 1}上の複素関数を定める．一般には
べき級数 u(z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n + · · · に対し

収束半径R ∈ [0,∞]が決まる：|z| < Rなら u(z)は収束し，|z| > Rなら収束しない．
（r < R ⇒ lim

n→∞
|anrn| = 0, r > R ⇒ lim

n→∞
|anrn| 6= 0 といってもよい）

DR(0) := {z ∈ C ; |z| < R} : u(z)の収束円という
an　 1 n 2n n

2n n! 1
n!

収束半径 1 1 1
2 2 0 ∞

·
0

·c ·R

DR(0) DR−|c|(c)

定理. 収束べき級数 u(z)の収束半径をRとするとき
|c| < Rを満たす複素数 cに対し，u(z)は z = cを中心
とする収束半径がR− |c|以上のべき級数で表せる.

すなわち
u(z) =

∞∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=0

an
(
(z − c) + c

)n
=

∞∑
n=0

an

n∑
k=0

nCkc
n−k(z − c)k

u(z) =

∞∑
n=0

bn(z − c)n
(
b0 = u(c), b1 =

∞∑
n=1

nanc
n−1, bk =

∞∑
n=k

nCkanc
n−k
)

より厳密には以下の註1を参照．
複素微分 u′(c) := lim

C∋h→0

u(c+ h)− u(c)

h

定理. 収束べき級数 u(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n + · · · は収束円の内部で複素微分可能

で，導関数 u′(z) = a1 + 2a2z + · · ·+ nanz
n−1 + · · · の収束半径は同じ．

c = 0のとき u(h)−u(0)
h =

∞∑
n=1

anh
n−1 (収束べき級数)なので，h → 0が存在し u′(0) = a1.

収束円内の点 cを中心とするべき級数より u′(c) = b1 =
∞∑

n=1
nanc

n−1. an = u(n)(0)
n!

正則関数. 複素平面内の領域2U で定義された関数 u(z)が，U 内の任意の点 cの近くで
cを中心とするべき級数で表せるとき，u(z)を U 上の正則関数という．

正則関数の和，積，商，合成，導関数などは, 定義された領域で正則になる．

1Cauchyの収束定理から，|c| < r < Rとなる r に対し
∞∑

n=0

|an|rn が収束するので，その値をM とおく

と，M =
∞∑

n=0

|an|rn =
∞∑

n=0

|an|
n∑

k=0
nCk|c|n−k(r − |c|)k であり，bｋ =

∞∑
n=k

nCkanc
n−k も存在することが分

かる．|bk|(r − c)k ≤ M が k によらず成立するので，u(z)は z = cを中心とする収束半径が R− |c|以上の
べき級数で表せる. また |z| < r ならば |f(z)− a0| ≤ |z|M

r
となるので lim

z→0
f(z) = a0 に注意.

2領域とは，周を含まない図形で，それに属する任意の 2点が図形内の曲線でつなげられるもの．
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一致の定理. 領域 U で定義された 2つの正則関数と U 内の点 cに対し，cに収束する U

内の点列 {cj} (cj 6= c) で関数の値が一致していれば，両者は同じ関数．
cを原点として差の関数を考えよう．一致していなければ，その差は
amzm+am+1z

m+1+ · · · = amzm(1+ am+1

am
z+ · · · ) (am 6= 0)と表せる. これは z 6= 0で |z|が小

さいときは 0にはならない (U 内の 2点は何個かの収束円でつなげるので領域で一致する）

正則関数 u(z)で u′(z) = u(z) となるものを考えよう．
u(z) = a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ an−1z
n−1 + anzn + · · ·

u′(z) = a1 + 2a2z + · · · · · · · · ·+ nanz
n−1 + · · ·

an = an−1

n = an−2

n(n−1) = · · · = a0
n! =

u(0)
n! となるので

e(z) := 1 + z
1! +

z2

2! + · · ·+ zn

n! + · · · (指数関数)とおくと u(z) = u(0)e(z).

また {e(z + c)}′ = e(z + c) より e(z + c) = e(c)e(z) であるから c = wとおくと

e(z + w) = e(z) · e(w) (和公式)

e(iz) = 1 + i
1!z +

i2

2!z
2 + i3

3!z
3 + i4

4!z
4 + · · ·

=
(
1− z2

2! +
z4

4! − · · ·
)
+ i
(
z − z3

3! +
z5

5! − · · ·
) より

cos z := e(iz)+e(−iz)
2 = 1− z2

2! +
z4

4! − · · ·+ (−1)n z2n

(2n)! + · · ·,

sin z := e(iz)−e(−iz)
2i = z − z3

3! +
z5

5! − · · ·+ (−1)n z2n+1

(2n+1)! + · · · とおくと
e(iz)= cos z + i sin z.

さらに以下が分かる．
cos 0 = 1, cos(−z) = cos z, sin 0 = 0, sin(−z) = − sin z

(sin z)′ = cos z, (cos z)′ = − sin z

cos2 z + sin2 z =
( e(iz)+e(−iz)

2

)2
+
( e(iz)−e(−iz)

2i

)2
= 4e(iz)e(−iz)

4

= 1

e
(
±i(z + w)

)
= e(±iz) · e(±iw)

cos(z + w)± i sin(z + w) = (cos z ± i sin z)(cosw ± i sinw)

= (cos z · cosw − sin z · sinw)± i(sin z · cosw + cos z · sinw)
cos(z + w)= cos z · cosw − sin z · sinw
sin(z + w)= sin z · cosw + cos z · sinw

e(±3iz) = e(±iz)3

cos 3z ± i sin 3z = (cos z ± i sin z)3

= cos3 z ± 3i cos2 z · sin z − 3 cos z · sin2 z ∓ i sin3 z

cos 3z = cos3 z − 3 cos z · sin2 z = 4 cos3 z − 3 cos z

sin 3z = 3 cos2 z · sin z − sin3 z = 3 sin z − 4 sin3 z
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zが実数なら、e(z), sin z, cos zは実数
xを実数とする．x ∈ [0, 1]のとき
−(cosx)′ = sinx = (x− x3

3! ) + x5( 1
5! −

x2

7! ) + · · · ≥ x(1− x2

6 ) ≥ x(1− 1
6)

(sinx)′ = cosx = (1− x2

2! ) + x4( 1
4! −

x2

6! ) + · · · ≥ 1− x2

2 ≥ 1
2

よって x ∈ [0, 1]で，cosxは単調減少，sinxは単調増加
f(x) = cosx− sinxとおく. sin 1 ≥ 5

6 , cos 1 ≤
√

1− 52

62
< sin 1

f(x)は [0, 1]で単調減少で，x = 0で 1, x = 1

で負であるから， f(x) = 0 となる x ∈ [0, 1] が
ただ一つある．それを π

4 と定義する（π ∈ (0, 4)）

x 0 · · · 1
f(x) 1 ↘ 負

cos π
4 = sin π

4 =
√
2
2

cos(x+ π
4 ) =

√
2
2 (cosx− sinx) ≥ 0 (x ∈ [0, π2 ], 単調減少)

sin(x+ π
4 ) =

√
2
2 (sinx+ cosx) (x ∈ [0, π2 ], 単調増加)

cos π
2 = 0, sin π

2 = 1,

sin(x+ π
2 ) = cosx, sinπ = 0, cos(x+ π

2 ) = − sinx, cosπ = −1.

sin(x+ π) = − sinx, sin(x+ 2π) = sinx

cos(x+ π) = − cosx cos(x+ 2π) = cosx

x 0 · · · π
2 · · · π · · · 3π

2 · · · 2π

sinx 0 ↗ 1 ↘ 0 ↘ −1 ↗ 0

cosx 1 ↘ 0 ↘ −1 ↗ 0 ↗ 1

e(ix) = cosx+ i sinxは，x ∈ [0, 2π] のとき，複素平面の単位円周上 1を出発点として，
反時計回りにちょうど一回まわる.

円弧 Cθ := {e(ix) ; x ∈ [0, θ]} (θ ∈ (0, 2π]) の長さは
n∑

k=1

|e(iθ k
n)− e(iθ k−1

n )| =
n∑

k=1

|e(i θn)− 1| =
∣∣∣∣ e(i θn )−1

1
n

∣∣∣∣ n→∞−−−→ |iθ| = θ

単位円の長さ θの円弧に対する中心角の大きさを θと定める．
半径 1の円周の長さは 2πとなる．

·
0

·1

•e
iθ

•e
iθ

k
n

•e
iθ

k−1
n

•

•

•
• •

θ
また，e(x)は，x ∈ (−∞,∞)で正で単調増加で

e(−x) = e(x)−1, lim
x→∞

e(x) = ∞, lim
x→−∞

e(x) = 0

y > 0のとき，y = e(x)となる実数 xを log yと定める xと θが実数の時
e(x+ iθ)= e(x)e(iθ) = e(x)(cos θ + i sin θ)= z

zが 0でない複素数の時 log z := log |z|+ i arg z (対数関数)

log
(
e(x+ iθ)

)
= x+ iθ,

e(log z) = e(log |z|+ i arg z) = z (z = |z| · e(i arg z))
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⇒ log zは e(z)の逆関数
z 6= 0, α ∈ Cのとき zα := e(α log z) （べき関数）
⇒ log zw= log

(
e(log z) · e(logw)

)
= log

(
e(log z + logw)

)
= log z + logw

log zα = α log z, (zw)α= e(α log zw) = zαwα, (zα)β = zαβ

zα+β = e
(
(α+ β) log z

)
= e(α log z) · e(β log z) = zαzβ

zn =

n︷ ︸︸ ︷
z × · · · × z (n = 1, 2, 3, . . .), z0 = 1

e := e(1) = 1 + 1
2! +

1
3! +

1
4! + · · · = 2.718282818 · · ·

ez = e(z log e)= e(z)
log e = 1 ⇒

−1 = (1− z)′ =
(
e
(
log(1− z)

))′
= e
(
log(1− z)

)(
log(1− z)

)′
= (1− z)

(
log(1− z)

)′(
log 1

1−z

)′
=
(
− log(1− z)

)′
= 1

1−z = 1 + z + z2 + · · ·

log 1
1−z = z + z2

2 + z3

3 + z4

4 + · · · (|z| < 1)

log(1 + z) = − log 1
1−(−z) = z − z2

2 + z3

3 − z4

4 + · · · (|z| < 1)

log z = log c+ log(1 + z−c
c ) = log c+ z−c

c − (
z−c
c )2

2 + · · ·zが c 6= 0に近い ⇒

log 1+z
1−z = log 1

1−z + log(1 + z) = 2(z + z3

3 + z5

5 + z7

7 + · · · )
log 2 = 1− 1

2 + 1
3 − 1

4 + · · · = 1
1·2 + 1

3·4 + · · ·

= log
1+

1
3

1−1
3

= 2
3(1 +

1
3·9 + 1

5·92 + 1
7·93 + · · · ) = 0.693147 · · ·(

r(cos θ + i sin θ)
)α

= rα(cosαθ + i sinαθ)

sinnz =

[
n+1
2 ]∑

k=1

nC2k−1(−1)k−1 cosn−2k+1 z · sin2k−1 z = n cosn−1 z · sin z − · · ·

1 + 2

n∑
k=1

cos kz =

n∑
k=−n

eikz = e−inz ei(2n+1)z−1
eiz−1

=
sin 2n+1

2 z

sin z
2

ii = ei log i = ei·i arg i = ei·i(2m+
1
2)π = e−(2m+

1
2)π (m = 0, ±1, . . . )

実変数の関数がある領域の複素変数の正則関数に拡張されるなら，その拡張は一意．
実変数で成り立っていた関係式は，拡張した正則関数においても成り立つ．
例：cos2 z + sin2 z = 1は zが実数で成り立つから，複素変数でもOK

(ex)′ = ex ⇒ e(z)′ = e(z)

関数の近似の例
sn(x) := x− x3

3! + · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+1)!

n→∞−−−→ sinx

s2k−1(x) < sinx < s2m(x) (x > 0),

a, b ∈ (0, 6), s2m(a6 ) ≤ sin π
6 = 1

2 ≤ s2k−1(
b
6) ⇒ a < π < b.
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s0

s1

s2

s3

s4

s5

s6

s7

s8

s9

s10

3π0 π
2π

たとえば s6(
a=3.141592653589792

6 ) < 0.5 < s7(
b=3.142592653589793239

6 )からπ ∈ (a, b)が分かる.

3 複素積分
f(z) : 複素平面 C内の領域 U 上の正則関数
U 内の各点 cの近く（近傍）で収束べき級数で表せる．
f(z) = a0 + a1(z − c) + a2(z − c)2 + · · ·+ an(z − c)n + · · ·

整関数 : 複素平面全体で正則な関数，たとえば多項式，ez, sin z

導関数 : f ′(z) = a1 + 2a2(z − c) + · · ·+ nan(z − c)n−1 + · · ·
原始関数 : F (z) = C + a0(z − c) + a1

2 (z − c)2 + · · ·+ an
n+1(z − c)n+1 + · · ·

実関数の積分 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(γ(t))γ′(t)dt = F (b)− F (a)

γ : [α, β] 7→ R, γ(α) = a, γ(β) = b

a = t0 < t1 = a+ b−a
N < · · · < tj = α+ j(b−a)

N < · · · < tN = b∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f
(
γ(t)

)
γ′(t)dt =

N−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

f
(
γ(t)

)
γ′(t)dt

= lim
N→∞

N−1∑
j=0

f
(
γ(tj)

)
γ′(tj)(tj+1 − tj)

= lim
N→∞

N−1∑
j=0

f
(
γ(tj)

)(
γ(tj+1)− γ(tj)

)
= lim

N→∞

N−1∑
j=0

Fj

(
γ(tj+1)

)
− Fj

(
γ(tj)

)
= F (b)− F (a)

和の各項の差は o( 1
N )の誤差なのでN 個の和はN → ∞とすると等号となる．

γ : [α, β] → C が，f(z)の一つの収束円の中に入っていれば，γがC内の曲線Cであっ
ても正しい．特に γ(α) = γ(β)なら積分の値は 0.

a b

y = f(x)

γa b

γ̃
a

b

U

γ

•· · · · · · · •

γが複素平面内の曲線 C で, f(z)はその曲線に沿って正則とする. このとき
複素積分∫

C
f(z)dz

7



が同様に定義できる．
原始関数 F は収束円内では存在するので，N を大きく取り，曲線を細分して，F ′

j＝ f となる Fj

を使って定義してもよい．Fj の差は定数なので，Fj の取り方に依らない．

|f(z)| ≤ M (z ∈ C) ⇒
∣∣∣∣∫

C

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ M |C| (|C|は曲線 C の長さ）

−C は −γ : [−β,−α] 3 t 7→ γ(−t) ∈ Cで定義される曲線（向きが逆）∫
−C

f(z)dz = −
∫
C
f(z)dz

収束円内部では，積分の値は，曲線の取り方によらず曲線の始点と終点で決まる．

コーシーの積分定理. 積分路の始点と終点を固定しておけば，正則領域U 内で曲線を連
続変形しても積分値は変わらない. 特に，閉曲線Cの場合，それが領域内で一点に変形で
きれば

∫
C
f(z)dz = 0

U·ẽ1
·e1 ·ẽ2

·e2

γ̃

γ

⟲
⟲

⟲

a

b

C : a → e1 → e2 → b→ ẽ2→ ẽ1 → a

C1 : a → e1→ ẽ1→ a

C2 : e1 → e2→ ẽ2→ ẽ1 → e1

C3 : e2 → b→ ẽ2 → e2∫
Cγ

−
∫
Cγ̃

=

∫
C
=

∫
C1

+

∫
C2

+

∫
C3

= 0

閉曲線 : 始点と終点が同じ曲線
単純閉曲線 : 自分自身と交わらない閉曲線．反時計回りの向き（標準）

•
c

•c+ r

|z − c| = r

重要な例
γ : [0, 2π] 3 t 7→ c+ reit ∈ C, γ′(t) = rieit∫

|z−c|=r

dz

(z − c)n
=

∫ 2π

0

rieit

(reit)n
dt

=

∫ 2π

0

ie(1−n)it

rn−1
dt

=


[

e(1−n)it

rn−1(1−n)

]t=2π

t=0
= 0 (n 6= 1)

2πi (n = 1)

d

dz

(z − c)1−n

1− n
= (z − c)−n : 原始関数

d

dz
log(z − c) =

1

z − c
⇒∫

|z−c|=r

dz

z − c
=
[
log(reit)

]t=2π

t=0
=
[
log r + it

]t=2π

t=0
= 2πi

∫
|z−c|=r

dz

(z − c)n
=

{
0 (n :整数，n 6= 1)

2πi (n = 1)

8



コーシーの積分公式. f(z)は単純閉曲線 C とその内部領域 V で正則ならば

f(w) =
1

2πi

∫
C

f(z)

z − w
dz (w ∈ V )

U
V

•
w

C
|z−w|=r·a ·b

C̃ := C + La→b − C|z−w|=r − La→b∫
C̃
= 0 ⇒

∫
C
=

∫
|z−w|=r

1

2πi

∫
C

f(z)

z − w
dz =

1

2πi

∫
|z−w|=r

f(z)− f(w)

z − w
dz +

1

2πi

∫
|z−w|=r

f(w)

z − w
dz = f(w)

f(z)−f(w)
z−w は (z − w)の収束べき級数で表せるので |z − w| = rでの積分は 0となる.

C : |z − c| = R, |w − c| < R ⇒

1

z − w
=

1

(z − c)− (w − c)
=

1

z − c

1

1− w−c
z−c

=

∞∑
n=0

1

z − c

(
w − c

z − c

)n

f(w) =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
|z−c|=R

f(z)

(z − c)n+1
dz

)
(w − c)n

DR(c) := {z ∈ C ; |z − c| ≤ R} ⊂ U ⇒ c でのべき級数は収束半径がR以上
U 上の正則関数の（このノートとは）異なる導入 :

U 内の各点で複素微分可能 ⇒ コーシーの積分定理 ⇒ 収束べき級数で表せる

an :=
1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zn+1
dz, f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

リウヴィルの定理. 適当な非負整数 nと整数M 対して |f(z)| ≤ M(|z|n + 1) を満たす
整関数 f(z)は n次以下の多項式となる．特に有界な整関数は定数となる．

m > n ⇒ |am| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=R

f(z)

zm+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ M(Rn + 1)

2πRm+1
2πR

R→∞−−−−→ 0

代数学の基本定理. n (> 0) 次の多項式 f(z)に対し，f(c) = 0を満たす c ∈ Cが存在
する．
そのような cが存在しないとすると， 1

f(z) は整関数で lim
|z|→∞

1
f(z) = 0 を満たし，複素平面上で有

界で定数となって矛盾．

孤立特異点におけるローラン展開. f(z) : DR(c) \ {c}で正則．このとき

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − c)n

(
|z − c| < R

)
, an :=

1

2πi

∫
|z−c|=r

f(z)dz

(z − c)n+1

9



|z|=r2

×

•
w

· ·

|z|=r1

ab
0

c = 0とする． 0 < r2 < |w| < r1 < R, a = r1, b = r2
C := C|z|=r1 + La→b − C|z|=r2 + Lb→a

f(w) =
1

2πi

∫
C

f(z)dz

z − w
=

1

2πi

∫
|z|=r1

f(z)dz

z − w
− 1

2πi

∫
|z|=r2

f(z)dz

z − w

=

∞∑
n=−∞

anw
n
(
an =

1

2πi

∫
|z|=r

f(z)dz

zn+1
, n = −m− 1

)
1

z − w
=

1

z(1− w
z )

=

∞∑
n=0

1

z

(w
z

)n
(|w| < |z| = r1)

= − 1

w(1− z
w )

= −
∞∑

m=0

1

w

( z

w

)m
(|z| = r2 < |w|)

an 6= 0となる最小の nを cにおける零点の位数，−nを極の位数という．n ≥ 0のとき除
ける特異点，n = −∞のとき真性特異点，−∞ < n < 0のとき極という．
孤立特異点における留数

Res(f, c) := a−1 =
1

2πi

∫
|z−c|=r

f(z)dz

f(z)が z = cをm (≥ 1)位の極とするとき

Res(f, c) =

[
dm−1

dzm−1

(z − c)mf(z)

(m− 1)!

]
z→c

f(z) = a−m

(z−c)m + · · ·+ a−1

z−c + a0 + a1(z − c) + · · ·

g(z), h(z)が z = cで正則で，g(z)が z = cを一位の零点とするとき

Res
(h
g
, c
)
=

h(c)

g′(c)

•
c1

•c2 •

•
cm

C
留数定理. f(z) :単純閉曲線 C とその内部でm個の

孤立特異点 {c1, . . . , cm}を除いて正則ならば∫
C
f(z)dz = 2πi

m∑
j=1

Res(f, cj)

∫
|z|=1

f(z)dz

iz
=

∫ 2π

0
f(eiθ)dθ (z = eiθ,

deiθ

dθ
= ieiθ = iz)

r2 + 2r cos θ + 1 = r2 + r(eiθ + e−iθ) + 1 = r2 + r(z + 1
z ) + 1

= z−1(rz2 + (r2 + 1)z + r)

= z−1(rz + 1)(z + r)∫ 2π

0

dθ

r2 + 2r cos θ + 1
=

∫
|z|=1

dz

i(rz + 1)(z + r)

=


2πi lim

z→−r

z + r

i(rz + 1)(z + r)
=

2π

1− r2
(|r| < 1)

2πi lim
z→− 1

r

z + 1
r

i(rz + 1)(z + r)
=

2π

r2 − 1
(|r| > 1)

|r| < 1 ⇒ ·0 ·1•
−r

•
− 1

r |r| > 1 ⇒ ·0 ·1•
− 1

r
•
−r
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∫ ∞

−∞

cos rx

x2 + 1
dx = πe−|r| (r : 実数)

•

•

i

−i

−R R

C+
R := {Reiθ ; θ ∈ [0, π]}

C̃R := L−R→R + C+
R∫

C̃+
R

ei|r|zdz

z2 + 1
= 2πiRes

( ei|r|z

z2 + 1
, i
)
= 2πi ·

[
ei|r|z

2z

]
z=i

= πe−|r|

=

∫ R

−R

cos rx

x2 + 1
dx+

∫
C+

R

ei|r|z

z2 + 1
dz∣∣ei|r|R(cos θ+i sin θ)

∣∣ = ∣∣ei|r|R cos θ−|r|R sin θ
∣∣ ≤ 1 (θ ∈ [0, π])∣∣∣∣∣

∫
C+

R

ei|r|z dz

z2 + 1

∣∣∣∣∣ ≤ πR

R2 − 1

R→∞−−−−→ 0

∫ ∞

−∞

dx

(x2 + 1)2
= 2πi · Res

( 1

(z2 + 1)2
, i
)
= 2πi

[
d

dz

(z − i)2

(z2 + 1)2

]
z→i

= 2πi

[
d

dz

1

(z + i)2

]
z→i

= 2πi

[
−2

(z + i)3

]
z→i

=
π

2

z4 + 1 = (z − e
πi
4 )(z − e

3πi
4 )(z − e

5πi
4 )(z − e

7πi
4 )

210−1−2

1
y = 1

x4+1

•

•

•

•

e
πi
4e

3πi
4

−R R∫ ∞

−∞

dx

x4 + 1
= 2πi · Res

( 1

z4 + 1
, e

πi
4

)
+ 2πi · Res

( 1

z4 + 1
, e

3πi
4

)
= 2πi

([ 1

4z3

]
z=e

πi
4

+

[
1

4z3

]
z=e

3πi
4

)
=

πi

2
(e−

3πi
4 + e−

9πi
4 )

=
π

2
(e

πi
2 e−

3πi
4 + e

πi
2 e−

9πi
4 ) =

π

2
(e−

π
4 i + e

π
4 i) =

π√
2

定理. f(z)は単純閉曲線Cとその内部で正則で，C上で零にならないとする. このとき
f(z)の C 内の零点の個数は以下で与えられる（重複度込み）．

1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz

f(z) = am(z − c)m + am+1(z − c)m+1 + · · · ⇒ f ′(z)
f(z) = m

z−c + b0 + b1(z − c) + · · ·
となるので，Res( f

′

f , c) = m.
(

1
1−zg(z) = 1 + zg(z) + z2(g(z))2 + · · ·

)
ルーシェの定理. f(z), g(z)は単純閉曲線Cとその内部で正則で，C上では |f(z)| > |g(z)|
が成り立つとする．このとき C 内の f(z)の零点の個数と f(z) + g(z)の零点の個数は等
しい．
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h(z) = 1 +
g(z)

f(z)
=

f(z) + g(z)

f(z)
とおくと

f ′(z) + g′(z)

f(z) + g(z)
=
(
log(f(z) + g(z))

)′
=
(
log(f(z)) + log(h(z))

)′
=

f ′(z)

f(z)
+

h′(z)

h(z)

曲線 C を γ : [α, β] 7→ γ(t) ∈ Cとするとき，曲線 Γを γ̃ : [α, β] 7→ h(γ(t)) ∈ Cとする．∫
C

h′(z)

h(z)
dz =

∫ β

α

h′(γ(t)) · γ′(t)

h(γ(t))
dt =

∫ β

α

γ̃′(t)

γ̃(t)
dt =

∫
Γ

dw

w

Γは 1 を中心とする半径 1の円内の閉曲線なので，上の値は 0．
よって前定理からルーシェの定理が分かる．

適用例 : f(z) = zn, g(z)は (n− 1)次以下の多項式，C : |z| = R は大きな円．
• z5 + z4 + z2 + 1 = 0は，1

2 < |z| < 2の範囲に解を 5つ持つ．
• 2zn = sin z を満たす z ∈ Cは |z| < 1の範囲で n個ある．

4 あとがき
私は大学の 2年次から 3年次にかけて，後に私の指導教員となる小松彦三郎先生や，米

国から帰国された小平邦彦先生から複素関数論の講義を受けた．岩波全書の吉田洋一著の
「函数論」やアールフォルスの「複素解析」（現在は笠原乾吉氏による和訳本がある）など
からも学んだ．私自身もより広い話題を含めた本を準備中であるが，自身の怠慢により出
版には至っていない．
複素関数論に関しては現在多くの良書が手に入るので特にここには紹介しないが，異色

のものとしては井澤裕司著「ビジュアル 複素関数入門」（プレアディス出版）が面白かっ
た．また，この出版社から刊行の千葉逸人著「工学部で学ぶ数学」には多くの数学の基礎
分野の知識が簡潔に書かれおり，複素関数論も含まれていて勧められる本と思う．
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