
接続と正則曲線の第二主要定理について∗

野口潤次郎

1 序

この講演の目的は、Y.-T. Siuによる二つの論文 [17]と [18] をよく理解したいということ
と、古典的なH. Cartan [2]の複素射影空間Pn(C)への正則曲線の超平面との交叉につい
ての第二主要定理の幾何学的証明を与えようとすることである。最終的な目標は、次の予
想にある。

Green-Griffiths予想。 ([5]) Xを対数的一般型代数多様体とすると、任意の正則曲線
f : C → Xは代数退化する。
この予想へのネヴァンリンナ理論的アプローチとして、
正則曲線の基本予想。 コンパクト代数的多様体M への代数的非退化な正則写像 f :

C → M と被約因子D =
∑

Di ⊂ M（正規交叉）に対し、

Tf (r, L(D)) + Tf (r, KM) 5
∑

i

N1(r, f
∗Di) + o(Tf (r))||.

個数関数をN1(r, •)としたところは、強い主張であるが (理由については、[15], [20], [16]
を参照)、打ち切りをしない個数関数N(r, •)でも、基本予想は Green-Griffiths予想を含
む。この辺の問題意識は、既にGriffiths [6]に見られる。S. Lang [8]にも関連する興味深
い議論がある。

H. Cartanの第二主要定理に現れる “n + 1”という数は、これまでの証明では結果的に
Pn(C)の標準束KPn(C)の次数に一致するものであって、その証明中にKPn(C)が現れる
というものではなっかた。Y.-T. Siuの論文でも、ある特別な接続を用いてWeyls-Ahlfors
理論 ([19])の類似をしようとしている。Siu氏への電子便での問い合わでは、彼としては
Weyls-Ahlfors理論の方法を捕ろうとしたが、やはり一般的に取り扱おうとすればするほ
で条件がきつくなり、複雑になるとのことであった。Weyls-Ahlfors理論の方法を一般化
する試みは、Chern-Cowen-Vitter [3]もやっているが、曲率の条件が出てきて、旨くゆく
のは結局Pn(C)の場合に限るといったことになっている。その場合の扱いでも、標準束
KPn(C)が明示的に現れるわけではない。Siuの上記二つの論文では、要点は有理型接続を
使う点なのだが、Cartanの第二主要定理を導出する部分では有理型接続を使っていると
いう訳ではない。有理型接続だけを使ってCartanの第二主要定理を証明できるのかどう
かははっきりしない。しかし、主定理の記述中にKM が現れる点では、幾何学的ではあ
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る。その証明中に、定理の設定には現れない直線束 Fi でH1(M, Ω1
M ⊗ Fi) = {0}なるも

のが使われ、最終的評価を得るのにかなり複雑な手続きを踏む ([17] §8を参照されたい)。
この部分の議論は、本稿の方法では、全く必要なくなる。
本稿では、Weyls-Ahlfors理論の方法でなく、同次元（微分非退化）有理型写像 f : Cn →

M (n = dim M)に対する第二主要定理の導出で大変成功したGriffiths等 [1], [7]による方
法を手本にする。まず一般的な設定の基で第二主要定理を述べる (§2)。その特別な場合と
してCartanの第二主要定理を導出する (§3)。以上の方法で、[17]([18])の主結果は、導出
できることが分かった。
注意。　本研究は、J. Winkelmann氏 (Bayreuth) との共同研究の途上報告である。い

ずれ結果は、共著の論文として発表される予定である。

2 ある一般的第二主要定理

2.1 接続と対数微分の補題。

Mを一般にn次元複素多様体とする。∇で正則接空間T(M)のC∞接続を表す。これはつ
まり、T(M)の二つのC∞切断（ベクトル場）X, Y に対し、第三のC∞ベクトル場∇XY
を対応させるもので、M 上のC∞関数 αに対し、次をみたす対応である。

(i) ∇XY は、Xと Y についてC上線形である。

(ii) ∇αXY = α∇XY ;

(iii) ∇X(αY ) = X(α) · Y + α∇XY .

NをMの局所部分多様体とする。N上のT(N)のC∞切断X ′, Y ′をとり、Nの近傍上
にT(M)のC∞切断X, Y として拡張しておく。すると、N への制限 (∇XY )|N が、拡張
X, Y の取り方によらず決まり、それを∇X′Y ′と書く。しかし、∇X′Y ′は、T(M)|N のN
上の切断であって、T(N)に値を持つとは限らない。

定義 2.1. N が∇に関して全測地的であるとは、T(N)の任意の C∞ 切断X ′, Y ′に対
し、∇X′Y ′がT(N)の切断になることとする。

一般に領域U ⊂ Cからの正則曲線 f : U → M に対し、(1階微分) f ′(z) ∈ T(M)f(z)を
得る。帰納的に、f の k階微分を

f (1)(z) = f ′(z), f (k)(z) = ∇f ′(z)f
(k−1)(z), k = 2, 3, . . . ,

と定義する。f の∇に関するロンスキアンを

W (∇, f) = f (1)(z) ∧ · · · ∧ f (n)(z) ∈ K∗
M ,

と定義する。ここで、K∗
M は標準束KM の双対を表す。局所的な性質として、W (∇, f)が

正則であること、及び log |W (∇, f)|が劣調和であることが定義できる。

定義 2.2. f が∇に関して（非）退化であるとは、W (∇, f) ≡ 0 (̸≡ 0)となること。
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正則曲線 f : C → M をとり、∇に関するロンスキアンW (∇, f)(z)を考える。それ
は、K∗

M,f(z)値であるので、M 上の C∞体積要素 Ωとの対をとることができる。それを
|W (∇, f)(z)|2 · Ω(f(z))と表すと、zのC∞ 関数を得る。

D =
∑

i DiをM上の被約因子で、Diはその既約成分とする。Diが決める直線束L(Di)
の正則切断σiをその因子 (σi)がDiとなるものをとる。L(Di)にエルミート計量を導入し、
それに関するノルムを ∥ · ∥と書く。以上の準備の下、次の関数を定める。

(2.3) ξ(z) =
|W (∇, f)(z)|2 · Ω(f(z))∏

i ∥σi(f(z))∥2
.

次の補題が、一変数ネヴァンリンア理論の場合の対数微分補題にあたり、本稿で最も
重要な役を果たす。高次元の場合の他のバージョンについては、[9], [14]などを参照され
たい。

補題 2.4. （対数微分の補題）M をコンパクト代数多様体とし、因子D =
∑

i Diについ
て次を仮定する。

(i) Dは単純正規交叉のみを持つ。

(ii) 任意のDiは∇に関して全測地的である。

このとき、次の評価が成立する。

(2.5)

∫
|z|=r

log+ ξ(z)
dθ

2π
= Sf (r) = O(log+ r + log+ Tf (r))||.

証明。 M = ∪αUαをアファイン被覆とし、Uα上正則な有理関数xi
α, 1 ≤ i ≤ n = dim M

を

(i) xi
α, 1 ≤ i ≤ nは、Uαの各点で局所正則座標系を与える、

(ii) Uα ∩ D = {x1
α · · ·xkα

α = 0}.

相対コンパクトな開集合 Vα b UαをM = ∪Vα が成立するようにとっておく。1Vαで集合
関数を表す。f j

α(z) = xj
α(f(z)), 1 ≤ j ≤ nとおく。Γk

αij を∇の局所座標 (xi
α)に関するク

リストッフェル記号とする。
Diが∇に関して全測地的であるとは、Uα上の C∞関数 Aα、Bαが存在して、次のよ

うに表されることと同値である。

(2.6) Γh
αij(x

1
α, . . . , xh

α, . . . , xn
α) = Ah

αij · xh
α + Bh

αij · x̄h
α, 1 ≤ h ≤ kα.

従って、ある定数Cα > 0が存在して、∣∣∣∣1Vα(f(z))

fh
α(z)

Γh
αij(f(z))

∣∣∣∣ = 1Vα(f(z))

∣∣∣∣Ah
αij(f(z)) + Bh

αij(f(z))
f̄h

α(z)

fh
α(z)

∣∣∣∣(2.7)

≤ 1Vα(f(z))
(
|Ah

αij(f(z))| + |Bh
αij(f(z))|

)
≤ Cα, 1 ≤ h ≤ kα.

3



この関数を f(z) ̸∈ Uαの場合は、0としてC上に拡張しておく。和に関するアインシュタ
インの約束の下で、

f (l)(z) = f (l)k
α (z)

(
∂

∂xk
α

)
f(z)

とおく。すると Uα上のC∞関数 aαが在って、次の式を得る。

ξ(z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det


f

(1)1
α · · · f

(1)kα
α · · · f

(1)n
α

f
(2)1
α · · · f

(2)kα
α · · · f

(2)n
α

f
(3)1
α · · · f

(3)kα
α · · · f

(3)n
α

...
...

...
...

...

f
(n)1
α · · · f

(n)kα
α · · · f

(n)n
α



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

aα(f(z))

|f 1
α|2 · · · |fkα

α |2
(2.8)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f
(1)1
α

f1
α

· · · f
(1)kα
α

fkα
α

f
(1)kα+1
α · · · f

(1)n
α

f
(2)1
α

f1
α

· · · f
(2)kα
α

fkα
α

f
(2)kα+1
α · · · f

(2)n
α

f
(3)1
α

f1
α

· · · f
(3)kα
α

fkα
α

f
(3)kα+1
α · · · f

(3)n
α

...
...

...
...

...
...

f
(n)1
α

f1
α

· · · f
(n)kα
α

fkα
α

f
(n)kα+1
α · · · f

(n)n
α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

aα(f(z)).

Vα b Uαなので、1Vα(f(z)) · f i
α(z), 1 ≤ i ≤ n, や 1Vα(f(z)) · aα(f(z))は、有界関数であ

る。従って (2.8)より、

log+ ξ(z) = O

(∑
α

( ∑
1≤k≤kα,1≤l≤n

1Vα(f(z)) · log+

∣∣∣∣∣f (l)k
α (z)

fk
α(z)

∣∣∣∣∣(2.9)

+
∑

1≤k,l≤n

1Vα(f(z)) · log+ |f (l)k
α (z)|

))
+ O(1).

次に、各 f
(l)k
α を計算する。

log+ |f (1)k
α | = log+ |fk

α
′| = log+ |fk(1)

α |.
1 ≤ k ≤ kαに対しては、

log+

∣∣∣∣∣f (1)k
α

fk
α

∣∣∣∣∣ = log+

∣∣∣∣fk
α
′

fk
α

∣∣∣∣ .

l = 2に対しては、
f (2)k

α = fk
α
′′ + Γk

αi1i2
◦ f · f i1

α
′f i2

α
′.

関数 1Vα ◦ f · Γαi1i2 ◦ f は有界であるから、

1Vα ◦ f · |f (2)k
α | = 1Vα ◦ f · O

|fk
α
′′| +

(
n∑

i=1

|f i
α
′|

)2
 ,

1Vα ◦ f · log+ |f (2)k
α | = 1Vα ◦ f · O

(
log+ |fk(2)

α | +
n∑

i=1

log+ |f i(1)
α |

)
+ O(1).
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1 ≤ k ≤ kαにたいしては (2.7)により、

1Vα ◦ f ·

∣∣∣∣∣f (2)k
α

fk
α

∣∣∣∣∣ = 1Vα ◦ f · O

∣∣∣∣fk
α
′′

fk
α

∣∣∣∣ +

(
n∑

i=1

|f i
α
′|

)2
 ,

1Vα ◦ f · log+ |f (2)k
α | = 1Vα ◦ f · O

(
log+ |fk(2)

α | +
n∑

i=1

log+ |f i(1)
α |

)
+ O(1).

ここまでは、易しいが、l = 3で初めて f
(3)k
α の中に Γk

αi1i2
の偏微分が入ってくる:

f (3)k
α = fk

α
′′′ + Γk

αi1i2
◦ f · f i1

α
′′f i2

α
′ + Γk

αi1i2
◦ f · f i1

α
′f i2

α
′′

+
∂Γk

αi1i2

∂xi3
α

◦ f · f i1
α

′f i2
α

′f i3
α

′ + Γk
αi1i2

◦ f · f i1
α

′f (2)i2
α ,

さらに、

Γk
αi1i2

◦ f · f i1
α

′f (2)i2
α = Γk

αi1i2
◦ f · f i1

α
′f i2

α
′′ + Γk

αi1i2
◦ f · f i1

α
′ · Γi2

αi3i4
◦ f · f i3

α
′f i4

α
′.

従って、次を得る。

1Vα ◦ f · log+ |f (3)k
α | = 1Vα ◦ f · O

(
log+ |fk(3)

α | +
n∑

i=1

log+ |f i(2)
α |

+
n∑

i=1

log+ |f i(1)
α |

)
+ O(1).

1 ≤ k ≤ kαに対する 1Vα ◦ f ·
∣∣∣f

(3)k
α

fk
α

∣∣∣ を計算すると:

1Vα ◦ f ·

∣∣∣∣∣f (3)k
α

fk
α

∣∣∣∣∣(2.10)

≤ 1Vα ◦ f ·
(∣∣∣∣fk

α
′′′

fk
α

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣Γk
αi1i2

◦ f

fk
α

f i1
α

′′f i2
α

′
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣Γk
αi1i2

◦ f

fk
α

f i1
α

′f i2
α

′′
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣ 1

fk
α

∂Γk
αi1i2

∂xi3
α

◦ f · f i1
α

′f i2
α

′f i3
α

′
∣∣∣∣ +

∣∣∣∣Γk
αi1i2

◦ f

fk
α

f i1
α

′f (2)i2
α

∣∣∣∣) .
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ここで再び、1Vα ◦ f ·
∣∣∣∣Γk

αi1i2
◦f

fk
α

∣∣∣∣ は有界であることに注意する。(2.10)の右辺第４項を計算

しよう: i3 ̸= kの場合、

1Vα ◦ f ·
∣∣∣∣ 1

fk
α

∂Γk
αi1i2

∂xi3
α

◦ f · f i1
α

′f i2
α

′f i3
α

′
∣∣∣∣

= 1Vα ◦ f ·
∣∣∣∣(∂Ak

αi1i2

∂xi3
α

◦ f +
∂Bk

αi1i2

∂xi3
α

◦ f · f̄k
α

fk
α

)
f i1

α
′f i2

α
′f i3

α
′
∣∣∣∣

≤ 1Vα ◦ f ·
(∣∣∣∣∂Ak

αi1i2

∂xi3
α

◦ f

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∂Bk
αi1i2

∂xi3
α

◦ f

∣∣∣∣) |f i1
α

′f i2
α

′f i3
α

′|

= 1Vα ◦ f · O

(
n∑

i=1

|f i
α
′|

)3

.

i3 = kの場合は、

1Vα ◦ f ·
∣∣∣∣ 1

fk
α

∂Γk
αi1i2

∂xk
α

◦ f · f i1
α

′f i2
α

′fk
α
′
∣∣∣∣

= 1Vα ◦ f ·
∣∣∣∣∂Γk

αi1i2

∂xk
α

◦ f · f i1
α

′f i2
α

′f
k
α
′

fk
α

∣∣∣∣
= 1Vα ◦ f · O

(
n∑

i=1

|f i
α
′|

)2 ∣∣∣∣fk
α
′

fk
α

∣∣∣∣
 .

よって、次が出る。

1Vα ◦ f · log+

∣∣∣∣∣f (3)k
α

fk
α

∣∣∣∣∣ ≤ 1Vα ◦ f · O

(
log+

∣∣∣∣∣fk(3)
α

fk
α

∣∣∣∣∣ +
n∑

i=1

log+ |f i(2)
α |

+
n∑

i=1

log+ |f i(1)
α |

)
+ O(1).

このようにして、

1Vα ◦ f · log+ |f (l)k
α | = O

( ∑
1≤i≤n,1≤j≤l

1Vα ◦ f · log+ |f i(j)
α |

)
+ O(1), 1 ≤ k ≤ n,(2.11)

1Vα ◦ f · log+

∣∣∣∣∣f (l)k
α

fk
α

∣∣∣∣∣ = O

( ∑
1≤j≤l

1Vα ◦ f · log+

∣∣∣∣∣fk(j)
α

fk
α

∣∣∣∣∣
+

∑
1≤i≤n,1≤j≤l

1Vα ◦ f · log+ |f i(j)
α |

)
+ O(1), 1 ≤ k ≤ kα.
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各 j ≥ 1に対して、次を注意する。

1Vα ◦ f · log+ |f i(j)
α | ≤ 1Vα ◦ f · log+

∣∣∣∣∣f i(j)
α

f i
α

· f i
α

∣∣∣∣∣(2.12)

= 1Vα ◦ f · log+

∣∣∣∣∣f i(j)
α

f i
α

∣∣∣∣∣ + O(1).

以上の (2.9)、(2.11)、(2.12) とネヴァンリンナの対数微分の補題（高次元版は、[14] を
参照）より、∫

|z|=r

log+ ξ(z)
dθ

2π
= O

( ∑
α,1≤k,l≤n

∫
|z|=r

1Vα(f(z)) · log+

∣∣∣∣∣fk(l)
α (z)

fk
α(z)

∣∣∣∣∣ dθ

2π

)
+ O(1)

= O

( ∑
α,1≤k,l≤n

∫
|z|=r

log+

∣∣∣∣∣fk(l)
α (z)

fk
α(z)

∣∣∣∣∣ dθ

2π

)
+ O(1)

= Sf (r).

証了。

2.2 ある一般的第二主要定理。

さて、前小節で証明した補題 2.4を用いて次の第二主要定理を証明しよう。Mを n次元コ
ンパクト複素代数多様体とする。

定理 2.13. f : C → M を∇に関して非退化な正則曲線とし、D =
∑

i DiをM 上の単純
正規交叉のみを持つ被約因子とする。次の仮定をおく。

(i) log |W (∇, f)|は、劣調和である。

(ii) 任意のDiは、∇に関して全測地的である。

このとき次が成立する。

(2.14) Tf (r, L(D)) + Tf (r, KM) ≤
∑

i

Nn(r, f ∗Di) + Sf (r).

ここでNn(r, f∗Di)は、レベル nの打ち切り個数関数を表し、Sf (r)は補題 2.5に現れた
ネヴァンリンア理論での剰余項を表す。
証明。 まず、次のカレントがC上の正測度として定義される。

(2.15) ddc log |W (∇, f)|2 =
i

2π
∂∂̄ log |W (∇, f)|2

この意味で次のカレント方程式を得る。

(2.16) ddc log ξ = f∗c1(L(D)) + f ∗c1(KM) −
∑

i

f∗Di + ddc log |W (∇, f)|2.
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f(z) ∈
∑

Diとなる点での重複度を少々慎重に計算すると、

−
∑

i

f ∗Di + ddc log |W (∇, f)|2 ≥ −
∑

(f ∗Di)n.

ここで、(f ∗Di)nは因子の位数をnで打ち切ったことを表す。これと (2.16)より、次が従う。

(2.17) ddc log ξ ≥ f ∗c1(L(D)) + f ∗c1(KM) −
∑

i

(f ∗Di)n.

イェンゼンの公式を使って積分すると、

Tf (r, L(D)) + Tf (r, KM)(2.18)

≤
∑

i

Nn(r, f∗Di) +
1

2

∫
|z|=r

log ξ(z)
dθ

2π
− 1

2

∫
|z|=1

log ξ(z)
dθ

2π
.

ここで補題 2.4を使って、

Tf (r, L(D)) + Tf (r, KM) ≤
∑

i

Nn(r, f ∗Di) + Sf (r).

証了。

2.3 有理型接続の場合。

前小節の証明で見られた様に、要は局所的にロンスキアンが定義する測度 (2.15)が計算で
きれば、なにがしかの第二主要定理が従うのである。そのような場合の一つとして∇が
有理型接続である場合が取り扱い可能となる。

定義 2.19. T(M)の接続∇が有理型とは、M の各正則座標近傍上そのクリストッフェ
ル記号 Γk

ijが、有理型関数であることである。

この場合、Γk
ijに現れる極因子を (∇)∞と書けば、W (∇, f)の極因子は高々n(n−1)

2
(∇)∞

である。従って、この場合は ddc log |W (∇, f)|は正測度ではないが、次をみたす。

(2.20) ddc log |W (∇, f)| + n(n − 1)

2
f ∗(∇)∞ ≥ 0.

これと、定理 2.13の証明から、次の第二主要定理を得る。

定理 2.21. ∇をT(M)上の有理型接続とし、f : C → M を正則曲線とする。D =
∑

i Di

をM 上の単純正規交叉のみを持つ被約因子とする。次を仮定する。

(i) f(C) ̸⊂ Supp (∇)∞で、f は∇に関して非退化である。

(ii) 任意のDi ̸⊂ (∇)∞とし、かつ∇に関して全測地的である。

このとき次が成立する。

(2.22) Tf (r, L(D)) + Tf (r, KM) +
n(n − 1)

2
Tf (r, L((∇)∞)) ≤

∑
i

Nn(r, f∗Di) + Sf (r).
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3 カルタンの第二主要定理の幾何学的導出

この節では、∇でPn(C)上のフビニ・シュツディ計量（形式）ω から誘導される接続を
表す。先ずは、次の定理である。

定理 3.1. f : U → Pn(C)をCの領域 U からの任意の正則曲線とする。

(i) f が線形（非）退化であることと、∇に関して（非）退化 (2.2の意味)であること
は同値である。

(ii) ∇に関する f のロンスキアンW (∇, f)(z)は、正則である。

注意。上記 (ii)が重要である。一見古くから分かっていたはずのような主張であるが、
調べてもみつからず、筆者の知る限りで、n = 2の場合に Siu [17] が述べているのが初出
である。彼は慎重で、n ≥ 3の場合については何も言及していない。n = 2の場合は、正
規座標をとると接続の微分はまだ出てこず、接続の添え字についてのある対称性から容易
に示される。しかし一般の n ≥ 2では、直接計算だけで示そうとすると、かなり複雑な計
算になる。
紙数の都合もあり証明は、いずれ出す論文に託すが、要点は、ωのポテンシャル関数

log(1 + ∥w∥2) のテイラー展開の形にある。

log
(
1 + ∥w∥2

)
=

∞∑
µ=1

(−1)µ−1

µ
∥w∥2µ.

つまり、∥w∥2の展開で与えられることしか使わない。Cnの開球B(0, 1)のベルグマン計
量のポテンシャル関数も

− log
(
1 − ∥w∥2

)
=

∞∑
µ=1

1

µ
∥w∥2µ,

と同じ形の展開をもつので、その誘導する接続∇Bについても同じことが言える。

系 3.2. 正則曲線 g : U → B(0, 1)の∇B に関するロンスキアンW (∇B, g)(z)は、正則で
ある。

上述の定理 3.1と前節で得られた第二主要定理 2.13より次のカルタンの第二主要定理
が、直ちに従う。

定理 3.3. D =
∑q

i=1 HiをPn(C)の一般の位置にある超平面Hiの和因子とする。線形非
退化な正則曲線 f : C → Pn(C)に対し、

Tf (r, L(D)) + Tf (r, KPn(C)) ≤
q∑

i=1

Nn(r, f∗Hi) + Sf (r).

Tf (r) = Tf (r, ω)とおけば、

(q − n − 1)Tf (r) ≤
q∑

i=1

Nn(r, f ∗Hi) + Sf (r),

ということになる。
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