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野口潤次郎（東工大理学部）

序.

この講演では次の三つのトピックスについて数学現象論の立場から論じてみたい.

(1) 双曲的多様体の理論.

(2) Nevanlinna理論.

(3) 有理点の有限性の問題 (Diophantine geometry).

それぞれの話題で重要な結果でも、ここでの話しに余り関係ないものは言及されないの
でご留意ください. 一つの指針として次の予想がある：

Lang予想 (1974). 代数体上定義された双曲的多様体の有理点は有限個であり、関数体
上でもその類比が成立する.

双曲的多様体の定義 (小林、1967). X を複素多様体（または空間）とし、∆ = {|z| <

1} ⊂ Cを単位円板とする. 二点 P, Q ∈ Xに対し、正則写像の連鎖

fi : ∆ → X, z ∈ ∆, i = 1, . . . , l,

P = f1(0), f1(z1) = f2(0), . . . , fl = (zl) = Q

をとり、次の下極限をとる：

dX(P, Q) = inf
l∑

j=1

d∆(0, zj).

ここで、d∆は単位円板の双曲距離を表す. Xが（完備）双曲的であるとは、dXが（完備）
距離関数になることである.

一般的に次のことが成立する：

(1) dX(P, Q) = dX(Q, P) � 0.

(2) （三角不等式）dX(P, Q) � dX(P, R) + dX(R, Q).

(3) （短縮原理）二つの複素多様体間の正則写像 F : X → Y に対し

dX(P, Q) � dY (F (P), F (Q)).

(4) π : X ′ → Xが正則被覆空間ならば、X ′が双曲的であることとX が双曲的あること
は同値.

(5) d∆ = “d∆”で、dim X = 1の時、X が双曲的であることとX の普遍被覆 X̃ が∆に
正則同型であることは同値.
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Brodyの定理 1 (1978). Xがコンパクトならば次は同値：

(1) Xは非双曲的.

(2) HをX上のエルミート計量とする. 正則写像 f : C → Xで f ′(0) �= 0かつ ‖f ′(z)‖H �
1, ∀z ∈ C, を充たすものが存在する.

Brodyの定理 2 (1978). コンパクト双曲的多様体の小変形は双曲的.

Mordell予想 (1922)–Faltingsの定理 (1983). X が代数体 F上の代数曲線で、種数
g(X) � 2（双曲的）ならばその (F-)有理点の集合X(F)は有限.

以上の事実を踏まえ、次節では、どのような経緯でこのような結果に辿りついたかをこ
こでの観点から眺める.

§1 関数体上の類比から.

関数体上のMordell予想は、1960年にLangにより予想され、1963年にManinにより証
明された、が実はギャップがあり 1990年にColemanにより正された. 1965年にはGrauert

が代数幾何的（完全な）証明を与えた.

関数体上のMordell予想とはなにかと言うと、それは次の関数体上の Lang予想の一次
元版である.

関数体上のLang予想. 定数体 k(= C)上定義された代数多様体Rの有理関数体をKと
する. K上定義された代数多様体X に対し代数的ファイバー空間 π : X → R があり、K-

有理点はこのファイバー空間の有理切断 σ : R → X に対応する. その全体を Γ(R,X )と
書く.

(1)(Nog., 1981) ある t ∈ Rで、接ベクトル束T(Xt), (Xt = π−1(t))が負（双対T∗(Xt)

が豊富）で、{σ(t);σ ∈ Γ(R,X )}がXtで Zariski稠密ならば次が成立する.

(1) X ∼= R ×Xt.

(2) |{σ ∈ Γ(R,X );非定値 }| < ∞.

T(Xt)が負ならばXtは双曲的であるが、逆は成立しない (小林、1975). Lang予想のも
との条件である双曲的な場合は次のようになる.

(2)(Nog., 1985+1992) R はコンパクト、R′をその Zariski開集合とする. 任意の t ∈ R′

でXtは双曲的で、X ′ = π−1(R′)は境界 ∂R′ に沿ってX に双曲的に埋め込まれていると
する. すると、Γ(R,X )はコンパクト複素空間になり、その各既約成分 Γiに対しR上の
部分空間 Yi ⊂ X でつぎを充たすものがある：

Yi
∼= R × Yi （自明ファイバー空間）

Γi
∼= {t → (t, y) : y ∈ Yi} （定切断）.

(3)（上記証明中の有限性定理：Lang予想、1974）X,Y をコンパクト複素空間、X は
双曲的とすると、Mersurj(Y,X) = {f : Y → X;全射的有理型写像 }は有限集合.
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FaltingsによるMordell予想の解決は、Langによる直接的類比のアプローチからではな
く、次の一見Mordell予想とは関係のないShafarevichによる予想からのアプローチだった.

Shafarevich予想 (1962). Fを代数体、有限部分集合 S ⊂ SpecOF \ {generic point} と
自然数 gを固定する. このとき、F上の g-次元アーベル多様体（又は、種数 gの代数曲線）
で高々S上でのみ悪い簡約をもつものは有限個しかない.

この予想は、Mordell予想よりもずっと幾何学的である. 従って、その関数体上の類比
も容易に考えられ、そこからスタートした.

関数体上 Shafarevich予想の類比. (1) (Parshin, 1968, S = ∅; Arakelov, 1971, S =一
般）簡単のため、dim R = 1とし、S ⊂ R を有限部分集合と gを固定する. すると、高々S

上でのみ退化する種数 g（g(Xt) = g）の代数曲線の局所非自明ファイバー空間 π : X → R

は有限個しか存在しない.

(2)(Parshin, 1968) Shafarevich予想はMordell予想を含む.

M. Kuga and S.-I. Ihara, Family of families of Abelian varieties, Algebraic Number

Theory, Kyoto, 1976, pp. 129-142, Japan Soc. for the Promotion of Science, Tokyo, 1977.

M. Kuga, I. Satake, 1963∼.

この論文を、関数体上 Shafarevich予想の類比という観点から見ても興味深く、そのま
までは類比が成立しないことを言っている.

Faltings (1983). 主偏極アーベル多様体に対する関数体上 Shafarevich予想の類比が成
立するための障害を記述（一般にはダメ：Serreによる反例を与えている）.

さてこここで、この様な問題を考えるときの基本的アイデアを説明しておこう. π : X →
R, R′ = R \ Sを上で現れたものとする. Tg, Γg (Sg, Sp(2g,Z))で種数 gのタイヒミュー
ラー空間（ジーゲル上半空間）とそのモジュラー群とする.

M =

{
Sp(2g,Z) \ Sg 主偏極g次元アーベル多様体の場合

Γg \ Tg 種数gの代数曲線の場合

と置く. すると、π : X → R は自然に正則写像

f ∈ Hol(R′,M) = {f : R′ → M;正則、非定値 }

と一対一に対応する.従って問題は次の二つに帰着される：

(1) Hol(R′,M)の有界性 (finite type).

(2) f ∈ Hol(R′,M)の剛性 (rigidity).

Roydenによれば Tg上のタイヒミューラー距離は小林距離に一致し、Tgは完備双曲的
ある. Sgは勿論完備双曲的である.共通項として

(1) Mは完備双曲的.

(2) (2) 自然なコンパクト化 M̄ があり、M ⊂ M̄ は双曲的埋込.
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定理 (Nog., 1988). (1) 一般的に M̄, N̄ をコンパクト複素多様体、M ⊂ M̄,N ⊂ N̄ を
それぞれ Zariski開部分集合とする. M が完備双曲的で、M ⊂ M̄ が双曲的埋込ならば、
Hol(N,M)は、コンパクト複素空間の Zariski開部分集合の構造をもつ（有界性）.

(2)（コンパクトの場合は、砂田、1979）M = Γ \D有界対象領域の商多様体とすると、
Hol(N,M)は非特異で、その各成分 Zも有界対象領域の商多様体 Γ′ \ D′の構造をもち、
各 x ∈ N における取値写像

f ∈ Γ′ \ D′ → f(x) ∈ Γ \ D

は全測地的正則埋込写像である.

(2)の証明では調和写像の解析を用いる. 剛性は結局 Γ′ \D′ に沿って平行ベクトル場が
あるかないかで決まる.与えられたΓ \Dに対しどのような Γ′ \D′が在り得るかを斎藤政
彦氏が調べている.

高次元では Lang予想の他に次がある.

Bombieriの予想 (1980). 代数体上の一般型代数多様体X の有理点は真代数的部分集
合に含まれる.

これは関数体上でも（KX が豊富としても）未解決である. 部分的には前原氏による前
向きの結果がある. Vojta予想からBombieri予想は従うが、Vojta予想は関数体のときも
モデルとした正則曲線の場合（Griffiths予想）でも未解決である.

準アーベル多様体 A の場合も、その部分多様体の有理点及び豊富な因子の外の整数点
の分布 (Faltings, 1991; Vojta, 1996) と、正則曲線 f : C → A の値分布 (Bloch, 1926;

Ochiai, 1975; Green, 1978; Kawamata, 1980, Nog., 1981, 1984, 1990,; Siu-Yeung, 1996;

Nog., 1997) の間には完全な類比が成立している.

§2 小林予想から.

（ア）前節の議論から双曲的多様体は種々のDiophantus性をもつことが予見されるが
定義体を勝手にとったときに双曲的多様体を得る方法はあるのだろうか？それができれば
色々実験も出来るはずである. この観点から次の予想を考えてみたい.

小林予想 (1970).

(1) genericな高次 (deg X >> 1)超曲面X = {P = 0} ⊂ Pn(C)は双曲的.

(2) 同様なXに対し、補集合Pn(C) \ Xも双曲的.

注意. (2)については幾つかの進展があるが、ここの話に直接関係しないのであまり言
及はしない.

Lang予想と合わせると、つぎが出て来るが信じられますか？
系（予想）. 代数的数を係数とする genericな deg P >> 1な一本の方程式P = 0は、ど
んな大きな代数体上考えても解は有限個である.

小林予想に関する例を幾つか挙げよう.
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Brody-Green (1977). X2 ⊂ P3(C)を次で定義する.

X zd
1 + · · · + zd

4 + t(z1z2)
d/2 + s(z1z3)

d/2 = 0.

d = 2e ≥ 50, 一般の t, s ∈ C∗に対し双曲的.

注意. これは、次の事からも興味深い.

(1) コンパクト双曲的多様体の変形の極限はそこで変形が滑らかでも双曲的とは限らない.

(2) 双曲性は、可微分構造と無関係.

もっと簡単なものもある.

Nog. (1992).

X zd
1 + · · · + zd

4 + t(z1z2z3z4)
d/4 = 0, d = 4e ≥ 28, t ∈ C∗.

は双曲的.

かかるX が双曲的であることの証明をしよう. わざわざ証明まで述べるのは、前節で
の成立する事実（又は予想）の類比から更にもう一歩踏み込んで、ここではその証明の方
法にまで超越的な値分布、関数体の場合、代数体の場合の三者の間に強い類比が見られる
からで、それを伝えたいということによる.

Brodyの定理 1により、次を示せば十分である:

Claim. 任意の正則写像 f : C → Xは定写像.

次を用いる.

Borel-Cartanの定理 (H. Cartan, 1933). f1, . . . , fsが整関数 �≡ 0で関数方程式

fd
1 + · · · + fd

s ≡ 0, d > s(s − 2)

を充たすとする. この時、添字集合の分割 {1, . . . , s} =
⋃

Iαがあって次が成立する.

(1) 全ての |Iα| � 2.

(2) i, j ∈ Iαに対し、fi/fj ≡定数.

(3)
∑

j∈Iα
fd

j ≡ 0.

これは、後出のH. Cartanの第二主要定理 (S.M.T., 1933)より容易に従う.

Brody-Greenの例では、f = (f1, . . . , f4)とすると、

(f2
1 )e + · · · + (f2

4 )e + t(f1f2)
e + s(f1f3)

e = 0, e � 25.

どれかの fj ≡ 0となると、種数 2以上の代数曲線Cがあって、f(C) ⊂ Cとなり、f は定
写像. どれも fj �≡ 0とすると、f5 = f1f2, f6 = f1f3, として、s = 6.

6(6 − 2) = 24 < 25 � e

であるから一般化Borelの定理が使える. 比が定数になることを∼で表す. 例えば、

f1 ∼ f2
2 , f2

3 ∼ f1f2, f2
4 ∼ f1f3
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とする.

f2
3 ∼ f1f2 ∼ f2

1 =⇒ f1 ∼ f3

f2
4 ∼ f1f3 ∼ f2

1 =⇒ f4 ∼ f1

従って
f1 ∼ f2 ∼ f3 ∼ f4, f ≡定写像.

(1), (2)を充たすどんな分割 {1, . . . , s} =
⋃

Iαに対してもこの様なことを示す.

第二主要定理 S.M.T. (H. Cartan, 1933, l = n; Nochka, 1983, l =一般). f : C → Pn(C)

を正則曲線、その像の張る線形部分空間の次元を lとする. H1, . . . , HqをPn(C)の一般
の位置にある超平面とすると

(q − 2n + l − 1)Tf (r) �
q∑

j=1

Nl(r, f
∗Hj) + small term.

ここで記号の定義を与える. f = (f0, . . . , fn)を既約表現とする.

Tf (r) =
1

2π

∫ 2π

0

log
√∑

|fj(reiθ)|2 dθ, 位数関数,

Nl(r, f
∗H) =

∑
0<|z|<r

min{l, ordzH ◦ f} log
r

|z| , l-断 (truncated)個数関数,

mf(r,H) =
1

2π

∫ 2π

0

log
‖H‖ · ‖f(reiθ)‖
|H ◦ f(reiθ)| dθ, 接近関数.

第一主要定理 F.M.T. (H. Cartan, 1933). Tf (r) = N∞(r, f∗H) + mf(r,H) + O(1).

Nevanlinna不等式. N∞(r, f∗H) < Tf (r) + O(1).

小林予想に対するアプローチとして

Brody + S.M.T.

が今のところ有効である、というか、これしかない. New Idea, New Method の開発が望
まれる. ともかくこのアプローチで小林予想 (2)についてはいくらかの進展があったが、
(1)に関してはBrody-Green (1977)より進展がなかった.

定理 (Masuda-Nog., 1996). ある nのみに依存する数 d(n)があって、任意の d � d(n)に
対して双曲的非特異超曲面X ⊂ Pn(C), deg X = dが存在する.

注. このようなXの全体は同じ次数の線形系の中で微分位相に関して開である.

この定理の証明のための鍵は次の補題である.

主補題. ある単項式の系、M1 = ze
1, . . . ,Mn = ze

n,Mn+1, · · · ,Mj = z
αj1

1 · · · zαjn
n , . . . , Ms

(αj1 + · · ·αjn = e)で、

X a1M
d
1 + · · · + asM

d
s = 0, 　 aj �= 0, d > s(s − 2)
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は双曲的.

証明は、Brody-Greenの例のようにBorel-Cartanの定理を用いて、正則写像 f : C → X

は定写像しかないことを示すことにより成される.

このXを “特別双曲的超曲面”と呼ぼう. 係数の ajはゼロでないかぎり、勝手であるか
ら、ほぼ任意の体上定義することが出来る.

問題. 特別双曲的超曲面Xは、有理点に関する有限性をもつか？

（イ）関数体の場合.

Rをコンパクトリーマン面 (コンパクトケーラー多様体でよい）. K = C(R)をその有
理関数体とする.

定理 S.M.T./f.f. (Nog., 1997). x = (x0, . . . , xn) : C → Pn(C)を正則曲線、その像を
含む最少の線形部分空間の次元を lとする. H1, . . . , HqをPn(C)の一般の位置にある超
平面とすると

(q − 2n + l − 1)ht(x) �
q∑

j=1

Nl(Hj(x)) + l(l + 1)(g(R) − 1).

定理 Borel-Cartan/f.f.. 係数 aj ∈ K∗とし、点 x = (xj) ∈ Ps−1(C)は

a1x
d
1 + · · · + asx

d
s = 0, s � 2

を充たすとする.

(1)(Nog., 1997) a1x
d
1, . . . , as−1x

d
s−1がC上一次独立ならば

{d − s(s − 2)}ht(x) � (s − 1)2ht((aj)) + (s − 1)(s − 2)(g(R) − 1).

(2)(Nog., 1997) d > s(s− 2) + (s− 1)2ht((aj)) + (s− 1)(s− 2)(g(R)− 1), xj ∈ K∗なら
ば、添字集合の分割 {1, . . . , s} =

⋃
Iα があって次が成立する.

(1) 全ての |Iα| � 2.

(2) i, j ∈ Iαに対し、xi/xj ∈ C（定数）.
(3)

∑
j∈Iα

ajx
d
j ≡ 0.

(3) Bombieri-Mueller (1991)による “Borelの定理/f.f.”もある. dに関する条件は

d > s!(s! − 2) + (s! − 1)(s! − 2)(g(R) − 1)

（係数 ajに依らないところがポイント）.

注. 関連する結果は、Bombieri-Muellerの他、W.D. Brownawell-D.M. Masser(1986),

R.C. Mason (1984-1990), A. Pintér (1992), H.N. Shapiro-G.H. Sparer (1994), J.F. Voloch

(1985), J. T.-Y. Wang (1996)等がある.

定理 (Nog., 1997). Xを上述の特別双曲的超曲面とする.

(1) d > s(s− 2)ならば、ht(x), x ∈ X(K), は有界: つまり、X(K)は有限次元空間である.
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(2) d > s(s − 2) + (s − 1)2ht((aj)) + (s − 1)(s − 2)(g(R) − 1)ならば、任意の x =

(x0, . . . , xn) ∈ X(K)は xj ∈ Cで表現される.

(3) d > s!(s! − 2) + (s! − 1)(s! − 2)(g(R) − 1)ならば、X(K)が有限個の簡明な族から成
ることが分かる.

（ウ）代数体の場合.

Vojta予想 (1986)があるが、Vojtaは Carlson-Griffiths-King (1972, 1973)による非退
化同次元写像 f : Cn → V nのNevanlinna理論をモデルにした. ここでは上述のH. Cartan

による正則曲線のNevanlinna理論をモデルとし議論しよう.

以下、代数体F上で考えられるが、簡単のためF = Qとする. Fの付値の集合MFで積
公式の成立するものを考える. いまは、MQは、通常の絶対値 (Archimedean place, infinite

place)といわゆる p-進付値 (non-Archimedean place, finite place)からなる:

Q � x = pordpxx′, x′は pを含まない,

‖x‖p = p−ordpx,∑
v∈MQ

log ‖x‖v = 0 積公式.

さて、x = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(Q)に対して、その高さ ht(x)を次で定める:

ht(x) =
∑

v∈MF

log max{‖xj‖v; 0 � j � n}

=
∑

v∈MF

log max

{
1,

∥∥∥∥xj

x0

∥∥∥∥
v

; 1 � j � n

}

=
∑

v∈MF

→
j

max

{
log+

∥∥∥∥xj

x0

∥∥∥∥
v

}
.

（全ての）アルキメデス付値を含む有限集合 S ⊂ MFを取り、止める. 線形型式H(x) =∑n
j=0 ajxj(aj ∈ Q)に対して

m(H,x) =
∑
v∈S

log
max{‖xj‖v; 0 � j � n}

‖H(x)‖v

接近関数

N(H,x) =
∑

v∈MQ\S
log

max{‖xj‖v; 0 � j � n}
‖H(x)‖v

個数関数

積公式から次は自明である.

第一主要定理 F.M.T. ht(x) = m(H,x) + N(H,x).

H. Cartanの l-断 (truncated)個数関数の類比を考えたい. その為、aj ∈ Z, xj ∈ Zとし
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それぞれで共通因子なしとする. max{‖xj‖v; 0 � j � n} = 1, v �∈ S, となり、

‖H(x)‖vp,l = p−min{l,ordpH(x)}

Nl(H,x) =
∑

v∈MQ\S
log

1

‖H(x)‖v,l

l-断 (truncated)個数関数

=
∑

vp∈MQ\S
min{l, ordpH(x)} log p

次の定理は、その筋では不可欠のものである.

Schmidtの線形部分空間定理 (1970). H1, . . . , HqをPn
Q上の一般の位置にある線形型式

とする. 任意の ε > 0に対し有限個の超平面の和
⋃

Eαがあり、その外のx ∈ Pn(Q)\
⋃

Eα

に対し

(q − n − 1 − ε)ht(x) �
q∑

j=1

N(Hj, x).

定義. y ∈ Q∗が S-単数であるとは

ordvy = 0, ∀v �∈ S.

その全体をUSと書く. x = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(Q)が S-単点とは、

xj = 0、又は　 xj ∈ US.

S-単数Borelの定理. aj ∈ Q∗とし

a1x1 + · · · + asxs = 0

の S-単数解の全体を Sとする. すると有限分割 S =
⋃
Sµがあって、各 Sµ毎に添字集合

の分割 {1, . . . , s} =
⋃

Iαがあり次が成立する.

(1) 全ての |Iα| � 2.

(2) Sµ = {(xj(ζ)); ζ ∈ Sµ}と書くとき、i, j ∈ Iαに対し

xi(ζ)

xj(ζ)
= cij ∈ US （定数）.

(3)
∑

j∈Iα
ajxj(ζ) ≡ 0, ∀ζ ∈ Sµ.

類比としては、

Sµ = {(xj(ζ)); ζ ∈ Sµ} ⇐⇒ f : C → Pn(C).

この見方による値分布のとき及び関数体のときとの類比的議論により、次が示される.

9



定理 (Nog., 1997). M1, . . . ,MsをPnの特別双曲的超曲面を定義する単項式系、aj ∈ Q∗

とし、

X a1M
d
1 + · · · + asM

d
s = 0, 　 aj �= 0 (d � 1)

と定める.このときXの S-単点全体X(US)は、有限集合である.

この様なことを、USだけでなくFについて証明したい. その為には、次が分かればよい.

A.S.M.T.予想 (A=Arithmetic). Schmidtの線形部分空間定理の評価が次のように改
良される.

(q − n − 1 − ε)ht(x) �
q∑

j=1

Nn(Hj, x).

A.S.M.T.は算術的Borel-Cartanの定理を従え、結局次を含む.

系 (２ｘｘｘ). d > s(s − 2)ならば、|X(F)| < ∞.

注. n = 1のとき、A.S.M.T.予想は、Masser-Oesterléの “abc”-予想と同じ. “abc”-予想
とは、互いに素な a, b, c ∈ Zで方程式

a + b + c = 0

を充たすものに対して、任意の ε > 0を取るとき

max{|a|, |b|, |c|} � C(ε)


∏

p|abc

p




1+ε

.

§3 算術的小林疑距離.

X を複素代数多様体とする. 二点 P, Q ∈ X に対し,それ等を結ぶ代数曲線による連鎖
{Ci; Pi, Qi}l

i=1,

Ci ⊂ X, P = P1, . . . , Qi = Pi+1, . . . , Ql = Q,

を取り、
d̃X(P, Q) = inf

∑
dCi

(Pi, Qi)

と置く. 定義より
dX(P, Q) � d̃X(P, Q).

実は、
定理 (Demailly-Lempert-Shiffman, 1994). dX(P, Q) = d̃X(P, Q).

Demailly-Lempert-Shiffmanは非特異準射影的代数多様体に対して証明しているが、実
はMoisezon複素空間の Zariski開部分空間に対して成立することが簡単に分かる.

これは、標題の “算術的小林疑距離”なるものを考える根拠となる. つまり、上述の
X,P, Q, Ci, Pi, Qi を全て代数体 F上で定義されるもののみを用いて考え、

dX/F(P, Q)
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を定義する. 曲線CFにたいして dC/F(P, Q)は埋め込み F ⊂ Cに関して平均値をとる. 簡
単に分かることではありますが:

命題 ([Nog93’], [Nog94]). (1) 疑計量の性質の対称性と三角不等式が成立する.

(2) 体の拡大及びK-有理正則写像に関して短縮原理が成立する.

いまのところ、こういう物を定義して何か勝算があるわけではないが、問題はいくらで
も考えられます. 例えば次はどうでしょうか？
問題. Xがある埋込F ⊂ Cで双曲的であるとき、sup{ 1

dX/F(P,Q)
; P, Q ∈ X(F)}と ht(X)

の関係は？

§4 特別双曲的超曲面の例.

1. R. Brody-M. Green (1977): P3(C)内の超曲面

zd
1 + · · · + zd

4 + t(z1z2)
d/2 + s(z1z3)

d/2 = 0.

は d ≥ 50 ならば一般の t, s ∈ C∗に対し双曲的.

2. A. Nadel (1989): P3(C)内の超曲面

z6e
1 (z3

1 + tz3
2) + z6e+3

2 + z6e
3 (z3

3 + tz3
2) + z6e+3

4 = 0

は e ≥ 3 (6e + 3 ≥ 21)ならば、一般の t ∈ C∗に対し双曲的.

3. Nog. (1992):

zd
1 + · · · + zd

4 + t(z1z2z3)
d/3 = 0, d = 3e ≥ 24, ∀t ∈ C∗.

zd
1 + · · · + zd

4 + t(z1z2z3z4)
d/4 = 0, d = 4e ≥ 28, ∀t ∈ C∗.

4. P4(C)で、一般係数の

zd
1 + · · · + zd

5 + t1(z
2
1z2)

d/3 + t2(z
2
2z3)

d/3 + t3(z
2
3z4)

d/3

+t4(z
2
4z1)

d/3 = 0, tj ∈ C∗, d = 3e ≥ 192.

は双曲的. 特別係数、tj = 1, 1 ≤ j ≤ 4 のときは、正則曲線:

f(z) = (z exp(πi/e), exp(πi/e), z, 1, 0), z ∈ C,

e = d/3、を持つ. しかし、例えば (tj) = (−1,−1, 1, 1) ならば双曲的.

5. 同様に、一般係数で、

zd
1 + · · · + zd

5 + t1(z3z
2
4z5)

d/4 + t2(z1z
2
2z5)

d/4 + t3(z1z2z
2
3)

d/4 = 0

tj ∈ C∗, d = 4e ≥ 196.

11



t1 = t2 = t3 = 1では、双曲的.

6. 同様に、一般係数で、

zd
1 + · · · + zd

5 + t1(z
2
1z2)

d/3 + t2(z
2
2z3)

d/3 + t3(z
2
3z4)

d/3

+t4(z
2
4z5)

d/3 + t5(z
2
5z1)

d/3 = 0, tj ∈ C∗, d = 3e ≥ 243.

全ての tj = 1の時、双曲的.

7. P4(C)で、

zd
1 + · · · + zd

5 + t1(z
3
1z2)

d/4 + t2(z
3
2z3)

d/4 + t3(z
3
3z4)

d/4

+t4(z4z1)
d/2 = 0, , ∀tj ∈ C∗, d = 4e ≥ 256.

注. これらは、P4(C) でみつかった初めての例である.

8. P5(C)で、一般係数で、

zd
1 + · · · + zd

6 + t1(z1z
3
2)

d/4 + t2(z2z
3
3)

d/4 + t3(z3z
3
4)

d/4

+t4(z4z
3
5)

d/4 + t5(z5z
3
1)

d/4 + t6(z1z3)
d/2

+t7(z2z4)
d/2 + t8(z3z5)

d/2 + t9(z4z1)
d/2 = 0,

tj ∈ C∗, d = 4e ≥ 784.

t1 = −1 and other tj = 1ならば、双曲的.

9. 同様に、一般係数で、
zd
1 + · · · + zd

6

+t1(z1z
4
2)

d/5 + t2(z
2
2z

3
3)

d/5 + t3(z
2
3z

3
4)

d/5 + t4(z4z
4
5)

d/5 + t5(z
3
5z

2
1)

d/5

+t6(z
4
1z3)

d/5 + t7(z2z
4
4)

d/5 + t8(z
3
3z

2
5)

d/5 = 0,

tj ∈ C∗, d = 5e ≥ 845.

全ての tj = 1ならば、双曲的.

10. P5(C)で、一般係数で、

zd
1 + · · · + zd

6 + t1(z1z
3
2)

d/4 + t2(z2z
3
3)

d/4 + t3(z3z
3
4)

d/4

+t4(z4z
3
5)

d/4 + t5(z5z
3
1)

d/4 + t6(z1z3)
d/2 + t7(z2z4)

d/2

+t8(z3z5)
d/2 + t9(z1z4)

d/2 + t10(z2z5)
d/2 = 0,

tj ∈ C∗, d = 4e ≥ 900.

t1 = −1他の tj = 1の時、双曲的.

11. P5(C)で、一般係数で、
zd
1 + · · · + zd

6

12



+t1(z1z
5
2)

d/6 + t2(z2z
5
3)

d/6 + t3(z3z
5
4)

d/6 + t4(z4z
2
5)

d/3 + t5(z5z
2
1)

d/3

+t6(z1z3)
d/2 + t7(z2z4)

d/2 + t8(z3z5)
d/2 = 0,

tj ∈ C∗, d = 6e ≥ 1014.

全ての tj = 1の時、双曲的..

12. P5(C)で、

zd
1 + · · · + zd

6 + t1(z1z
4
2)

d/5 + t2(z2z
4
3)

d/5 + t3(z3z
4
4)

d/5

+t4(z4z
4
5)

d/5 + t5(z5z
4
1)

d/5

+t6(z
2
1z

3
3)

d/5 + t7(z
2
2z

3
4)

d/5 + t8(z
2
3z

3
5)

d/5

+t9(z
2
4z

3
1)

d/5 + t10(z
2
5z

3
2)

d/5 = 0,

∀tj ∈ C∗, d = 5e ≥ 1125.

13. (Sarnak-Wang, 1995). 例 12 で、d = 1130 と取り、

z1130
1 + · · · + z1130

6 − 15(z1z
4
2)

226 + (z2z
4
3)

226 + (z3z
4
4)

226

+(z4z
4
5)

226 + (z5z
4
1)

226

+(z2
1z

3
3)

226 + (z2
2z

3
4)

226 + (z2
3z

3
5)

226

+(z2
4z

3
1)

226 + (z2
5z

3
2)

226 = 0.

と置くと、この X は Q上定義され、非特異 (Maple)で双曲的である. これに対し、X(R)

と 任意の素数 p に対し X(Qp) は共に無限集合である.
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