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Added in Print

P In 1980 Toshio NisHiNO from Kyushu University, Japan, started editing

] Posthumous Papers of Kiyoshi Oka with the help of Akira TAKEUCHI, Kyoto
University. To date seven volumes have appeared. Most of these papers were
written in Japanese, however there are also some papers in French which we
would like to list here:

1. Fonctions algébriques permutables avec une fonction rationnelle nonlinéaire
(vol. 6; 87 pages; written about 1930)

2. Sur les ensembles de points & 4 dimensions engendrés analytiquement
(vol. 7; 146 pages; written about 1934)

3. Note sur les fonctions analytiques de plusieurs variables (vol. 3; 7 pages;
written about 1949)
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Vorwort

»Wenn die Konige baun, haben die Kérrner zu tun.” Kiyoshi OkA war ein
Konig. Sein Reich war die Funktionentheorie mehrerer komplexer Verdnderli-
chen. Er 16ste Probleme, die als unangreifbar galten; er entwickelte Methoden,
deren Kiihnheit die Mitwelt bewunderte. OkA gab der komplexen Analysis
neues Leben. Seine Ideen wirken fort, weiterentwickelt von Mathematikern, die
selbst Konige sind.

OxkaA hat sein Werk in franzosischer Sprache in zehn Mémoires niederge-
legt. Das Studium der Originaltexte ist schwer. Die Mathematik Okas ist nicht,
wie JacoB einmal formulierte, eine Wissenschaft, bei der sich alles von selbst
versteht. OkA war, um mit KRONECKER zu sprechen, , Konig und Kérrner
zugleich“; sein diesem Band vorangestellter Spruch war sein Motto. Okas,
Mathematik bedarf der Interpretation. GOETHE spricht einmal von der Dumpf-
heit des Genies, das Dinge schaut, ohne dem Geschauten sofort den klaren
Ausdruck geben zu konnen. Klarheit wird erst allméhlich durch spédtere Arbeit
gewonnen.

Bereits 1960 edierte Y. Akizuki einen Band Sur les Fonctions Analytiques
de Plusieurs Variables mit den ersten neun Okaschen Arbeiten in ihrer Origi-
nalfassung (Iwanami Shoten, Tokyo); er schreibt in seiner Einleitung: ,Je suis
heureux d’avoir pu ainsi participer a la réédition de ces travaux qui représen-
tent une si importante contribution au développement de notre Science.“ Ich
schidtze mich ebenso gliicklich, vom Springer-Verlag mit der Herausgabe des
hier vorgelegten Bandes betraut worden zu sein. Aufgenommen sind die zehn
bekannten Artikel sowie zwei weitere kurze Noten von OkA. Bis auf die Note
Sur les Fonctions Analytiques de Plusieurs Variables, Kodai Math. Sem. Rep.
Nos. 5-6, Dec., 1949, diirfte es sich um alle gegenwirtig zugénglichen mathe-
matischen Arbeiten Okas handeln.

R. NARASIMHAN hat sich der groBen Miihe unterzogen, die Ubersetzung ins
Englische zu besorgen. H. CARTAN, der wie kein anderer das Okasche (Euvre
kennt, hat das Gesamtwerk und jede einzelne Arbeit kritisch kommentiert.
Beiden Kollegen gebiihrt Dank fiir ihre selbstlose Bereitschaft. Wir hoffen, der
mathematischen Welt das Werk eines Mannes ndherzubringen, der einen so
groBen Einfluf} auf unsere und die jiingere Generation gehabt hat.

Miinster (Westfalen), 18. September 1983 R. REMMERT
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Sur ’CEuvre de Kiyoshi Oka

L'ceuvre mathématique de Kiyoshi OkA (1901-1978) s’échelonne sur pres-
que trente ans, de 1934 a 1962. Elle est tout entiére consacrée aux fonctions
analytiques de plusieurs variables complexes. L’intérét d’Oka pour ce sujet
remonte peut-étre au séjour quil fit 4 Paris en 1929, séjour qui lui donna
Poccasion de rencontrer Gaston JULIA. Est-ce pour cette raison qu’Oka écrivit
tous ses mémoires en francais, a vrai dire dans une langue frangaise un peu
particuliére qui lui est bien personnelle, mais a laquelle avec un peu d’exercice
on finit par s’habituer? Cette coutume de publier en francais, il I'a léguée a ses
éléves et aux éléves de ses €léves.

La publication, en 1934, de la monographie de BEHNKE-THULLEN faisant le
point sur I'état de la théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables
complexes & un moment crucial de son développement, et mettant en évidence
les principaux problémes ouverts a cette époque, semble avoir joué un role
déterminant dans Porientation des recherches d’Oka: il se fixa pour tache de
résoudre ces problémes difficiles, tdche quasi-surhumaine. On peut dire quil y
réussit, surmontant I'un aprés l'autre les obstacles redoutables qui se trouvaient
sur sa route.

Mais il faut avouer que les aspects techniques de ses démonstrations et le
mode de présentation de ses résultats rendent difficile la tdche du lecteur, et
que ce n'est qu'au prix d’'un réel effort que 'on parvient & saisir la portée de

ses résultats, qui est considérable. Cest pourquoi il est peut-étre encore utile

aujourd’hui, en hommage au grand créateur que fut Kiyoshi Oka, de présenter
I’ensemble de son ceuvre.

En 1961, la maison d’édition japonaise Iwanami Shoten avait édité un
volume publié par les soins du professeur Yasuo AKIZUKI, sous le titre: «Sur
les fonctions analytiques de plusieurs variables par Kiyoshi Oka». Ce volume
réunissait, sans commentaires, les neuf mémoires, numérotés de I & IX par
Pauteur lui-méme, parus entre 1936 et 1953. On en trouvera la liste ci-dessous.
Curieusement, ce volume publié du vivant d’Oka et visiblement avec son
consentement, ne contenait pas un article publié¢ dés 1934 dans le Journal of
Science of Hiroshima University (4, 1934, p. 93-98) sous le titre:

«Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes, etc.».

Il semble que cet article était une premiére ébauche d’un sujet qu’Oka
devait reprendre plus tard dans une publication postérieure au volume de 1961,
sous le titre:

«Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables

X - Une mode nouvelle engendrant les domaines pseudoconvexes»
(Japanese Journal of Mathematics, XXXII, 1962, p. 1-12).

Le volume de 1961 ne contenait pas non plus une Note parue en 1941 aux

XII
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Proceedings Imperial Academy Tokyo (vol. 17, p. 7-10), qui en fait annongait
les résultats du mémoire VI

Enfin, je posséde un bref manuscrit de la main d’Oka, remplissant deux
pages grand format, sous les numéros XI et XII, mais ne comportant aucun
titre.

Comme les titres des articles d’Oka ne permettent pas toujours d’avoir une
idée de leur contenu véritable, je tenterai d’exposer, pour chacun d’eux, un
résumé des principaux résultats, en utilisant la terminologie en usage aujour-
d’hui, ce qui, je ’espére, facilitera la tdche du lecteur.

Henri CARTAN (aolt 1982)
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I. Rationally Convex Domains

Domaines convexes par rapport aux fonctions rationelles

Journal of Science of the Hiroshima University 6 (1936), p. 245-255

¢ Received 1 May /436 )

Introduction. Despite recent progress in the theory of analytic functions of
several variables, several important matters remain more or less obscure, most
notably: the kind of domains for which the theorem of Runge or those of Mr.
P. CousIN remain valid, the relationship between the convexity of Mr. F. HAR-
T0Gs and that of Messrs. H. CARTAN and P. THULLEN"; and there are intimate
relations between these matters. The present memoir and those which will fol-
low are meant to treat these problems.

Now, I have noticed that one can sometimes reduce the difficulty of these
problems by raising suitably the dimension of the spaces in which one works.
In the present memoir, realising this general idea in a special case, I shall
establish a principle which, so to speak, reduces the study of the domains of
the title to cylindrical domains of higher dimension. (For the concrete form of
this principle, see Problem I of No.1.)

Once the principle is established, one can deduce that the theorem of Mr.
P. CousIN concerning prescribed poles remains valid for the domains of the
title. (For the exact form of this result, see Theorem I of No. 5.) The converse is
also true. I shall actually prove these theorems simultaneously by a process of
induction. Using the above principle, one also recovers immediately the Runge
theorem for these domains, which was expounded by Mr. A. WeIL?.

Thus, I shall be concerned, in the present memoir, with the interior of do-
mains which are convex with respect to rational functions; this will enable me
at the same time to investigate, under less restrictive hypotheses than hitherto,
some lemmas which are indispensable to me.

1. Definitions. In the space ((x)) of n complex variables x,,...,x,, let us
consider the region® 4 defined by

(4) xeX;, Ri(x)eY; (i=L2...,nj=12,..,v),

where X;, Y, are univalent (schlicht) bounded domains®’ in the plane, and

Rj((x)) are rational functions. For simplicity, we shall say that any region
which can be described in such a way belongs to the class (2,). Given a region

) See the book of Messrs. H. BEHNKE and P. THULLEN: Theorie der Funktionen mehrerer komple-
xer Verdnderlichen, in particular on pages 54, 68, 79.

) Sur les séries de polynomes de deux variables complexes. C.R. Acad. Sci., Paris 1932. Lintégrale
de Cauchy et les fonctions de plusieurs variables. Math. Annalen, 1935.

3)  As for the generalisation of the theorem of Mr. P. CousiN, I think that one can do this using
the integral of Mr. A. WEIL cited above.

4),%) In what follows, an open set will be called domain or region to distinguish between when it is
known to be connected and when it is not; it is understood that the regions (domains) of this
memoir are, without exception, univalent.
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is a holomorphic function on 4, for every n. We can therefore expand Q,((x))
on 4, in a series of functions holomorphic on the given domain D in view of
the precedmg proposition.

After what we have seen so far, we can complete the proof exactly as for
cylindrical domains'#®. We shall not repeat this. Q.E.D.

Theorem II. Under the conditions of Problem I formulated in No.1, we can
find a holomorphic function of the n+v variables x;, y; on the cylindrical do-
main (C) having the value f(M) for any point M on the variety X.

We shall say, in fact, that Problem I or II given in No.1 is completely
solvable if it is solvable for (C')=(C) or 4’=4 respectively.

Consider Problem II It is checked immediately that all the connected com-
ponents of the region 4 satisfy the conditions imposed on the domain D in
Theorem I. Problem II is therefore completely solvable for any connected com-
ponent, and consequently for 4 itself, by definition. F

As for Problem I, the reasoning given in No.2 remains applicable to the
present situation without modification. From this, in veiw of the preceding, it
follows that if ProblemI of any order smaller than v is completely solvable, so
is any Problem I of order v for any v>1, and, for v=1, it is always solvable.
One can therefore solve ProblemI completely. QED:

i

e et mﬁ«‘“’
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Commentaire de H. Cartan

Une des idées d’OKA consiste a réaliser certains domaines de €" comme
sous-variétés analytiques dans des polydisques de dimension plus grande. Il le
fait ici pour les domaines définis, pour x=(x;)eC", par

(4) x;€X;, Rjx)eY; (1sisn, 15j2v), i

i

ou les X, et les Y; sont des domaines de C, et ou les R; sont des fonctions
ranonnelles Un tel domaine 4 est isomorphe a la sous- vanete 2 du produit

c=([1x)x([Iv)

S

définie par les équations y;=R(x).
L’auteur prouve les deux théorémes suivants:

Théorémel. Le premier probléme de Cousin est résoluble dans un tel do-
maine 4.

Théoréme I1. Toute fonction holomorphe sur X est induite par une fonction
holomorphe dans C.

14) OsGoop, §24 of Chap. 1L
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La méthode de démonstration est la suivante. On appelle probléme I d’ordre
v le probléme qui consiste & trouver, pour tout ouvert C' relativement compact
de C, une fonction holomorphe dans C' qui induise, en tout point de Zn C/,
une fonction f donnée, holomorphe dans Z. On appelle probléme II d’ordre v
le probléme qui consiste & trouver, pour tout ouvert C' relativement compact
de C, une fonction méromorphe dans XN C’' qui admette des parties prin-
cipales données dans Z. (Dans ces formulations, v désigne le nombre des fonc-
tions R;.) Alors OKA prouve:

(i) si les probléemes I et II ont une solution pour tout entier v<k, le
probléme I a une solution pour v=k.

(ii) si le probléme I a une solution pour tout entier v<k, il en est de méme
du probléme IL

La conclusion est évidemment que les problémes I et II ont toujours une
solution.

Pour prouver (i), OkA se sert de la méthode de CousiN, qui utilise
I'intégrale de CAUCHY.

Il reste ensuite & faire un passage & la limite pour obtenir les théorémes Iet
II (le lecteur notera que Cest la solution du probléme II qui conduit au
théoréme I, et vice-versa).

Le théoréme 1 avait été annoncé sans démonstration, au moins pour n=2,
par H. CARTAN dés 1934 (Comptes Rendus Ac. Sciences Paris, 199, p. 925-
927).

Le théoréme II entraine aussitot que toute fonction holomorphe dans 4 est
développable en série de fractions rationnelles qui converge uniformément sur
tout compact de 4; plus précisément, ces fractions rationnelles sont des poly-
noémes en les x; et les R(x). On en déduit: dans tout domaine convexe par
rapport a une classe K de fractions rationnelles, toute fonction holomorphe est
développable en série de polyndmes en les coordonnées et les fonctions de K.
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Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables. %

" VI—Domaines pseudoconvexes, ’,:_r
par . ‘ =

Kiyosi Oxa & Kimimura, Kisyt.

Introduction.—En 1906, F. Hartogs a découvert une restriction

tres curieuse, & laquelle sont soumis les domaines d’holomorphie( ), 4 <

et par cette découverte méme, je pense, a commencé le développe- f_
g ment récent de ‘la théorie des fonctions analytiques de plusieurs !

variables. ),

La méme restriction a été successivement trouvée aux fonds
des différentes branches de la théorie, par E. E. Levi, G. Julia, W.
Saxer et lauteur(?). Nous appelons tout domaine restreint de ce
mode d’étre pseudoconveze(®).

La convexité de cette sorte admet d’étre critiquée d’une maniére
locale. Or, en 1932, H. Cartan et P. Thullen on trouvé que les
domaines d’holomorphie sont encore, éen un certain sens, globalement
convexes( ). Et grice & cette propriété, nous venons d’établir
plusieurs théordmes globaux par rapport aux domaines d’holomor-
phie(®). ==

(1) F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel
bei Funktionen mehrerer Veriinderlichen, 1906. (Miinch. Berichte.)

(2) E.E. Levi, Studii sui punti singolari essentiali delle funzioni analitiche
di due o piu variabili complesse, 1910. (Annali di Matematica.)

G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables, 1926.
(Acta mathematica.) .

W. Saxer, Sur les familles de fonctions méromorphes de plusieurs variables,
1931. (Comptes rendus, Paris.)

K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes etc., 1934.
(Journal of Science of the Hiroshima University.)

(3) Pour les domains univalents et finis, nous I’avons défini & Mémoire IV ;
voir: No. 10, Mémoire actuel.

(%) Et la réciproque. Voir:

H. Cartan-P. Thullen, Regularitéts- und Konvergenzbereich e, 1932. (Mathe-
matische/ Annalen.) Pour I'idée, voir : ks

H. Cartan, Sur les domaines d’existence de fonctions de plusieurs variables
= complexes, 1931. (Bull Société mathématique, France.) R
; (%) Mémoires précédents des présentes recherches: I—Domaines convexes
par rapport aux fonctions rationnelles, 1936; II—Domaines d'holomorphie, 1937;
III—Deuxiéme probléme de Cousin, 1939; (Journal of Science ,of the Hiroshima
University.) IV—Domaines d’holomorphie et domaines rationnellement convexes,
1941; V—L’intégrale de Cauchy, 1941; (Japanese Journal of Mathematics.)
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ense que cette conclusion sera aussi indépendante des

L’auteur p
nombres de variables complexes.

FIN.

L’Institut Mathémati.que,'
L’Université Imperiale de Kydto.

(Regu le 25, Oct. 1941)

<«
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Sur les fonctions analytiques de plusieurs
variables.

II—Domaines d’holomorphie.
Par
Kiyoshi Oka
(Regu Décembre 10, 1

Introduction. — J’ai traité dans le mémoire précédent! le sujet de
domaines convexes par rapport aux fonctions rationnelles. J’examinerai
maintenant la méme question concernant les fonctions holomorphes; et
ceci sera fait en appliquant la méme idée, c’est-a-dire, en passant aux
espaces supérieurs.

Dans l’espace de plusieurs variables complexes, étant donnée une
région univalente bornée et convexe par rapport a un nombre fini de
fonctions holomorphes, on en construit la multiplicité ¥ dans un espace
supérieur, d’aprés le procédé adopté précédemment. C’est pour cette
multiplicité £ que nous observerons précisément le mode de convexité.

A I’aide des théorémes établis dans le mémoire précédent, nous trou-
verons comme conséquence que la multiplicité ¥ est en quelque sorte
convexe par rapport aux polynémes. (Voir le théoréme I du No. 4). A
notre avis, ceci est un fait fondamental en ce qui concerne les domaines
d’holomorphie.

D’oil, en vertu d’un théoréme bien connu de MM. H. Cartan et P.
Thullen,? on pourra facilement donner & un des problémes non résolus®
de la théorie du titre la solution affirmative; & savoir que le théoreme de
M. P. Cousin concernant les poles donnés reste valable pour les domaines
d’holomorphie, univalents et bornés.

1. Généralités.* — Considérons I’espace ((z)) engendré par n

!Ce journal, 6 (1936).

2Mémoire cité précédemment.

3Voir I'Ouvrage de MM. H. Behnke et P. Thullen, 68, cité précédemment.

“Dans la suite, un ensemble ouvert sera appelé domaine ou région distinctivement,
suivant qu'il est certainement connexe ou non; pour simplifier le langage on sous-
entendra que les régions (domaines) sont toujours univalentes et bornées, sauf dans
le cas ou la réciproque sera énoncée.

V)
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ay’s Notes

As remarked in the introduction, there is an approach to several complex
variables which centers around pseudoconvex domains, considering those as the
proper generalization of the unit ball. The techniques are those of partial differ-
ential equations; and the attitude is differential-geometric rather than function-
theoretic. Until recently these techniques have been highly developed only in the
study of compact manifolds. But by now the applications to open manifolds are
that profound. In particular, it is possible to prove theorem B6 directly for locally

free sheaves, without any of the machinery evolved here [142]. The methods of
J. J. Kohn [142] are very sensitive to boundary behavior, and open up a field of

ame L study which is apparently inaccessible in the sheaf-theoretic approach. It should
y.) ; also be mentioned that strict pseudoconvexity is only an extreme case of the
1ing = properties of being pseudoconvex or pseudoconcave. (Cf. the papers of Rothstein
4 T [205], Ehrenpreis [3, 85], Kohn [142], Andreotti-Grauert [5], Andreotti [6], Kohn-
; Rossi [143].)

Except for proposition A4 (due to Kohn) the results in Chapter IX, up to
okt lemma BS5, are due to E. E. Levi [162]. The results in the rest of Section B are due
to Grauert [104]; (an earlier argument, using other techniques is due to Ehrenpreis

Al [3]). The extension to spaces is due to Narasimhan [180].
e The argument in proposition C5 is a trivial case of an important theorem of
bor- Grauert [105], which goes as follows. Suppose =: X —> Y is a proper mapping
‘0 of analytic spaces, and & is a coherent sheaf on X. If U is open in Y, define I'y; =
s in HxY(U), #). The collection {I';;} defines a presheaf on Y, and the associated
of a sheaf () is called the direct image sheaf. Grauert’s theorem is that =(¥) is a
T= coherent sheaf on X. In particular, in proposition CS, what is used is that mo(05;)

is coherent. Remmert’s proper mappings theorem (theorem V, C8) is easily deduced
s from this theorem.

There are many ways of handling the rest of Sections C, D: the reader is refered
to the papers of Bremermann [50-52], Docquier-Grauert [82], Behnke [16]. The
theorem we refer to as Oka’s theorem in Section D was first proved in C? by Oka
[186, VI], and then in C™ by Bremermann [49], Norguet [185], Oka [186, IX].
1 W The theorems in Section E are to be found in Grauert [106] (originally in Kodaira
8 [138]). Grauert actually proved theorem E3 in the case that A has a weakly negative
iall vector bundle of any rank. The proof is exactly the same as in the case of a line
king bundle; however, at the end 4 gets mapped into a Grassmannian rather than
olds projective space.
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Chap. IV Z K

112 L? ESTIMATES AND EXISTENCE THEOREMS

entire analytic function U in C?" such that U = uin X and
[1u@) &2t + |6])~>d2 < oo,

where di is now the Lebesgue measure in C*". By Theorem 2.2.3 this
implies that

(4.5.14) |U@)| < C (1 + |6])>

Now set

¥(6) = U0)x(6)

where 7 is the Fourier-Laplace transform of a non-negative function
1 € Co™(C") with support in {z;|z| < ¢}, such that y only depends on ||
and the integral of y equals 1. This means that 7(0) = 1 and that %(0) is
a function of 6,2 + - -+ + 6,,, which implies that ¥ = 1 in £. Hence ¥
satisfies (4.5.11), and since by the Paley-Wiener theorem

7(0) < Cu(1 + |O])~" eclime!

for every N (this is proved by partial integration), the estimate (4.5.12)
with ¢ replaced by 2¢ follows from (4.5.14).

Example. The function M({) = cos(2,/{,{,)is entire and of exponcntial
type. Since |cost| < e for every complex number ¢, it follows that

[M(Q)| < explay|¢s| + aalls) ifaja, =1 and ay,a; > 0.

Hence the analytic functional u for which j = M is carried by the set
{(zy,25):|z:] < @y, |z5| < @y} if aja, = 1. The intersection of these
carriers is the origin, but it is clear that y is not carried by the origin
since M({,,{,) is of exponential type 2. Hence there need not exist a
smallest convex set which carries M except in the case n = | where the
Borel transform of M can be continued analytically to the complement
of the intersection of all convex sets carrying y, which proves that u is
carried by the intersection.

Notes. Existence theorems for the Cauchy-Riemann equations in domains of
holomorphy (stated as solution of the first Cousin problem) were first proved by
Oka [2]. He also proved an approximation theorem for functions analytic in a
neighborhood of a holomorph-convex compact subset. For a smaller class of
domains this is due to Weil [3]. The identity of pseudoconvex domains_and
domains of holomorphy was proved much later by Oka [5], Bremermann [2] and

2
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Norguet [1]. It is an important feature of the methods used here that they solve
the first Cousin problem directly in pseudoconvex domains. This makes it easy
to prove that these are domains of holomorphy. In doing so we also prove that they
‘ are characterized by the existence of solutions to the equation du = f for every form
% with 3f = 0 (cf. Serre [3]). Techniques similar to those used here were first pro-
posed by Garabedian and Spencer [I] in analogy with the Hodge-de Rham-Ko-
daira decomposition of forms on Riemannian manifolds. The basic a priori esti-
mates were first proved by Morrey [1] for (0, 1) forms and by Kohn [1] in the ge-
neral case. (A simplification due to Ash [1] of the proof of Kohn [1] will be used
in Chapter V.) Kohn [2] also proved some theorems on boundary regularity re-
quired in his approach and that of Morrey; a simplified proof has been given by
Kohn and Nirenberg [1]. The technique of using weight functions to modify the L?
norms goes back to Carleman in other areas of the theory of partial differential equa-
tions. It was introduced in the present context by Hérmander [1] to avoid the boundary
difficulties referred to above and to prove sharper results. Related arguments are due
to Andreotti and Vesentini [1]. More precise existence theorems in L? norms are given
in section 4.4 with a few applications. Theorem 4.4.4 is due to Bombieri [1}; for
further applications we refer to Skoda [1,2]. The important feature of Theorem 4.4.2,
the main result, is its uniformity with respect to the weight functions and pseudo-convex
sets considered. As an application we give a proof due to Kiselman [2], [3] of the
theorem of Siu [1] on the Lelong numbers of plurisubharmonic functions. Our
presentation also contains some arguments from Lelong [2]. We refer to Siu [1] and
Lelong [2] for more general versions concerning closed positive currents, and for ¥
applications. The methods of section 4.4 can also be used to study asymptotic proper- %
ties of entire analytic functions (see Sigurdsson [1]). As a simple application of the
results of section 4.4 we prove in section 4.5 a theorem on analytic functionals due
to Pélya [1] for one complex variable and to Ehrenpreis [2] and Martineau [1] in
general. Using results of Martineau [1], Kiselman [1] has studied when there is a
unique minimal carrier for an analytic functional. For applications of analytic func-
tionals, see e.g. Ehrenpreis [3], Malgrange [3].
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Introduction ™\

In 1911 E. E. Levi [18] showed that the boundary of a doinain of hdlo- . .
morphy is not arbitrary. It satisfies certain condition of ‘convexity and
therefore is called pseudoconvex.! The pseudoconvexity is a local proper-
ty. To prove that a domain with twice differentiable boundary is pseudo-
convex it is only necessary to verify that some differential inequaIitiés Vet
are satisfied (see [3]). )

For more than forty years it was an open problem of the theory of
several complex variables whether the Levi conditions are sufficient for
the domains of holomorphy. At first the problem was solved for special
domains. After refuting a counter-example of Blumenthal, H. Behnke
proved that Levi’s conjecture is true for (complex) 2-dimensional circular
domains [1]. The first general result, however, was not obtained until

/1942 by K. Oka [22]. Oka showed : each pseudoconvex domain G of the 2-
dimensional complex number space C*is a domain of holomorphy. The
‘problem was solved for the case of dimension n : 23} H.
Bremermann [5] and F. Norguet [21] in{1954)) K. Oka [22] even proved  _ - '
that every unbranched (not necessarily schlicht) pseudoconvex domain
over the n-dimensional complex number space C* is a (holomorphically
convex) domain of holomorphy._For branched domains and domains in the
closed C*, that is, in the n-dimensional complex projective space E7, the
problem is still unsolved,

Using plurisubharmonic functions it can easily be proved that each
pseudoconvex domain GCC* can be exhausted by strongly pseudoconvex
domains G, C C G (see [23]). By a theorem of H. Behnke and K. Stein_

[2], the limit of domains of holomorphy is  again a domain of holomorphy.
So Levi’s conjecture has to be verified only for strongly pseudoconvex
domains (for definitions see § 1). .

In this short paper relatively compact, strongly pseudoconvex sub-

“domains G of complex manifolds It are considered (without any assump-

1 There are several definitions of pseudoconvexity. See [17].
3 K. Oka has announced that the answer is also “ yes " for these cases.
460
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g in H and set U := UPnG\%p)-~ OLULE L1 uSs UL L |17 auu 1o LULLLICU UGG, v

follows that H C C. Furthermore, C GP. ,9 - ,

Since PNG # @ and (C* — G) N P # &, by the lemma there is a point
2, € 0C NG N P (see Figure IL5). ,
Fr.— G (2003

Figure IL5. G is not Hartogs convex

Let f be an arbitrary holomorphic function in G. Then f|c is also holomor-
phic, and by the continuity theorem it has a holomorphic extension F on P.
Since P is an open connected neighborhood of z;, we obtain that f is not
completely singular at z;. This completes the proof by contradiction. a

It follows, for example, that every convex domain is Hartogs convex. As a
consequence, we see that every ball is Hartogs convex.

1.11 Theorem. Every domain of holomorphy is Hartogs convez.
The proof is trivial.

For the converse of this theorem one has to construct on any Hartogs convex
domain a global holomorphic function that becomes completely singular at
every boundary point, something that is rather difficult. It was done in 1910
by E.E. Levi in very special cases. The general case is called Levi’s problem.

In 1942 K. Oka gave a proof for n = 2. At the beginning of the 1950s Oka,
Bremermann, and Norguet solved Levi’s problem for arbitrary n. It was gen-

1 We denote by Cum(z) the connected component of M containing z. j

52 1I. Domains of Holomorphy

i d complex spaces (R.
i f mplex manifolds (H. Grauert, 1958) an .
;?Zrh:seicrlnh(:ncow&). Finally, in 1965 L. Hormander published a proof that

used Hilbert space methods and partial differential equations.
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par Henri Cartan

Miinster/Westfalen, le 9 octobre 1978
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Gliickwunschadresse zur Vollendung des 80. Letens;a s von Heinrich Behnke. Ein Jahr spiter, am 10.
Oktober 1979, ist Heinrich Behnke nach ?nger Krankheit in Miinster vg_rst%(ben.
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Cher Heinrich,
Mesdames, Messieurs,

Ma premicre rencontre avec Heinrich Behnke se situe a Miinster, au mois de mai 1931.
Les rencontres entre Allemands et Frangais n’étaient pas trés fréquentes a cette époque.
Ce jeune professeur de 32 ans avait décidé de faire de 1’Université de Miinster un centre
vivant pour les mathématiques, et il avait su grouper autour de lui un cercle de jeunes
chercheurs des deux sexes. Pour eux il avait organisé la visite d’'un jeune Frangais de
26 ans et avait congu un programme de travail chargé, puisque le visiteur devait donner,
dans I’espace d’une semaine, quatre conférences d’une heure en allemand et une
conférence en frangais, sans parler des conférenciers allemands et d’une excursion en
forét.

Combien vivant reste en moi le souvenir de la vieille ville de Miinster, si riche en
trésors artistiques avant les destructions de la guerre, le souvenir du batiment de
I’Université sur la Domplatz, le souvenir du Professeur Behnke, muni d’un chapeau 2
larges bords, dépassant de sa haute stature la petite cohorte de ses éléves en promenade
dans le parc du chéteau !

Qu’est-ce donc qui m’avait valu cette invitation flatteuse & un colloque auquel
avaient été aussi conviés des mathématiciens de villes voisines ? C’était, je pense, la
publication d’une Note aux Comptes Rendus ol je démontrais que tout isomorphisme
holomorphe d’un domaine cerclé borné sur un autre domaine cerclé, dans lequel les
centres des domaines se correspondent, est nécessairement linéaire. Ce résultat avait été
peu auparavant démontré par Heinrich Behnke par une autre méthode, mais sous
certaines hypothéses restrictives, en fait inutiles. Cette visite 2 Miinster me permit de
découvrir un centre actif et vivant comme il n’en existait pas en France a cette
époque-la, de voir un maitre proche de ses éleves, sachant leur poser des problémes
intéressants et consacrer le temps nécessaire pour discuter avec eux, sans d’ailleurs que
ces relations nuisent a la déférence que les éléves devaient porter au maitre.

C’est lors de cette visite de mai 1931 que je fis la connaissance de futurs amis,
comme Gottfried Kothe, Stefan Bergmann, ou encore le philosophe Heinrich Scholz, si
fin, si sensible, si souffrant parfois. Et c’est 1a surtout que j’appris a connaitre Peter
Thullen, alors assistant du Professeur Behnke, jeune mathématicien de 25 ans
admirablement doué. Ce devait &étre pour lui et moi le début d’une collaboration
scientifique, puis d’une longue amitié.

Je quittai Miinster avec regret, muni d’un beau volume plein de reproductions des
richesses artistiques de la ville de Miinster, don de Heinrich Behnke. Ce livre devait
malheureusement disparaitre pendant la guerre a Strasbourg; mais 44 ans plus tard, mon
vieil ami Behnke, venu féter mon jubilé a Orsay en 1975, devait m’apporter un autre livre
sur Miinster reconstruite.

Je revis Heinrich Behnke a Ziirich en septembre 1932, au congrés international des
mathématiciens. Il était accompagné de sa nouvelle épouse, en qui je reconnus I’une des
étudiantes rencontrées 1’année précédente a Miinster.

Puis vinrent les années de I’hitlérisme, qui ne nous séparérent pas pour autant.
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Heinrich Behnke vint en France pendant I'été de 1937: il nous rendit visite, & mon pére et
a4 moi-méme, dans le petit village de Dolomieu (entre Lyon et Grenoble), ou était né
Elie Cartan et ou il avait fait construire une maison pour les réunions familiales des

vacances d’été. Heinrich Behnke s’est souvent plu

a évoquer plus tard le calme paisible

de cette rencontre, ol 1’on pouvait oublier un instant un monde agité et inquiétant. Cette

visite nous permit de resserrer nos liens d’amitié.

En mai 1938, j'étais une seconde fois invité 2 Miinster; mais I’atmosphere avait bien
changé depuis ma premiere visite. Les étudiants se faisaient rares. Peter Thullen avait dd
quitter 1’Allemagne depuis plusieurs années; |’assistant avec lequel Heinrich Behnke

travaillait activement s’appelait Karl Stein. Tous

deux préparaient un travail sur les

suites croissantes de domaines d’holomorphie. Je n’oublierai pas I’atmosphére oppressée
qui régnait alors. Lorsque nous nous séparames, Behnke et moi nous demandions (sans
oser nous 1’avouer) quand et comment nous pourrions nous revoir.

1939, 1940. C’est la guerre. Dés le rétablissement des relations postales entre la
France occupée et 1’Allemagne, en févrer 1941, je recois une lettre de mon ami

Behnke. Il me fait part d’une lettre de Oka (datée de décembre 1940) qui annonce qu’il
a résolu le probléme de la pseudo-convexité olobale (probléme de Levi). Oka avait joint

3 sa lettre deux exemplaires de son manuscrit, dont I'un m’est destiné (mais ne me
parviendra pas). Heinrich Behnke prend la peine de recopier de sa main la lettre de Oka,

écrite en frangais. Je ne résiste pas a I'envie d’en citer un extrait : « Comme vous le

connaitrez bien, j’étudie la théorie d’aprés votre point de vue. Et, pour le
«« Hauptproblem der Theorie der Singularitaten > formulé dans votre ouvrage, je viens

heureusement 2 vous faire la réponse affirmative. Je voudrais présenter le manuscrit de
ma Note sur le probléme a vous et a votre ami, M. Henri Cartan, mais je n’ai rien de
nouvelle de lui. Et je vous envoie ici deux manuscrits. Auriez-vous la bonté de lui

mettre un 2 quelque occasion favorable ? » L’ouvrage dont parle Oka est
naturellement le ** Bericht Behnke-Thullen * qui a servi de point de départ 2 toutes les

recherches d’Oka.

Nouvelle lettre de Behnke du 8 aofit 1941 : avec I'aide de Wilhelm Siiss, il s’est

réfugié a Fribourg avec sa femme qui va avoir un
Note au Japon.

bébé. Entre temps, Oka a publi€ sa

Et notre correspondance se poursuit pendant toute la guerre, a intervalles espacés. Je
ne puis oublier, cher Heinrich, que deux fois vous avez fait le voyage de Strasbourg
pour prendre soin des papiers scientifiques que j’avais di abandonner dans mon
logement; ces papiers ont été déposés par vos soins 2 la bibliothéque de I'Université de
Fribourg, et ainsi j’ai pu les retrouver apreés la guerre, grice a vous.

Je ne puis pas non plus oublier toutes les démarches que vous avez faites durant les
années 1943 et 1944 (en vain, hélas) pour tenter de retrouver la trace de mon frére
Louis, déporté en Allemagne au mois de février 1943, et qui ne devait jamais revenir.

Enfin, le 22 avril 1945, la fin de la guerre est proche; vous m’écrivez une lettre de
cinq grandes pages dans laquelle vous ouvrez votre Ceeur. Vous étes a2 Oberwolfach,
vous relatez les destructions qu’a apportées la guerre, et vous dites ceci : « Moge es

nur auf beiden Seiten geniigend viele Menschen

geben, die hinreichend Kraft des

Verstandes und des Herzens haben, um den Berg von Voreingenommenheiten zu
beseitigen ! Gebe mir der Herrgott die Kraft, zur Verbesserung der Gesinnung beitragen

zu koénnen. » Je crois pouvoir dire aujourd’hui,
sagesse ont été exauces.
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IX Domaines finis sans point critique
intérieur.

[ntroduction. 1. Clest le neuviéme d’une succession de Mémoires‘”,

dont le premier a été publié en 1936. Nous allons d’abord jeter un coup
d’ceil sur le terrain od nous demeurons.

La théorie générale du prolongement analytique 2 une seule variable
est semblable 3 la plaine campagne; 1a, on n’a pu trouver, malgré les
nombreux efforts®, aucun fait en dehors des prévisions de la logique
formelle. Au contraire, le cas de plusieurs variables nous apparait comme
un pays montagneux, trés escarpé.

En 1902, Fabry a remarqué que les rayons de convergence d’une série
double ne sont pas arbitraires; d’od nous avons été conduits en 1906 par
Hartogs au fait tout fondamental et vraiment curieux que tout domaine
d’holomorphie est pseudoconvexe.

Désormais, un probléme découvert 2 nouveau donnait naissance a un
autre sur ce terrain jusqu’a 1932, dont la configuration d’accumulation de
difficultés, ainsi que le courant d’idées, est dessinée d’une fagon trés pro-
noncée dans ’Ouvrage suivant:

Behnke-Thullen, Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Ver-
snderlichen, 1934, od les problémes principaux sont les suivants: probléme
inverse de Hartogs, premier et deuxiéme problémes de Cousin, probléme de
développement®.

En 1935, Weil a fait un premier pas a la direction inverse, c’est-3-dire,
a la direction de résoudre des problémes, gréce auquel les trois derniers

(1) Les Mémoires précédents sont: I Domaines convexes par rapport aux fonctions
rationnelles. 1936, II Domaines d’holomorphie, 1937, III Deuxiéme probléme de Cousin,
1939 (Journal of Science of the Hiroshima University). IV Domaines d’holomorphie et
domaines rationnellement convexes, 1941, V L’intégrale de Cauchy, 1941 (Japanese Journal
of Mathematics). VI Domaines pseudoconvexes, 1942 (Tohoku Mathematical Journal). VII
Sur quelques notions arithmétiques. 1950 (Bulletin de la Société Mathématique de France).
VIII Lemme fondamental, 1951 (Journal of Mathematical Society of Japan). (Rappelons la
voie que nous avons suivie).

(2) Voir, par exemple, des beaux Mémoires de Denjoy (C. R., Paris).

(3) Voir pages 54. 68. 79 de I'Ouvrage. Clest vraiment grice & cet Ouvrage que nous
avons pu commencer nos recherches. :
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IX Domaines finis sans point critique intérieut. 159

des problémes ci-dessus sont devenus résolubles pour les domaines convexes
par rapport aux fonctions rationnelles”’.

Clest justement A ce temps et pour ces problémes, que nous avons
commencé nos recherches. Pour obtenir 'image vivante sur la transition
de problémes depuis 1934, il y a des Mémoires de Behnke-Stein que voici:

Analytische Funktionen mehrerer Verinderlichen zu vorgegebenen
Null- und Polstellenflichen, 1937”. Die Konvexitit in der Funktionen-
theorie mehrerer komplexer Verinderlichen, 1940’. Die Singularitdten
der analytischen Funktionen mehrerer Verdnderlichen, 19524,

2. Dans le présent Mémoire, mous traiterons les problémes indiqués
plus haut, ainsi que les problémes arithmétiques introduits au Mémoire
VII, pour les domaines pseudoconvexes finis sans point critique intérieur ;
dont la partie essentielle n’est pas différente de ce que nous avons exposé

en japonais en 1943,

On verra dans le Mémoire suivant que quand on admet les points
critiques intérieurs, on rencontre a un probléme qui m’apparait extréme-
ment difficile (Voir No. 23). Clest pour préparer des méthodes et pour
éclaircir la figure de la difficulté, que nous avons décidé a publier le pré-
sent Mémoire, séparément‘®.

Ce Mémoire consiste en trois chapitres. Dans le Chapitre I, nous
adjoindrons un complément quantitatif au lemme exposé au Mémoire VIIL
Dans le Chapitre II, nous préparerons le deuxiéme lemme. Et dans le
Chapitre III, nous traiterons les problémes ci-dessus, en nous servant de
ces lemmes. (Précisément, voir Nos. 1, 7, 24.)

Chapitre I. Complément du lemme.

1. Probléme. Nous voulons résoudre le probléme inverse de Har-

(1) Avant lui. ces problémes n’étaient résolubles que dans les domaines cylindriques..
Voir: A. Weil, Sur les séries de polynomes de deux variables complexes, 1932

(C. R., Paris). A. Weil, L’intégrale de Cauchy et les fonctions de plusieurs variables, 1935
(Math. Annalen).

(2) (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung). Voir aussi: H. Cartan,
Note sur le premier probléme de Cousin, 1938 (C. R., Paris).

(3) (Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, VIII).

(4) (Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam).

(5)4(6) Voir la Note a I'Introduction du Mémoire VIII. Dans ce manuscrit-ci on trouve
déja les problemes (C,), (C) (explicitement) et (E) (implicitement).
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Pierre Lelong - Les Membres de I’Académie des sciences http://www.academie-sciences.fr/academie/membre/Lelong Pierr...

14 mars 1912 - 12 octobre 2011

Pierre Lelong, né le 14 mars 1912 a Paris, est décédé le 12 octobre 2011. Il avait été élu
Membre de I'Académie des sciences le 13 mai 1985 (section de Mathématique).

Voir la notice sur les travaux scientifiques de Pierre Lelong (1973, avec mises a jour en
1974, 1976, 1985 et 1993)

Notice nécrologique

Au cours de sa longue carriére, Pierre Lelong a été successivement professeur a
Grenoble, a Lille et a la Faculté des sciences de Paris a partir de 1955. Il a exerce de
hautes responsabilités, en particulier comme Conseiller technique pour I'Education
nationale et la recherche scientifique auprés du Général de Gaulle de 1959 a 1961, puis
comme Président de la Commission de la recherche scientifique du IVe plan de 1962 a
1964.
Son oeuvre scientifique a eu un trés grand impact sur I'évolution de I'analyse complexe. A
la suite de premiers travaux novateurs sur les fonctions entiéres de plusieurs variables,
' ' i : ' ' harmoniq

années 1940, sont les analogues des fonctions convexes dans le domaine complexe. Elles
jouent un réle considérable dans I'analyse complexe contemporaine, par exemple pour
obtenir des estimées hilbertiennes sur les solutions des équations de Cauchy-Riemann. ||
en découle de puissants résultats d'existence ou de convexité en géomeétrie analytique, qui
ont trouvé des applications aussi bien en géométrie algébrique qu'en théorie des nombres,
et de multiples prolongements dans le monde entier avec les travaux de mathématiciens
comme Kodaira, Grauert, Hérmander, Bombieri et Siu.

Un autre apport fondamental de Pierre Lelong est l'introduction de la théorie des courants
positifs & la fin des années 1950. Ceux-ci fournissent une généralisation trés riche des
cycles analytiques, et sont maintenant universellement utilisés en théorie des systemes
dynamiques holomorphes. Le nombre densité d'un courant, aujourd'hui connu sous le nom
de "nombre de Lelong", généralise ainsi la notion de multiplicité d'une singularité
analytique.

Pierre Lelong a été distingué par de nombreux prix scientifiques, et il a regu le titre de
Docteur Honoris Causa de I'Université d'Uppsala en 1981. Il était Commandeur de la
Légion d'Honneur.

Son influence et celle du séminaire d'analyse qu'il a animé jusqu'au milieu des années
1980 ont fortement contribué a forger I'école frangaise d'analyse et géométrie complexes.
Avec lui, c'est le dernier représentant d'une génération de grands mathématiciens francais
qui s'éteint.

Jean-Pierre Demailly, octobre 2011

L'Académie des sciences est I'une des cing Académies composant ['Institut de France -

Mentions Iégales - INTRANET - [ Mise a jour le . 07.11.2011 ]
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Heinrich Behnke vint en France pendant I'été de 1937: il nous rendit visite, & mon pére et
a4 moi-méme, dans le petit village de Dolomieu (entre Lyon et Grenoble), ou était né
Elie Cartan et ou il avait fait construire une maison pour les réunions familiales des

vacances d’été. Heinrich Behnke s’est souvent plu

a évoquer plus tard le calme paisible

de cette rencontre, ol 1’on pouvait oublier un instant un monde agité et inquiétant. Cette

visite nous permit de resserrer nos liens d’amitié.

En mai 1938, j'étais une seconde fois invité 2 Miinster; mais I’atmosphere avait bien
changé depuis ma premiere visite. Les étudiants se faisaient rares. Peter Thullen avait dd
quitter 1’Allemagne depuis plusieurs années; |’assistant avec lequel Heinrich Behnke

travaillait activement s’appelait Karl Stein. Tous

deux préparaient un travail sur les

suites croissantes de domaines d’holomorphie. Je n’oublierai pas I’atmosphére oppressée
qui régnait alors. Lorsque nous nous séparames, Behnke et moi nous demandions (sans
oser nous 1’avouer) quand et comment nous ions NOUS revoir.

1939, 1940. C’est la guerre. Dés le réta

ment des relations postales entre la

France occupée et 1’Allemagne, en févrer 1941, je recois une lettre de mon ami

Behnke. Il me fait part d’une lettre de Oka (datée de décembre 1940) qui annonce qu’il
a résolu le probléme de la pseudo-convexité olobale (probléme de Levi). Oka avait joint

3 sa lettre deux exemplaires de son manuscrit, dont I'un m’est destiné (mais ne me
parviendra pas). Heinrich Behnke prend la peine de recopier de sa main la lettre de Oka,

écrite en frangais. Je ne résiste pas a I'envie d’en citer un extrait : « Comme vous le

connaitrez bien, j’étudie la théorie d’aprés votre point de vue. Et, pour le
«« Hauptproblem der Theorie der Singularitaten > formulé dans votre ouvrage, je viens

heureusement 2 vous faire la réponse affirmative. Je voudrais présenter le manuscrit de
ma Note sur le probléme a vous et a votre ami, M. Henri Cartan, mais je n’ai rien de
nouvelle de lui. Et je vous envoie ici deux manuscrits. Auriez-vous la bonté de lui

mettre un 2 quelque occasion favorable ? » L’ouvrage dont parle Oka est
naturellement le ** Bericht Behnke-Thullen * qui a servi de point de départ 2 toutes les

recherches d’Oka.

Nouvelle lettre de Behnke du 8 aofit 1941 : avec I'aide de Wilhelm Siiss, il s’est

réfugié a Fribourg avec sa femme qui va avoir un
Note au Japon.

bébé. Entre temps, Oka a publi€ sa

Et notre correspondance se poursuit pendant toute la guerre, a intervalles espacés. Je
ne puis oublier, cher Heinrich, que deux fois vous avez fait le voyage de Strasbourg
pour prendre soin des papiers scientifiques que j’avais di abandonner dans mon
logement; ces papiers ont été déposés par vos soins 2 la bibliothéque de I'Université de
Fribourg, et ainsi j’ai pu les retrouver apreés la guerre, grice a vous.

Je ne puis pas non plus oublier toutes les démarches que vous avez faites durant les
années 1943 et 1944 (en vain, hélas) pour tenter de retrouver la trace de mon frére
Louis, déporté en Allemagne au mois de février 1943, et qui ne devait jamais revenir.

Enfin, le 22 avril 1945, la fin de la guerre est proche; vous m’écrivez une lettre de
cinq grandes pages dans laquelle vous ouvrez votre Ceeur. Vous étes a2 Oberwolfach,
vous relatez les destructions qu’a apportées la guerre, et vous dites ceci : « Moge es

nur auf beiden Seiten geniigend viele Menschen

geben, die hinreichend Kraft des

Verstandes und des Herzens haben, um den Berg von Voreingenommenheiten zu
beseitigen ! Gebe mir der Herrgott die Kraft, zur Verbesserung der Gesinnung beitragen

zu koénnen. » Je crois pouvoir dire aujourd’hui,
sagesse ont été exauces.
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ノート注釈
1941年2月にカルタンは、岡の手紙（1940年12月付）を受け取った。内容は、Levi問題の解決。


m‘c. me Abi{ —-}_axL\/a [7C/94]), 7-10.

Sur les domaines pseudoconvexes.

Par Kiyosi OKA.
(Comm. by M. FUIIWARA, M.I.A, Jan. 13, 1941.)

Au commencement du progres récent de la théorie des fonctions
analytiques de plusieurs variables, F. Hartogs a découvert que tout do-

1 est un domaine psudoconvere. Ces 2 notions

maine d’holomorphie
sont devenues extrémement importantes d’apres le développement de la
théorie; le probléme réciproque reste cependant a peu pres libre méme
aujourd’hui. Nous traiterons ce probléeme dans la présente Note; ol nous
placerons pour la simplicité a 'espace de 2 variables complexes, mais la

conclusion s’appliquera, je crois, & un nombre quelconque de variables.

1. Dans l'espace des 2 variables complexes z,y, considérons un do-
maine univalent et fini D. Nous 'appellerons pseudoconveze, si I'ensem-
ble complémentaire E de D satisfait au théoréme de la continuité au
voisinage d'un point fini quelconque P, et encore si ceci admet toute
transformation pseudoconforme biunivoque au voisinage de P; dont la
premiére condition veut dire que: lorsque l'on trace une hyperspheére
suffisamment petite autour de P, et prend arbitrairement dans la hyper-
sphére un point (a,b) et une circonférence de la forme, z = a, [y —b| = r,
si (a,b) appartient & F, sans ’étre pour aucun point de la circonférence,
on peut trouver un nombre positif d de fagon que, a tout z’ dans [z —a| <
d, corresponde dans |y —b| < r au moins un ¥’ tel que (z’,y’) appartienne
a E. Alors :

Théoréme. Dans l'espace de 2 variables complezes, tout domaine
pseudoconveze univalent et fini est un domaine d’holomorphie.

La démonstration sera donnée dans un Mémoire ultérieur. Dans ce
qui suit, nous en exposerons tout rapidement la partie essentielle.

2. Nous allons construire un domaine pseudoconvexe A satisfaisant
aux conditions un peu compliquées, a partir de 2 domaines d’holomorphie
empiétant 'un sur I'autre. Considérons dans l’espace (z,y) un domaine
univalent et borné D et 3 hyperplans de la forme z; = a, 11 = a1, 11 =
ag, que nous désigneron par L, L1, Lo, respectivement, ol z; représente
la partie réelle de = et ap < a < a;. Supposons D traversé par cha-
cun des hyperplans, et désignons les parties de D au c6té gauche de Ly,

1Un domaine est appelé domaine d’holomorphie, s'il 'est pour une au moins- des
fonctions.



Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables.

VI Domaines pseudoconvexes.

Par
Kiyoshi Oka
(Regu le_25 octobre, 1941)

Introduction. En 1906, F. Hartogs a découvert une restriction tres
curieuse, & laquelle sont soumis les domaines d’holomorphie!, et par cette
découverte méme, je pense, a commencé le développement récent de la
théorie des fonctions analytiques de plusieurs variables.

La méme restriction a été succesivement trouvée aux fonds des diffé-
rentes branches de la théorie, par E. E. Levi, G. Julia, W. Saxer et
I’auteur?. Nous appelons tout domaine restreint de ce mode d’étre pseu-
doconveze®.

La convexité de cette sorte admet d’étre critiquée d’une maniére lo-
cale. Or, en 1932, H. Cartan et P. Thullen ont trouvé que les domaines
d’holomorphie sont encore, en un certain sens, globalement convexes?.
Et grice a cette propriété, nous venons d’établir plusieurs théorémes

globaux par rapport aux domaine d’holomorphie &,

LF. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei Funktio-
nen mehrerer Verinderlichen, 1906. (Miinch. Berichte.)

2E. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di due o
piti variabili complesse, 1910, (Annali di Matematica.)

G. Julia, Sur les familles de fonctions analytiques de plusieurs variables, 1926. (Acta
Mathematica.).

W. Saxer, Sur les familles de fonctions méromorphes de plusieurs variables, 1931.
(Comptes Rendus, Paris.)

K. Oka, Note sur les familles de fonctions analytiques multiformes ete., 1934. (Jour-
nal of Science of the Hiroshima University.)

3Pour les domains univalents et finis, nous ’avons défini & Mémoire IV; voir: No.10,
Mémoire actuel.

4Et la réciproque: Voir:

H.Cartan—P.Thullen, Regularitdts—und Konvergenzbereiche, 1932. (Mathematische
Annalen.) Pour l'idée, voir :

H. Cartan, Sur les domaines d’existence de fonctions de plusieurs variables com-
plexes, 1931. (Bull. Société mathématique de France.)

5Mémoires précédents des présentes recherehes: T Domaines convexes par rapport
aux fonctions rationnelles, 1936; IT Domaines d’holomorphie, 1937; III Deuxi¢me
probléme de Cousin, 1939; (Joumal of Science of the Hiroshima University.) IV
Domaines d’holomorphie et domaines rationnellement convexes, 1941; V L'intégrale
de Cauchy,1941; (Japanese journal of Mathematics.)
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Considérons a ’espace (x, y) un domaine borné A, tel que la frontiére
S soit donnée par p(z1,z2,¥1,y2) = 0, dont x = 1 41z et y = y1 +1iyo,
de maniere que ’on ait ¢ <0 pour les points de A et ¢ >0 pour les points
extérieurs, oil  exprime une fonction réelle, bien définie®! et continue au
voisinage de S, ayant les dérivées partielles continues jusqu’au deuxieme
ordre. Dans ces conditions, E. E. Levi a montré que, pour que A soit
pseudoconvexe, il faut que 'on ait L(y) > 0 sur S, dont

[~ o | Po\ |00\, (00’
1o = (Gf + =) |(3) +(3E)
L (P P (3_‘P)2+(ip. ’

Ayt Ays 0z Oxo

Y s (%% 8¢ 8y
0r10y1  Ozadys oz dy1  Oxg Oy

_2( P %y ) (ago dp Oy Bcp)

O110y;  Oz20y1 ) \ 821 8ya  9z2 Oy

L

C’est une conséquence de la proposition suivante: Si L(g) < 0 a un
point P de S, on peut trouver une surface caractéristique passant par P,
régquliére en P et restant dans A au voisinage de P, sauf a P. Remar-
quons ici que L(—¢) = —L(yp).

D'ot il s’ensuit, d’apres le résultat que nous venons d’obtenir, que, si
L(p) >0 partout sur S, A est un domaine d’holomophie. Donc, en tenant
compte du théoréme de H. Behnke-K. Stein, il s’agit si un domaine
pseudoconveze quelconque est approzimatif de l'intérieur par une suite
de domaines ayant cette caractére (L(p) > 0). Clest ce probleme que
nous traiterons dans la présente Section.

Or, on n’a pas nécessairement L(@; + 2) >0, méme si L(p;) >0 et
L(ywy) > 0. Pour traiter le probléme, nous allons d’abord chercher une

autre condition jouissant d’un réle analogue et restant invariable par

rapport a 'addition de fonctions.

Considérons un domaine pseudoconvexes D a l’espace (z,y), nous
désignerons par D(€) la projection sur le plan y, de I'intersection de D
avec un plan caractéristique de la forme z = £, £ étant une constante.
D(€) est un ensemble ouvert sur le plan y. Nous désignerons par Ry()
la distance (au sens usuel) d’un point 7 de D(£) a la frontiere de D().
Cette fonction Ry(x) définie dans D; correspond du rayon d’holomorphie

31est-a-dire, & tout point (z,%) correspond une valeur de (, finie ou non. mais
une seule.
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de F. Hartogs. Hartogs a montré que

—log Ry(z)

est une fonction subharmonique par rapport a x, (détermination du loga-
rithme étant réelle).
Faisons ici une remarque sur la définition de fonctions subhamoni-
_ques. Soit A un domaine sur le plan z; on appelle fonction subhar-
monique par rapport a x dans A, toute fonction réelle ¢(x) bien définie
dans A, satisfaisant aux conditions suivantes: 1° e?(®) est finie et semi-

continue supérieurement dans A. 2° Soit (4) un domaine quelcongue

a Dintérieur de A, soit v la frontiére de (4); et soit u(z) une fonction

harmonique par rapport i x, (c'est-a-dire, par rapport a z, z2) dans (d)
restant continue jusqu’a la circonférence 7; alors, si

o(x) < u(x) ‘h(wmvﬁu | A}u(‘miff'

—

sur v, il en est de méme pour (4). Les fonctions subharmoniques ainsi
définies peuvent prendre la valeur —oco. Nous entendrons que la con-
stante —oo est y comprise.3?

Or, pour le rayon de Hartogs, on trouvera de plus que cette fonction
est subharmonique sur tout plan caractéristique, par rapport a T ou d y.33
En étudiant les fonctions ayant cette propriété, nous trouverons que la
condition différentielle posséde le caractére demandé. Et nous verrons,
pour le probléme formulé ci-dessus, que tout domaine pseudoconvexe est
approximatif de I'intérieur par une suite de domaines ayant le nouveau

caractére; cela nous suffit.

11. Nouvelle classe de fonctions réelles. Considérons dans

’espace (z,y) un domaine quelconque D, pseudoconvexe ou non.

Nous appellerons fonction pseudoconveze par rapport a x,y dans D,
toute fonction réelle p(x,y) bien définie et satisfaisant aux conditions
suivantes: 1° La fonction e?(*¥) est finie et semi-continue supérieure-

ment par rapport  x,y dans D. 2° Sur tout plan caractéristique L
passant par un point de D, o(z,y) est une fonction subharmonique de x.
ou de y sur la portion de L dans ®.

32pgur les fonctions subharmoniques, voir par exemple: F. Riesz, Sur les fonctions
subharmoniques et leur rapport avec la théorie du potentiel. T, 1926. (Acta math.)
3Voir: No. 11.
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12. Condition différentielle. Dans un domaine quelconque ® &

I’espace (z,y), étant donnée une fonction réelle continue @(z1,z2,y1,2)
admettant les dérivées partielles continues jusqu’au deuxiéme ordre,
nous allons chercher la condition pour que ¢ soit pseudoconvexe en z, y.
Prenons un point quelconque P de ©, que nous supposerons d’étre a
'origine pour simplifier I’écriture. Considérons un plan caractéristique
de la forme
Yy = ax, a=a+1i0;

sur lequel nous avons
®(z1,z2) = (71, 72,1, Y2)s

dont
y1 = ax) — Oz, Y2 = Bz + axs;

®(x1,77) est définie au voisinage de = = 0. Nous allons calculer

’e 9’
AP = — + —.
ox? = 03
En posant
Po Py o Py
—_—— —_ D —_—— -5
[ Ao * oy a7 " o
g % &%p _ e B
~— _3.1,‘13;9'1 31233}2’ _axlayg 3.1:2(93;1 !

nous obtenons sans difficulté que
(1) A® = A+ 2Ba+2CB + D(a® + 7).

En considérant A, B,C, D comme constantes réelles et «, 3 comme
parametres réels nous envisagerons la forme

(2) U(a, B) = A+ 2Ba + 2C3 + D(a? + %)

pour
—o<a< 4o, —oo<f<+oo.

Calculons d’abord la borne inférieure m de U: 1° Quand D < 0; si
B=C=D=0,0onam=A;sinon, onam=-—o0. 2° Quand D >0, il
existe certainement au moins un (a, 3) pour lequel U =m; par suite ce
(e, 3) sera donné par

10U
-2'%—B+D(‘t—0,
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18U
5% = + Dﬁ =l
Donc,
(3) mD = AD — (B? + C?).

Cherchons ensuite la condition pour que la forme U(a, 3) soit non-
négative. Pour cela, il faut d’abord que D > 0, puisque, si non, m = —oo.
De plus; 1°Si D=0, il faut que B=C =0et A > 0. 2°5i D>0, il
faut que mD > 0. En résumé,

(4) A>0, D>0, AD-(B*+C% >0

donne la condition nécessaire. v

Supposons réciproquement que la condition (4) soit remplie; alors, il
n'y a que deux cas possibles: ou bien D = 0, ce qui entraine m = A > 0,
puisqu’alors B =C =0 nécessairement; ou bien D >0, on a alors mD >0
d’apres (3), et par suite m>0. La condition (4) est ainsi suffisante. v,

Revenons au probléme origrinal; et nous supposerons une fonction
pseudoconvexe ¢ dans D. @ étant alors subharmonique par rapport a x
en l’origine, nous avons nécessairement A® >0 pour z=0, et cela pour
tout plan caractéristique de la forme y = az. La condition (4) est donc
nécessaire pour P, d’aprés ce que nous venons de voir, dont P est un
point quelconque dans D.

Supposons réciproquement que la condition (4) soit remplie dans D.
Pour un point quelconque P de D, ¢ est alors subharmonique sur tout
plan caractéristique de la forme y = ax + b passant par P, au voisinage
de P, puisque 1'on a nécessairement A® > 0. Il en est nécessairement
de méme pour tout plan caractéristique de la forme x = ay + b, car, la
condition (4) est symétrique par rapport a x,y. La fonction ¢ est donc
pseudoconvexe dans ©. Nous avons ainsi vu que :

Soit p(x1,2,y1,y2) une fonction réelle continue admettant les déri-
vées partielles jusqu’au deuxiéme ordre dans un domaine ©. Pour que
¢ soit pseudoconveze par rapport d x,y dans D, il faut et i suffit que
l'on ait dans

Py 0%
>0
"8y 52 a2 =

- (%5+59) (G 5 - (5 2%
?)=\oa2 " 33) \ 37 " 92 8210y, | Dz0ys
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Preface

THEESE LECTURES were delivered at the colloquium in Varenna, Italy,
organized by the Centro Matematico Internazionale Estivo (CM.ILE))
in {he summer of 1963. There we gave an account of certain notions in-
troduced in our previous work together with an indication of their more
recent developments. The present lectures are concerned on the one hand
with plurisubharmonic functions, on which research still continues, and
on the other hand with certain classes of generalized differential forms,
called “positive currents”, which play an important role in the study of
metric properties of complex analytic sets.

Much could be said about the present development of the theory of
functions of several complex variables. Let us only recall that the theory
is now developing in many different directions. These different points
of view create a splitting in what was the heart of the classical “function
theory”.

Many properties can be easily expressed in terms of the ring 0, of
holomorphic functions of n complex variables, making it possible to
work algebraically with finitely generated coherent 0,-modules.

The other properties, however, use a totally different language:
actually a great number of problems can be formulated in terms of
plurisubharmonic functions and positive measures. The reader can make
a useful comparison with the recent development of the theory of fune-
tions of one complex variable: in the modern research on Riemann
surfaces, for example, one very often uses the tools of potential theory
(subharmonic functions) in order to obtain more subtle results. The same
trend appears in the theory of analytic functions of n complex variables.
The object of our first communication in Comptes Rendus de U Académie
des Sciences (1942) on plurisubharmonic functions was to define this
important class of functions as a means of describing complex convexity
and its analogy with classical convexity. Since then, in the period of the
last twenty-five years, the relations between the complex convexity,
holomorphic functions and the properties of the d; operator have
been more and more clarified. Indeed the publication of these lectures

might be helpful to the reader by giving him an extensive account of
vii
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40 PLURISUBHARMONIC FUNCTIONS

for the plurisubharmonic case was given in ref. 5); by Theorem 10 the
same is true for any closed subset W" which can be obtained as a count-
able union of such sets ¥, defined in W™.
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CHAPTER Il

Plurisubharmonic functions
and the Levi problem

1 Convexity in C" with respect to plurisubharmonic functions

THE MAIN result of this chapter is the following: A domain which is
convex with respect to plurisubharmonic funections is also convex with
respect to holomorphic functions. For the domains in C* this result is
due to K. Oka® when n = 2, and to F. Norguet*® for arbitrary z. The
proofs of these authors are based on integral representations. The con-
temporary methods use cohomology, namely the preliminary proof of
the fact that HYD, o) is of finite dimension for ¢ > 1; here ¢ is the
sheaf of germs of holomorphic functions in a domain D which is strictly
convex with respect to plurisubharmonic functions. In this form the
result extends to analytic spaces.

First we recall the results of an elementary treatment® of domains
D in C*, which show without using the Oka theorem, the equivalence
of different classical properties. The consequence of it is that for a
univalent domain D in C" all these properties are equivalent to the
property that D be convex with respect to plurisubharmonic functions
defined on D. The class of functions plurisubharmonic in D will be
denoted by P(D).

P-convexity We shall say that D is convex with respect to the class of
plurisubharmonic functions which are defined in D (abbreviated as
P-convex), if for every compact K < D one can find a set E(K),
E(K) € D, such that in each open set w = D — E(K) there exists at
least one point z and a function ¥V € P(D) for which we have
V(z) > sup,iex V(2').

The class (C,) of domains with this property is invariant with respect

to the class of plurisubharmonic functions P(D). The domain D will be

called P-convex if D is convex with respect to the class P(D) of pluri-
subharmonic functions in D.

Classes (I') On the other hand, we shall say that D is of class (I), if
there exists a function V € P(D) which tends to -+ co when one ap-
proaches the boundary 6D of D.
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56 PLURISUBHARMONIC FUNCTIONS

and therefore also in a whole neighborhood of z,. £ has a connected

component D’ < U € D which is a Runge domain. Therefore, one has

Ru(D) = Ru(D'). (3)

Further, each plurisubharmonic function ¥ can be approximated in

D' by the functions ¥,=V*x, where pis small enough. If sup,cx V(y)=4,

then V(z) < A + & for p < p,. Hence supg V (z) tends to supg V(x)
when p — 0. Then, however, z, ¢ K, (D) implies 2, ¢ K,(D’). Thus

K,(D') = K,(D)

RRu(D') = K,(D') = (D) = Ey(D)
which together with (3) implies
Ru(D) = K,(D)
as well as the next statement:
ProrosiTioN 3 A compact subset K of a P-convex (and therefore also
holomorphically convex) domain in C" has the same envelope of convexity

with respect to holomorphic functions in D as with respect to plurisub-
harmonic functions in D.

Finally,

4 References

1. H. J. BREMERMANN (a) “Die Charakterisierung von Regularitiitsgebieten”,
Thesis, Miinster (1951);
(b) “On the conjecture of the equivalence of the plurisubharmonic
functions and the Hartogs functions”, Math. Ann., 131 (1956).
2. P. LeronG (a) “La convexité et les fonctions analytiques de plusieurs varia-
bles”, J. Math., 31, 191-219 (1951);
(b) “Domaines convexes par rapport aux fonctions plurisoushar-
moniques”, J. Analyse Jérusalem, 11, 178-208 (1952).
3. R. NarasmvHAN (a8) ‘“The Levi’s problem for complex spaces, I", Math. Ann.,
142, 355-365 (1961);
(b) “The Levi’s problem for complex spores, II”, Math. Ann., 146,
355-365 (1962).
4. F. NorcUET (a) “Probléme de Lévi et plongement des variétés analytiques
réelles’”, Sém. Bourbaki, No. 173 (1958-59);
(b) “Sur les domaines d’holomorphie”, Bull. Soc. Math. France, 82,

=

137-159;
(¢) ““Un théoréme de finitude pour la cohomologie des faisceaux’’, At
Accad. Nazl. Lincei, 31, 222 (1961);
(d) Séminaire d’ Analyse, Institut Henri Poincaré, Exposé no. 6 (1962).
5. K. Oxa (a) “Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables, VI”’, T'ohoku
Math. J., 49 (1942);
(b) “Domames finis sans point critique intérieur, XI”, Japan. J. Math.,
23, 97-155 (1953).
6. H. GRAUERT, ‘‘On Levi’s problem”, Ann. Math 68 (1958).

CHAPTER 1V

Positive elements of an exterior
complex algebra with involutions

1 Introduction

TrE sTuDpY of analytic functions of n > 1 complex variables, or more
generally, the study of complex structures, involves homogenous forms
of type (1,1):

t =121,,dz, A dZ, p,g=1,...,n 1)
.9
with the condition T ¢,,h,h, > 0 for every complex vector b = (h,).
Let us recall that with a real-valued plurisubharmonic function ¥, one
can associate the following measure
o0tV

8V, h) Ma 7, ———hyh,, (2)

which is positive for every vector % from O, However, in the following
we prefer to formulate our condition for the corresponding exterior form ¢

which is obtained by replacing Ak, by idz, A dz,. It can be written as
t = 1d d;V and it is actually a generalized form (or a current in the
sense of G. de Rham). Thus, we are led to the notion of a positive form
of degree 1 with respect to the exterior algebra E,,(dz, dz). This notion
can be extended to degrees p, 0 < p < n. The positive forms of degree
p are of type (p, p) and form a convex cone E%. On the other hand, the
coefficients can be taken either from a vector space (the case of cur-
rents), or from a ring (e.g. a ring of continuous functions). In the latter
case, a monomial, which is the exterior product of ¢ positive forms of
degree 1, is still a positive form; thus we obtain a positive cone whose
elements can be multiplied with each other.

2 Positive elements

First, let us consider the case of an exterior complex algebra E,, over
the complex number field X and with the involution @ — @ defined by

taking the complex conjugate in K. We shall take a basis (w,,. .., @,,
57
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(VIL. SUR QUELQUES NOTIONS ARITHMETIQUES);

Par M. Kivosar Oxa.

Introduction. — Ce Mémoire (*) est le septiéme d’une série dont les précédents
sont : 1. Domaines convezes par rapport auz fonctions rationnelles, 1936;
II. Domaines d’holomorphie, 1937; 1ll. Deuziéme probléme de Cousin, 1939
(Journal of Science of the Hiroshima University); IV. Domaines d’holo-
morphie et domaines rationnellement convezes, 1941; V. L’intégrale de
Cauchy, 1941 (Japanese Journal of Mathematics); V1. Domaines pseudo-
convezes, 1942 ( Tohoku Mathematical Journal).

On rencontre déja certaines notions arithmétiques au théoréme II du Mémoire 1
(lemme fondamental), au théoréme I du Mémoire II, et & la condition (3)
(condition de A. Weil) du Mémoire V. Plus tard, nous rencontrerons une autre
notion arithmétique, dans I’étude des points de ramification; faute de laquelle on
ne pourrait pas traiter des fonctions algébriques.

Nous commencerons ici par approfondir ces notions arithmétiques. Les notions
de congruence e d’'idéal, par exemple, seront transplantées du champ des
polynomes & celui des fonctions analytiques. Comme la fonction ne peut pas, en
général, étre prolongée a tout I'espace, on rencontre de nouveaux problémes.
H. Cartan a découvert un phénoméne de cette nature (?), auquel se rattachent
plusicurs théorémes et wun probléme assez complexe du présent Mémoire

(') Note de la Rédaction. — Le lecteur observera que, par suite de la guerre, l'auteur n'avait pu
prendre connaissance du Mémoire de H. CARTAN, Idéauz de fonctions analytiques de n variables
complezes (Ann. Ec. Norm. Sup., 61, 1944, p. 149-197) consacré au méme sujet, et faisant suite au
Mémoire cité par J'auteur [voir ci-dessous, note (*)]. Les résultats que M. Oka obtient ici sont plus
complets que ceux du Mémoire de H. Cartan de 1944.

(?) H. CARTAN, Sur les matrices holomorphes de n variables complezes (Journ. Math., g* série,
19, 1940, p- 1-26). Nous devons beancoup aux théorémes de ce Mémoire.

LXXVIII. 1
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(Voir §7). Ces théorémes me sont indispensables pour résoudre les problémes
étudiés depuis le Mémoire I, lorsqu’on veut les étendre au cas des domaines
ramifiés; ils sont aussi utiles pour des domaines moins compliqués @).

Mans le Mémoire actuel, il sera seulement question de domaines univalents de
I’espace numérique complexe (donc, sans points & l'infini). Nous omettrons de le
spécifier.

1. Congruences et équivalences; théoréme de H. Cartan. — Parmi les
problémes qui se transportent du champ de I’Arithmétique & celui des fontions
apalytiques, se trouve un type de problémes (comme les « problémes de Cousin »),
ou il s’agit de passer de données locales a des solutions globales. Nous allons
résumer les principaux problémes de ce type.

Soit ® un domaine dans I'espace de n variables complexes zy, 23, ..., Za-
Considérons, dans @, deux fonctions holomorphes f, ¢, et un systéme fini de p
fonctions holomorphes F,, ..., F,. Un point de l'espace sera désigné par une
seule lettre (z), et la valeur d’une fonction f en ce point sera notée f(z).
Supposons une relation de la forme

f—o=aF1+...4+apFp,

ou les «; (=1, 2, ..., p) sont des fonctions holomorphes de (z) dans @; les
fonctions f, ¢ seront alors dites congruentes par rapport & F dans O, et la
relation sera notée
f=9 [mod(F)]L

Nous dirons que deux fonctions f, ¢ sont congruentes en un point P de 0),
si elles sont congruentes dans un voisinage de P. Deux fonctions qui sont
congruentes en tout point de (D ne sont pas nécessairement congruentes
(globalement) dans @. Ceci nous conduit au probléme que voici :

Prosrime (C,). — Etant donné un systéme fini de fonctions holomorphes
(Fy, -.., Fp) et une fonction holomorphe ®(z) au voisinage d’un ensemble
fermé borné E, telle que ® =o[mod(F)] en tout point de E, trouver p

fonctions Ai(z) holomorphes au voisinage de E, de facon que 0=2A; F;
i

identiquement.
On est conduit d’autre part au probléme d’existence :

Prosiime (C,). — Soit donné, au voisinage d’un ensemble fermé borné E
de Uespace (z), un systtme fini de fonctions holomorphes (Fy, ..., Fp);
supposons attaché & chaque point P de E un polycylindre () autour de P et
une fonction ¢(x) holomorphe dans (Y); supposons que, pour tout couple de
polycylindres (), (Y) d’intersection (8) non vide, on ait la relation
¢(z)=¢'(z) [mod(F)] entre les fonctions correspondantes en tout point
de (3). On se propose de trouver une fonction ®(z) holomorphe au voisinage
de E, telle que ®(z) = o(z) [mod(F)] en tout point P de E.

(3) L’auteur désire exprimer ici ses sincéres rcmerciment i Huju-Kai pour son concours
I’époque du Mémoire VI.

Leri 5180 m=2
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VII Sur quelques notions arithmétiques.

Introduction.  Nous sommes maintenant en chemin de nous réfléchir
&fforcément, en reconnaissant les caractéres des difficultés que nous avons
rencontrées sur la voie suivie,” en observant les figures des difficultés
que nous rencontrerons sur le prolongement, et en faisant des autres; et
dont nous exposerons ici un des résultats.

On pourra apercevoir des certaines notions arithmétiques au Théoréme
II du Mémoire I (Lemme fondamental), au Théoréme I du Mémoire 11,
et a la condition (8) (condition de A. Weil) du Mémoire V; et on ren-
contrera une autre, si I'on admet les points de ramification; dont, sans
cela, on ne pourra pas traiter méme les fonctions algébriques. Ceci nous
fait commencer par étudier ces notions.

Supposons quelques notions arithmétiques, la congruence et ’idéal
par exemple, transplantés du champ de polynomes 2 celui de fonctions
analytiques ; la fonction ne pouvant en général plus se prolonger 2 tout
espace fini, on apercevra des nouveaux problémes. C’est H. Cartan qui a
découvert un phénomene de cette nature,® et dans le présent Mémoire
on trouvera, comme conclusion, plusieurs théorémes et un probléme bien
filtré de la méme nature (Voir No. 7); dont les théorémes me sont indis-
pensables pour traiter les problémes depuis le Mémoire I, aux domaines
contenant les points de ramification, et ils sont utiles pour les domaines

moins compliqués, — —————————————

Or, nous, devant le beau systéme de_problémes a F. Hartogs et aux
successeurs, voulons léguer des nouveaux problémes a ceux qui nous suiv-
ront; or, comme le champ de fonctions analytiques de plusieurs variables
gétend heureusement aux divers branches de mathématiques, nous serons
permis de réver divers types de nouveaux problémes y préparant:®>

(1) Les Mémoires précédents sont: I Domaines convexes par rapport aux fonctions
rationnelles, 1936. II Domaines d’holomorphie, 1937. III Deuxiéme probléme de Cousin,
1939. IV Domaines d’holomorphie et domaines rationnellement convexes. 1941. V L’inté-
grale de Cauchy, 1941. VI Domaines pseudoconvexes, 1942.

(2) H. Cartan, Sur les matrices holomorphes de 7 variables complexes, 1940, p. 1-26
(Journal de Mathématiques, Vol. 19); dont nous devons beaucoup aussi aux théorémes.

@ L’auteur voudra dire ici un remerciement sincére a Hiju-Kai pour son secours depuis
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VII Sur quelques notions arithmétiques. 93

¢Dans le Mémoire actuel, nous ne traiterons que le domaine univalent
et fini, et dont la condition sera donc généralement abrégée. ».

1. Congruences et équivalences. Théoréme de H. Cartan.  Parmi
les problémes générés des notions arithmétiques transplantées au champ
de fonctions analytiques, se trouve un type de problémes, od on demande
globalement ce que l'on a défini localement (comme aux probléme de
Cousin), et que nous allons recolter.

Dans un domaine D a espace de n variables complexes zi, Zs, ..., Zn,
considérons deux fonctions holomorphes f,® et une combinaison finie de
fonctions holomorphes (Fy, F, ..., Fy) des variables; dont lespace sera
abrégément désigné par (z), et la fonction f par exemple, par f(z); et
supposons une relation de la forme,

f—p=arFi+0Fy+ - +apFy,

a; (i=1,2,...) étant des fonctions holomorphes des variables (z) dans D;
les fonctions £, @ seront alors appelées congruentes par rapport a (F) dans
D, et la relation sera désignée par

f=® mod(F).

Nous appelons les fonctions f, ® d’étre congruentes en un point P de
D, si elles le sont au voisinage de P: or, méme si elles sont congruentes
en tout point de D, elles ne le sont pas nécessairement, globalement pour
D et un des problémes que voici:

Probléme (C.) Etant données une combinaison finie de fonctions
holomorphes (Fi, Fs, ..., Fy) et une fonction holomorphe ®(x) au voisinage
d'un ensemble fermé E (nécessairement borné), satisfaisant a la relation
®(z)=0 mod (F) en tout point de E; trouver p fonctions Ai(z) holomorphes
au voisinage de E. de fagon que =3 AiF; (i=1,2, ..., p) identiquement.

Ceci concerne I’expression de la fonction; si pour la fonction méme:
Probleme (C.)  Considérons, au voisinage dun ensemble fermé E

a Pespace (x), une combinaison finie de fonctions holomorphes (Fy, Fo, ...,
F,), et en un point quelconque P de E, un polycylindre (y) autour de P

vers le temps du Mémoire VL
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VIL On Some Arithmetical Notions

Sur quelques notions arithmétiques

Bulletin de la Société Mathématique de France 78 (1950), p. 1-27

(Recetved 1S October 1942)

Introduction. We are now embarked on thinking hard about the subject;
among other things, understanding the nature of the difficulties we have met
on the path that we have followed ", and studying the form of the difficulties
we shall meet in continuing. We present here one of the results of this
reflection.

It will be noticed that there are already certain arithmetical notions in
Theorem II of Memoir I (fundamental lemma), in Theorem I of Memoir II,
and in condition (f) (WEIL’s condition) in Memoir V. We shall meet another
such notion when we allow points of ramification in our domains without
which we could not even treat algebraic functions. This makes us begin by
studying these notions.

Let us suppose that certain arithmetical notions, those of congruence and
ideal for example, are transplanted from the field of polynomials to that of
analytic functions. Since functions can no longer always be continued to all of
(finite) space, we meet new problems. H. CARTAN discovered a phenomenon of
this nature?, and in the present memoir, we shall find, at the end, several
theorems and a rather complex problem of the same nature (see No.7). These
theorems are indispensable to me to be able to treat the problems we have
been interested in since Memoir I on domains containing ramification points;
they are also useful for less complicated domains. 2t '& FA= ‘:3%7\

Having found ourselves face to face with the beautiful grobl%s introduced |
by F. HARTOGS and his successors, we should like, in turn, to equeath new
problems to those who will follow us. The field of analytic functions of several |©
variables happily extends into diverse branches of mathematics, and we might
be permitted to dream of the many types of new problems in store for us®

“Tn the present memoir, we shall only treat univalent domains without
points at infinity, and this condition will, in general, not be repeated.”

1. Congruences and Equivalence. Theorem of H. Cartan. Among the prob-
lems generated by transplanting arithmetic notions to the field of analytic

functions, there is one type of problem in which one asks to obtain globally

1) The preceding memoirs are: 1. Rationally convex domains, 1936; I1. Domains of holomorphy,
1937; 111 The second CouUSIN problem, 1939 (Journal of Science of Hiroshima University); IV.
Domains of holomorphy and rationally convex domains, 1941; V. The CaucCHY integral, 1941
(Japanese Journal of Mathematics); VI. Pseudoconvex domains, 1942 (Tohoku Math. Journal).

2)  H. CARTAN: Sur les matrices holomorphes de n variables complexes, 1940, p. 1-26 (Journal de
mathématiques, Vol. 19); we owe much to this memoir.

@ The author would like to express here his sincere thanks to Huru-Kar for his help since

around the time of Memoir VL.
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en tout point de (3), on peut trouver une fonction ®(z) holomorphe au voisi-
nage de A, telle que ®(z) = ¢(x)[mod (F)] en tout point P de A.

Tatorime 3. — Dans la configuration géométrique du théoreme 2, suppo-
sons attaché & tout (y) un systeéme fini de fonctions holomorphes (f), de fagon
que, pour tout couple ('), (Y'), les systemes correspondants (f'), (f") soient
équivalents en tout point de Uintersection (3). Alors on peut trouver un sys-
teme fini de fonctions (F) holomorphes au voisinage de A,tel que (F)~ (f) en
tout point P de A.

Tatortme 4. — Etant donné des fonctions Fi(i=1, ....p) holomorphes au
voisinage d’un polycylindre fermé A, on peut trouver une solution formulaire
de U'équation fonctionnelle A\Fy+-. ..+ A, F, =0 au voisinage de A. Il en est
de méme pour les systémes d'équations fonctionnelles linéaires homogenes
simultanées.

Nous nous sommes restreint aux polycylindres fermés: en effet, en vertu des
propriétés trouvées, les mémes problémes pourront ensuite étre résolus pour des
ensembles fermés de nature plus générale. Outre les quatre théorémes que nous
venons d’énoncer ict, nous avons vu au paragraphe B le théoréme du reste. Au
sujet de ces théorémes, sinous pensons que cela peut étre utile en vue des applica-
tions, nous serons obligé d’en faire une étude quantitative.

Ainsi, nous venons d’exposer les résultats obtenus. D’un autre c6té, nous
sommes conduit au nouveau probléme :

Prosrime (J). — Pour les idéaux de domaines indéterminés, trouver une
pseudo-base finie locale.

Au sujet de ce probléme, je ne sais presque rien, pas méme quelle sera l’attitude
favorable pour I’aborder. Ce qui est sir, c’est que ce probléme ne peut pas étre
résolu sans conditions, puisque nous avons vu un contre-exemple au paragraphe 2.

C’est un cas particulier de ce probléme qui a été résolu sous la forme du pro-
bléme (K). La solution du probléme (K) nous était indispensable pour établir les
théorémes ci-dessus. Nous reviendrons une autre fois sur le probléme (J), et mon-
trerons qu'il est résoluble sans condition pour les idéaux géométriques de
domaines indéterminés. Cela nous sera indispensable si nous voulons pouvoir

traiter les problémes envisagés depuis le Mémoire I, dans le cas ou des points de
ramification ne sont pas exclus. Ces deux exemples mettront en évidence I'impor-
tance du probléme.

(Manuscrit regu le 15 octobre 1948).
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Etant donné un idéal (1) de domaines indéterminés, nous dirons qu'un systéme
fini (F) de fonctions holomorphes est une pseudo-base de (I) en un point,
si c’est une pseudo-base dans un voisinage de ce point. Un tel systéme sera
parfois appelé une pseudo-base locale. Nous nous proposons encore le probléme
suivant :

— 7 —

Prosrime (J). — Etant donné dans Uespace (z) un idéal (1) de domaines
indéterminés et un point P, trouver une pseudo-base finie de (1) au point P.

Le probléme (J) est un cas particulier du probléme (I). Entre ces deux
problémes il y a la relation suivante :

Soit, dans Uespace (x), un idéal (1) de domaines indéterminés et un poly-
cylindre borné fermé E. Supposons que le probleme (J) soit résoluble pour
Uidéal (I) et pour tout point P de E, et que de plus le probleme (Cy) soit
résoluble pour tout polycylindre fermé borné. Alors le probleme (1) est
résoluble pour U'idéal (1) et le polycylindre E.

En effet, soit P un point quelconque de E; puisque le probléme (J) est résoluble
pour (I) au point P, il existe un polycylindre (y), au voisinage de P, et un systéme
fini de fonctions holomorphes (/) dans (y), qui constitue une pseudo-base de (I)
dans (y). Considérons un couple de polycylindres (y), (Y) d’intersection non
vide; soient ( f) et (f') les pseudo-bases correspondantes; elles sont équivalentes
en chaque point de l'intersection (yY)n (Y'). Nous nous proposons de trouver un
systéme fini (F) de fonctions holomorphes au voisinage de E, tel que (F) ~ (f)
en tout point P de E. Or ceci est un probléme (E) pour le polycylindre fermé E;
comme on a supposé que le probléme (C,) est résoluble pour tout polycylindre
fermé, I'existence de (F') s’ensuit. Or un tel systéme (F) est une pseudo-base en
tout point P de E, donc est une pseudo-base pour E. c. Q. F. D.

Le probléme (I) est donc ramené au probléme (J), moyennant le probléme (C,)
pour les polycylindres fermés bornés. Or le probléme (J) n’a pas toujours de
solution, comme le montre le contre-exemple suivant :

Ezemple 3. — Soient, dans I'espace de deux variables complexes z, y, deux
hypersphéres (C), (v) de centre a 'origine, telles que (C)>(y). Désignons par 2,
la partie de la surface caractéristique z =y qui est contenue (strictement)
dans (C) et non strictement contenue dans (y). Soit (I) ’ensemble des couples

(/) ¢) dont le 3 est contenu dans (C) et tels que — £ 7 soit holomorphe en tout

point de l'intersection 2, n4. Alors (I) est un idéal [qui posséde les propriétés
(T,) et (T3)]; mais, puisque I'ensemble des zéros de (f, &) est Z,n d pour tout
élément (f, d) de (I), cet idéal (I) ne peut posséder une pseudo-base locale finie
en aucun point de la frontiére de (y).

On ne peut donc pas résoudre le probléme (J) pour n’importe quel idéal de
domaines indéterminés. Nous verrons ultérieurement d’autres contre-exemples.

Nous étudierons deux catégories d’idéanx de domaines indéterminds pour

lesquels 1 ' u
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un Mémoire ultérieur.

3. Equations fonctionnelles linéaires homogeénes; solutions formulaires. — Nous
allons scruter les environs du probléme (C,) grace aux notions que nous venons
d’introduire.

1" Equations fonctionnelles linéaires homogénes. — Soient p fonctions holo-
morphes F; (=1, ..., p) non identiquement nulles dans un domaine @ de
I'espace (z). Considérons I’¢quation

(1) AFy+— \oFo = .= A,Fp=o0,

ou les A; désignent des fonctions inconnues; si un systéme de fonctions A; holo-
morphes dans un domaine (connexe ou non) ¢ contenu dans (D satisfait dans 6 &
Véquation (1), nous dirons que le systéme des A; est une solution (holomorphe)
de l'équation (1) pour o. Toute équation de cette nature sera dite équation
Jonctionnelle linéaire homogéne.

Considérons I'ensemble (1,) des couples (A4, 3) tels qu’il existe Ay, ..., A,
holomorphes dans ¢ de maniére que (A,, A, ..., A,) soit une solution de
I’équation (1) pour 4. Je dis que :

(L) est un idéal.

En effet, si (A,, 9) €(l,) et si « est une fonction holomorphe dans un domaine
(connexe ou non) %', on a aA, €(l,) poursnd’; si (A,,5)e(l)et(A),d)e(l,),
ona.\+ A e€(l,) pouronyd.

Nous ne voyons pas immédiatement si (I,) satisfait aux propriétés (T,), ('1,)
ou non.

C’est cette espéce d’idéaux que nous avions en vue & la fin du paragraphe
précédent. Nous montrerons dans ce Mémoire (ue le probléme (J) peul étre
résolu pour ces idéaux (et pour les polycylindres bornés fermés). Le probléme (J)
se formule comme suit :

Prosrive (K). — Etant donné une équation fonctionnelle linéaire homogeéne
dans un domaine (D de Uespace (z), et un point P de (D, trouver une pseu.do-
base finic de Uidéal (1) au point P [en désignant par (I,) 'idéal définmi par
I'équation, comme il a é1é expliqué ci-dessus].

2° Solutions formulaires. — Nous nous proposons maintenant de¢ lrouver une
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On ne peut donc pas résoudre tous les problemes (J) & la fois et sans
condition. On apercevera encore divers sortes d’exemples contraires.

Nous verrons deux especes d’idéaux de domaines indéterminés pour

lesquelles le probleme est résoluble aux polycylindres fermés; dont I'une

sera traitée dans le présent Mémoire.

L’autre espece est les idéaur géométriques de domaines indéterminés
ce qui correspond aux idéaux géométriques au champ de polynomes). qui
deviendront indispensables a nous, lorsque nous nous occupe domaines ad-

mettant des points de ramifications. La démonstration pour les idéaux
de cette espece (pour que le probleme (J) soit résoluble aux polvcylindre

fermés) demande. outre les résultats du Mémoire actuel, quelque notions

sur tels domaines. Nous le traiterons donc, dans un Mémoire ultérieur.

3. Equations fonctionnelles linéaires homogeénes et ses solution
formulaires. Nous allons scruter les environs du probleme (C;) & laide

conceptions que nous venons de préparer.

1° FEquations fonctionnelles linéaires homogénes. Considérons p fonc-
tions holomorphes F;(z) (i = 1,2, ..., p) différentes de zéro dans un domaine

D & Vespace (z); concevons ’équation,

(1) APy + AsFs + - + ApF, =0,
ou A; (i =1,2,...,p) signifient des fonctions inconnues; nous appellerons
tout systéme de fonctions holomorphes [A1(z), A2(z), ..., Ap(z)] pour un

domaine (connexe ou non) ¢ contenu dans D satisfaisant & cette équation
identiquement d’étre une solution (holomorphe) de 1’équation pour J; et
nous appellerons toute équation de cette nature équation fonctionnelle liné-
aire homogeéne.

Considérons, concernant 1’équation (1), ensemble (I7) de (Ay,d) de
fagon que (Aj, As, ..., Ap) soit une solution pour d; je dis que :

(I1) est un idéal.

Car, si (41,0) € (I1) et si a(x) est une fonction holomorphe pour un
domaine (connexe ou non) ¢, on a alors a4y € (I1) pour 6Nd’; si (A1,9) €
(I1), (A},0") € (I1), on a alors A; + A} € (I1) pour 6 Nd’.

Nous ne pouvons pas apercevoir immédiatement si ([1) satisfait aux
propriétés (T1), (T2) ou non.

C’est pour cette espece d’'idéaux dont nous avons parlé a la fin du numéro

précédant; et dont probleme (J) est comme suivant :

Probléme (K) Ftant donnés une équation fonctionnelle linéaire ho-

mogéne dans un domaine D o lespace (z), et un point P de D, trouver un
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IDEAUX ET MODULES DE FONCTIONS ANALYTIQUES
DE VARIABLES COMPLEXES;

Par M. Henrt Cartan.

Introduction. — Dans un Mémoire intitulé : /déauz de fonctions analytiques
de n variables complezes (Annales de U'Ecole Normale, 3° série, 61, 1944,
p- 149-197; ce Mémoire sera désigné par les initiales I. F. A. tout le long du
présent travail), j’ai tenté d’expliquer le réle joué par les idéaux dans certaines
questions de la théorie des fonctions analytiques de variables complexes; j'ai
indiqué les principaux problémes qui se posaient, et tiché de les résoudre. Je n’y
suis parvenu que d’une fagon incompléte, ayant di laisser sans solution deux
problémes-clefs (« premier probléme » et « deuxiéme probléme », p. 187 de I F. A.).
Les mémes questions ont été travaillées d’une maniére indépendante au Japon
par K. Oka, dont les beaux travaux antérieurs m’avaient d’ailleurs guidé dans
mes recherches sur les idéaux. Sans avoir pu preadre connaissance de mon
travail [. F. A., Oka a écrit en 1948 un Mémoire o il étudie les mémes questions,
quoique en des termes un peu différents. Dans ce Mémoire, qui parait dans ce
méme volume du Bulletin, Oka résout le premier des deux problémes-clefs dont
je parlais plus haut, et obtient donc des résultats plus complets que ceux de mon
Mémoire de 1944. Ayant eu le privilége de connaitre en manuscrit le nouveau
travail de Oka, j'ai é1é conduit a faire une nouvelle mise au point de 'ensemble
de la théorie. D’une part je donne ici (ci-dessous, théoréme 1) une solution
simplifiée du « premier probléme » (I. F. A., p. 187) résolu par Oka; d’autre
part, grace a la solution de ce premier probléme, je résous aussi le « deuxiéme

probléme » (1) (ci-dessous, théoréme 2), ce qui me permet d’aborder franchement
Pétude globale des variétés analyliques (voir par exemple les théorémes 7 ter et
8 ter ci-dessous).

La lecture du présent Mémoire, qui donne autant que possible des démonstra-
tions complétes, devrait en principe se suffire a elle-méme; j'y fais peu d’usage de
mon Mémoire I. F. A., Poptique d’ensemble ayant changé. Les quclques résultats
initiaux qui sont admis ici sans démonstration sont énoncés explicitement sous
forme de lemmes, avec renvois précis a I. F. A. ou a d’autres Ouvrages.

Le but final de ce travail est 'étude globale des idéaux (et des modules) de
fonctions unalytiques dans les domaines d’holomorphie; il est atteint au para-

(1) Note rajoutée a la correction des épreuves : d'aprés des papiers communiqués récemment
2 l'auteur, il semble que K. Oka ait aussi obtenu, de son coté, une solution du deuxi¢me prohléme.
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graphe VIII (n° 274 33). Pour y parvenir, plusieurs étapes ont di étre franchies :
tout d’abord, avant de pouvoir faire le passage du local au global, il faut appro-
fondir les propriétés locales, c’est-a-dire voir comment les propriétés ponctuelles
s’organisent localement; c’est I'objet du paragraphe II (les paragraphes I et 11
étant consacrés a I’exposition des notions de base) : dans ce paragraphe 1II on
étudie la notion de cohérence locale, et I'on résout les deux problémes-clefs dont
il a déja été question plusieurs fois. Il semble bien que toute cette partie de la
théorie, dont le caractére est local, soit valable non seulement pour les fonctions
analytiques de variables complezes, mais plus généralement pour les fonctions
analytiques de variables prenant leurs valeurs dans un corps valué complet (qu’il
faudrait toutefois supposer algébriguement clos pour le théoréme 2).

C’est & partir du paragraphe IV que se fait le passage des propriétés locales aux
propriétés globales. C’est aussi a partir de la qu’il est essentiel de se borner au
corps des nombres complexes, car l'intégrale de Cauchy joue un réle qui me
semble pas pouvoir étre évité. On commence par I'étude globale des idéaux et
modules dans certains ensembles compacts; ce n’est qu’au dernier paragraphe
(§ VIII) que I'on effectue le passage des ensembles compacts a certains ensembles
ouverts (en fait, les domaines d’holomorphie). Le cas des ensembles compacts
nécessite lui-méme le franchissement successif de plusieurs étapes : au para-
graphe IV, il s’agit seulement des polycylindres compacts (et simplement
connexes). Le cas plus général des « domaines polyédraux » (§ VII) s’y raméne
ensuite, parce qu’on identifie un domaine polyédral  une variété analytique dans
un polycylindre d’un espace a un plus grand nombre de dimensions, suivant une
idée que I'on trouve déja chez Oka en 1936-1937.

On a essayé de ramasser les résultats dans un petit nombre d’énoncés précis.
Ces théorémes sont puissants, mais ce ne sont que des théorémes d’existence; ils
en ont les inconvénients : ils ne fournissent pas de solution effective d'un probléme
particulier. ‘

Qu’il me soit permis de profiter de cette occasion pour faire quelques rectifi-
cations ou mises au point de détail de mon Mémoire I. F. A. :

Page 157, lignes 8- : il n’est pas évident (ni méme certain) que les modules ponctuels IMN .
engendrés par JN forment un systéme cohérent sur E. C’est pourquoi les lignes 1 4 3 de la
Note (%) du bas de la page 158 sont sujettes au doute, ainsi que l'affirmation (p. 158.
lignes 10-12) qu'elles tendaient 4 justifier. Ceci infirme également la conclusion du « corol-
laire du théoréme III », p. 183, qui repose sur la considération du « systéme cohérent
engendré par I ». En fait, il y a la un probléme ouvert : est-il possible qu'un module, sur
un polycylindre compact, ne puisse pas étre engendré par un nombre fini d’éléments ?

Pages 160 et suivantes, les notions de¢ « module pur » et de « module parfait » sont
dcvenues sans objet, puisqu'on peut démontrer maintenant que tous les modules sont « purs »
et « parfaits »; j'avais d’aillcurs émis cet espoir (p. 161, lignes 20-21).

Page 166, Note (1*) de bas dec page : la démonstration est insuffisante, 2 cause de la
présence possible de composantes impropres.

Page 183, lignes 19 @ 23 : l'affirmation est peut-étre un peu sommaire. A ce sujet, voir

ci-dessous, début du n° 21, ¢t lemme 3 (n° 27)
Page 189, lignes ¢-12, I'affirmation est correcte. mais sa justification est trop sommaire/./_l
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Une telle &; est déterminée a I'addition prés d’une fonction du module engendré
par I dans P; (d’aprés le théoréme 4 bis). On va profiter de cette circonstance
pour remplacer les k; par des g; jouissant des mémes propriétés, et satisfaisant
en outre aux conditions : | gj,1 — g;| < 2~/ dans P;. Montrons ceci par récurrence
sur j : g; étant déja choisie, la différence 4;.,— g;appartientau module engendré
par JN daus P;, donc est limite uniforme, dans P;, de fonctions du module N
lui-méme. Si a est une fonction de IN, telle que | 2j,.4— hj— a| < 27/ dans P},
il suffira de prendre gj.\= hj,.— a.

Cela posé, la suite des g; ainsi choisies converge, uniformément sur tout
compact de D, vers une fonction g holomorphe dans D; grice au lemme 6, g est
congrue a fz modulo JM. en chaque point z de D; ce qui démontre le théoréme.

(Manuscrit regu le 15 septembre 1949).
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Sur les Fonctions Analytiques de Plusieurs Variables,
VilI—Lemme Fondamental

Kiyoshi Oka

Introduction, —Les problémes principaux depuis le Mémoire I sont : prd-
blémes de Cousin, probléme de developpement et probléme des convexités®.
Dans les Memoires I—VI®, nous avons vu, disant un mot, que ces pro-
blémes sont résolubles affirmativement pour les domaines univalents finis®.
Et l'auteur a encore constaté quoique sans P'exposer, que ces résultats res-
tent subsister au moins_jusqu’ aux domaines finis sans point critiques®.

1l s'agit donc: ou bien d'introduire Iinfini convenable, ou bien de per-
mettre des points critiques; or, on retrouvera que l'on ne sais presque

(1) Ces problemes sont fondés sur H. Behnke et P. Thullen, Theorie der Funktionen
mehrerer Komplexer Verinderlichen, 1934. Nous allons les expliquer en formes précises. Solent
D, Dy deus domaines connexes ou non sur l'esp de 7 variabl plexes tels que Dy ED
(c'est-d-dire que D, soit un ¢Teilbereichy de D); nous appellerons que D, est holomorphe-convexe
par rapport & D, si Dy S X, A/ étant la <Regularititshulley de D,, et encore si, pour tout
domaine connexe ou non dp tel que 4o €& Dy (Cest-d.dire que 4o C Do et do £ D), on peut
trouver un domaine connexe ou non 4 lel que 4y c 4 € Dy de fagon qu & tout point P de Dp—4,
il corresponde une fonction / holomorphe dans D telle que | f(Fo)>max | | f{do)l. Spécialement,
si D est ainsi par rapport & lui-méme, nous. 'appelons avec IL Behnke d’étre holomorphe-convexe
(regular-konvex). Les problémes sont alors: Problémes de Cousin, Trouver une fonction mero-
morphe (on holomorphe) admettant les pdles (ou les zéros satisfaisant 3 une certaine condition)
donnés dans un domaine holomorphe-convexe, Problime de développement. Soit Do un domaine
(: non) hol ph par rapport 3 © ; trouver, pour toute fonction holomorphe /3,
une série de fonctions holomorphes dans D, convergente umiformément vers f dans tout domaine
connexe ou non o tel que 4o G D Porbléme des convexités, Tout domaine psseudoconvexe est
il holomorphe-convexe? Pour les domaines ynivalents, on peut remplacer «holomorphe-convexe»
par «domaine d’holomorphies, grice au théoréme de Ii, Cartan et P, Thullen,

(2) Les Mémoirs précédents sont: [—Domai par rapport aux fonctions ra-
tionnelles, 1936 ; II—Domaines d’holomorphie, 1937; ITl—Deuxidmes problémes de Cousio, 1939
(Journal of Science of the Hiroshima Univassity) ; TV—Domaines d'holomorphie et domaines
rationnellement convexes, 1941; V—L'intégral de Cauchy, 1941 (Japanese Journal of Mathema-
tics); Domaines pseudoconvexes, 1842 (Tohoku Mathematical Journal); VII—Sur quelques notions
arithmetiques, 1950 (Bulletin de la Société Mathématique de France).

(3) Précisément dit, pour le deuxi¢me probléme de Cousin, nous avons montrer une condi-
tion nécessaire et suffisante pour les zéros ; et pour le probléme des convexites, nous l'avons ex-
plique pour les deux variables complexes, pour dimenuer la répitation ultérieure inévitable,

(4) L’auteur I'a écrit aux détails en japonais & Prof. T. Takagi en 1943,

63
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rien sur les domaines intérieurement ramifiés; par exemple, qu'arrive-t-il
pour .le développement locale? Nous nous occuperons donc, -d’abord au
deuxiéme probléme.

Or, I'idée fondamentale pour les recherches - actuelles s’exprime sym-
boliquement par le théoréme II du Mémoire I. Nous venons de V'utiliser
"en forme du théoréme I du Mémoire II®, & cause que nous n’avons pas
pu résoudre le probléme (Z). Mois, pour les domaines intérieurement
ramifiés, la forme originale est indispensable ; c’est le lemme fondamental du
titre et c’est pour I’établir, que nous avons préparé le Mémoire VIIL

Pour établir le lemme fondamental, les domaines (ﬁms) sans points
critiques, il est visiblement suffisant de résoudre les problémes (C3) et (£)
et de trouver les pseudobases locales des idéaux géométriques de domaines
indéterminés ; dont nous avons résolu les problémes (C;) et (Z) dans le
Mémoires VII, et plus récemment H. Cartan a résolu le dernier probléme
d’aprés le théoréme 4 du Mémoire VII que le probléme (K) est toujours

résoluble®. Mais, quand on permet des points critiques, on rencountre la
nouvelle difficulté que une fonction holomorphe sur une variété caractéris-
tique n’est pas nécessairement la trace d’'une fonction holomorphe 4 I'espace.
Ce qui engendre, comme conséquence, une espéce des problémes (/) qui
contient le probléme des idéaux géométriques dans un certain sens, et est
plus étendu.

Dans le Mémoire actuel, nous résoudrons ce probléme a partir encore
du théoréme 4 du Mémoire VII (théorémé 2), établirons le lemme fon-

(5) ., Behnke et K. Stein ont souvent indiqué que ce théoréme est applicable aux do-
maines mualtivalents sans point critique,

(6) Nous allons expliquer briévement sur le cours des recherches des idéaux holomorphes.
Clest W. Rilckert qui a transplanié la noton “ idéal” du champ de fonctions algebriques au champ
de fonctions analytiques (1933, Math, Annalen, Vol 107, pp 250—281); et c’est H. Cartan qui a
premiérement remarqué la différence essentielle, avec un résultat important (1940, cité dans le
Mémoire VII[). Cartan a é: JIdéaux de fonctions analytiques de » variables com-
plexes (Annales de PEcole Nonnsle Supérieure, (3), I.XI—); - Idéaux et modules de fonctions
analytiques de variables complexes (1950, Bulletin de la Sociéte Mathématique de France).

Or Pauteur 2 exposé le Mémoire VII, sans connaitre T'existence du premier de ces deux
Memoires de Cartan et du Memoire du Riickert; nous allons donc examiner le Mémoire-la en
comparant avec les Mémoires-ici: T Mémoire VII consiste des deux parties, dont la premidre
montre que les problémes (Cyp), (Cy) et (E) se réduissent au seul probléme (K); ce qui est déju
indiqué par Carlan, sans démonstration, mais avec toutes les préparations. .Dans la deuxiéme
partie, Paateur a d’abord préparé le théoréme du réste pour résoudre le probléme (K); ce théoréme
est déja exposé et utilisé par Riickert,

¢+



210 K. Oka

D et une variété caractéristique (ou analytique) X7 dans D, considérons
Pensemble (7) des (f, 8) tels que CD et f soit identiquement nulle sur
'nd; (J) forme évidement un idéal; nous I'appelons idéal géométrique
de domaines indéterminés (attaché a 3} et defini dans le domaine D).

Théoreme de H. Cartan.—7Tout idéal géometriqgue de domaines indé-
terminés posséde les pseudobases locales,

"Nous allons le reprouver d’aprés Je corollaive 1. Soit (#") un point
quelconque de 37; il suffit de montrer que (/) ait une pseudobase en (2").
D’apréds Weierstrass, nous savons que la partic de 3} au voisinage de (2°)
consiste d’un nombre fini d’éléments. Sans appeler 4 la connaissance que .
ces éléments sont aussi des variétés caractéristiques, on peut definir pour
chaque élément un idéal comme ci-dessus et convenir de l’appeler pour le
moment par le méme mot. (/) étant au voisinage de (#°) I'intersection
de ces idéaux, d'aprés le corollaive de Cartan, il suffit de dire que chacun
d’eux ait une pseudobase en (z°). Ceci est évident, quand 3] est un point
ou une surface.

Considérons donc, 2 nouveau a I’espace (g «vereer Zps Pyp vveeee ) Jw) tel
que #>0, m>1, un élément 3] i 2 dimensions (toujours complexes dans ce
Mémoire) d’une variété caractéristique, au voisinage d'un point (2°, 5°) de
37, et I'idéal géométrique (/) correspondant; nous allons montrer que (/)
ait une pseudobase en' (2’ #'). Grace & Weierstrass, on peut choisir les
coordonnées (#, #), tracer un polycylindre [(7), (7/)] de la forme, (7):
|#—2Y <7 (=1,2, ccooee, ), () : | 95—23l <p (J=1,2, ......, m), et definir
3 et (/) dans [(7), (7¥)] de fagon que la projection® de 33 sur I'espace
() soit (7), et que (7) ait pour [(7), (7')] les fonctions holomorphes
comme suivantes :

' : Fi(x, j==1, B, +osy :
Fs ), Oy 30 )= 25820 0,5, 5) (% ")
%, = 2, ey 1)
ot Fy(x, 7¢) est un polynome de ; tel que le coefficient de la plus haute
puissance soit 1, @, (#, »,) est un polynome de ;,, et spicialement F,(z, 7,)
jouit de la propriété que la projection de 33 sur I'espace (2, ;) coincide

a Fy(z, 3,)=0, et que l'intersection de 3] et 3% lg‘;' 21) =0, si elle existe,
1

(7) Une variété caractéristique est un emsemble de points qui s'exprime localement par
Pensemble des zéros communs d’un nombre fini de fonctions holomorphes.

(8) La projection de Vensemble des points (7, y’) sur Fespace (x) est I'ensemble des
points (27).
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Let hy, ..., h;€,0y, be generators for this family of ideals. The hypothesis
that 9, = id V, whenever Z € V — W implies that B, = ,0; whenever ze Uy, N
(V — W), so the common zeros of the generators hy,..., h, mustliein Wn Uy. The
function d vanishes on W, so it follows from Hilbert’s zero-theorem that d; € B , for
some integer r > 0; but that means that d)f, e %, and since W, :,0,d, =AU,
necessarily f, € 2. Therefore U, = id V, at all points A € V n A(0; R), and since
that is also true trivially whenever 4 € A(0; R) — V 1 A(0; R), the proof is thereby
completed.

6. THEOREM (Cartan’s theorem). If V is a holomorphic subvariety of an open subset

U < C", then the family of ideals {id V,} in {,0,} is finitely generated over an open
neighborhood of each point of U.

Proof  Fix a point of ¥, which to simplify notation can be assumed to be the origin
0 € C", and suppose at first that the germ V,, of V at the origin is irreducible. After
a nonsingular linear change of coordinates in C", it can be assumed that the ideal
id V, € ,0, is strictly regular in the variables z,,y, ..., Zy. Let fy, ..., f,€,00 be
generators of the ideal id V,, including among others the auxiliary polynomials
peid Von Ozl fork + 1 = j <nandq;eid Vo N O[z4y, zj]fork + 2= j=n,
and choose an open neighborhood U of the origin such that these germs can be
represented by holomorphic functions fis -e» fy € 4Oy Now as observed after the
proof of the local parametrization theorem, the subvariety V is actually a complex
submanifold outside a proper holomorphic subvariety W < V, and the functions
Pi+1> Qks+2s - - -» dn Can be taken as part of a local system of coordinates in C" near
any point of ¥V — W exhibiting V' as such a submanifold. Thus these functions, and
therefore the functions f;, ..., f, as well, generate id V, < ,0, at each point 4 €
V — W. It then follows immediately from Lemma 5 that the functions fi, ..., f,
generate id V, = ,0, at all points A4 in some open polydisc A(0; R) = U and hence
that the family of ideals {id V,} is finitely generated over A(0; R). If the germ V, is
reducible, then in some open neighborhood U of the origin write VAU = (J ¥
where V; are holomorphic subvarieties of U and their germs at the origin are the
irreducible components of V. It follows from the first part of the proof that for each
index i the family of ideals {id V;,} is finitely generated over some open polydisc
A(0; R) < U. But id V, = ();id V;4, so by Corollary 3 the family of ideals {id V,}
is also finitely generated over A(0; R) after shrinking R if necessary. That suffices to
conclude the proof.

It is perhaps worth pointing out explicitly here that the lemma used in the
proof of Cartan’s theorem is in turn a simple consequence of the following corollary
of that theorem.

7. COROLLARY. If f,, ..., f, are holomorphic functions in an open set U < C" defining a
holomorphic subvariety V < U and a finitely generated family of ideals {A,} over U
and if A, = id V, at some point A€V, then A, =id V; at all points Ze U — W
where W < V is a proper holomorphic subvariety of V.

Proof  Since A, < id V, at every point Z € U, the condition that 2, = id V, is just
that B, = A, :id V, = ,0,. Now by Cartan’s theorem the family of ideals {%B,} is
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In terms of the v-tuples of holomorphic functions ¢; = (¢;;, ---, ¢;), the submodule
&, < yO4 is just the module of relations & = R(®@,,, ..., D,,) between the germs
of these v-tuples at the point A as introduced in section II-F. It then follows
immediately from Corollary II-F9 that the sheaf & is locally finitely generated as
desired, thereby concluding the proof.

6. THEOREM (Cartan’s theorem). If W is a holomorphic subvariety of a holomorphic variety ﬁﬂ ;
V, then the sheaf (W) of ideals of the subvariety W is a locally finitely generated f“‘
sheaf of ideals in 0. ) 4

Proof. This is merely a restatement of Corollary II-F11, so nothing more needs to
be added to complete the proof.

7. COROLLARY. If & and & are locally finitely generated sheaves of ideals over a holo- 24
morphic variety, then the naturally defined sheaves of ideals R+ L, RS, RN, 3
and R : & are also locally finitely generated sheaves of ideals. 13

Proof  This is merely a restatement of Corollary II-F10, so again nothing more i
needs to be added to complete the proof. ]

The following extension of a part of the preceding corollary will prove useful .
in the subsequent discussion, and a comparison of its proof with the proofs given in ?
section II-F illustrates the notational convenience that the systematic use of sheaves
provides.

8. LEMMA. If # and & are locally finitely generated subsheaves of a free sheaf (" over a
holomorphic variety V, then the intersection # N & is also locally fi initely generated.

Proof Since # and & are locally finitely generated, over an open neighbor-
hood ¥, of any point 4 € V there are surjective homomorphisms of holomorphic
sheaves of the form p: ,0* - &, ¢: ,0* — &. Introduce the sheaf homomorphism
¢: ,O* ® ,OF — , 0" that associates to any elements F € ,0z, G € , 0% over a point
Z e V the element ¢(F, G) = p(F) — o(G) € 0. It follows from Oka’s theorem,
Theorem 5, that the kernel of this homomorphism is locally finitely generated; so
after shrinking the neighborhood V; if necessary there will exist a sheaf homo-
morphism y: , 0" — ,0* @ O such that the image of  is precisely the kernel of ¢.
Now whenever H € 0 for some point Z € V,, then y(H) = (F, G) is in the kernel
of ¢, so that p(F) — a(G) = 0; hence, p(F) = 6(G) € Z; N %,. On the other hand,
any element in &, N %, for some point Z € ¥, can be written as p(F) for some
F € ,03 and also as ¢(G) for some G € y08. Then ¢(F, G) = p(F) — (G) =0, so
there must exist some element H € 0} for which y/(H) = (F, G). Thus over ¥ the
intersection # N & is precisely the image of the sheaf homomorphism 6: , 0" - , 0"
that associates to any H € , 0} over a point Z € V, the element p(F) where y/(H) =
(F, G). But that means that Z N & is finitely generated over ¥V, and thereby con-
cludes the proof.

The locally finitely generated holomorphic sheaves are still too general a class
of sheaves for many purposes in complex analysis; this class contains some rather
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Introduction

... Je mehr ich iiber die Principien der
Functionentheorie nachdenke - und ich thue dies
unablissig -, um so fester wird meine Uberzeugung,
dass diese auf dem Fundamente algebraischer
Wahrheiten aufgebaut werden muss (WEIERSTRASS,
Glaubensbekenntnis 1875, Math. Werke II, p. 235).

1. Sheaf Theory is a general tool for handling questions which involve local
solutions and global patching. “La notion de faisceau s’introduit parce qu’il
gagit de passer de données ‘locales’ a Iétude de propriétés ‘globales’
[CAR], p.622. The methods of sheaf theory are algebraic. The notion of a
sheaf was first introduced in 1946 by J. LERAY in a short note Lanneau
d’homologie d’une représentation, C.R. Acad. Sci. 222, 1366-68. Of course
sheaves had occurred implicitly much earlier in mathematics. The “Monogene
analytische Functionen”, which K. WEIERSTRASS glued together from “Func-
tionselemente durch analytische Fortsetzung”, are simply the connected
components of the sheaf of germs of holomorphic functions on a RIEMANN
surface®; and the “idéaux de domaines indéterminés”, basic in the work of
K. OKA since 1948 (cf. [OKA], p. 84, 107), are just sheaves of ideals of

germs of holomorphic functions.

Highly original contributions to mathematics are usually not appreciated
at first. Fortunately H. CARTAN immediately realized the great importance
of LERAY’s new abstract concept of a sheaf. In the polycopied notes of his
Séminaire at the E.N.S. 1950-51, one can already find an excellent pre-
sentation both of the theory of sheaves and of cohomology with coefficients
in a sheaf (see Exp. XIV-XX). Shortly after, at the “Colloques sur les
Fonctions de Plusieurs Variables” in Brussels 1953, CARTAN and SERRE
presented to a dumb-founded audience their “function theory based on
sheaves” which culminated in the ever since so-called Theorems A and B
for STEIN manifolds. By 1954, sheaves were already in common use. For
example, SERRE uncompromisingly begins his celebrated paper “Faisceaux
Algébriques Cohérents” with the sentence “On sait que les méthodes coho-
mologiques, et particuliérement la théorie des faisceaux, jouent un role
croissant, non seulement en théorie des fonctions de plusieurs variables
complexes, mais aussi en géométrie algébrique classique”.

2. Of greatest importance in Complex Analysis is the concept of a
coherent analytic sheaf. Already in 1944 CARTAN had experimented with the
notion of a coherent system of punctual modules. He posed the fundamental
problem, whether for any finite system of holomorphic functions the derived
module system of punctual relations is coherent ([CAR], p.572 and 603).

*) WEIERSTRASS described his notion rather vaguely already in 1842 (cf. Math. Werke 1, p. 83-
84) and developed it clearly in his lectures at Berlin (cf. also Math. Werke 2, p. 209-210).
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VIII Introduction

This is exactly the problem, whether the sheaf (g, of germs of holomorphic

+~ _functions on complex n-space is coherent. In 1948 Oka, gave an affirmative
answer ([OKAT, p. 106); in 1950 CARTAN simplified OkA’s proof ([CAR],
p. 626), introducing the terminology “faisceau cohérent”.

The notion of coherence makes it possible to pass from point-properties
to local properties. “Il faut approfondir les propriétés locales, c’est-a-dire
voir comment les propriétés ponctuelles s’organisent localement” ([CAR],
p. 619). A typical example is as follows:

Let &' -%>% %> %" be a sequence of coherent sheaves on a space X. If,
for a certain point xeX, the sequence &'~ Y= F" is exact, then the
same holds for all points sufficiently near to x.

Coherence is, in a vague sense, a local principle of analytic continuation.
“En gros, on peut dire que, pour un A-faisceau & cohérent en un point a
de A, la connaissance du module Z, détermine les modules % attachés aux
points x suffisamment voisins de a” ([CAR], p.626). It is a difficulty of the
theory that, at first glance, there are no convincing examples. The only
coherent sheaves one can produce immediately are the zero sheaf and, in
the case where the space X is a single point, all finite dimensional vector
spaces on X. The first non trivial example is given by Oka’s Theorem which
guarantees that the structure sheaf ¢ of every complex space X is coherent.

In the late fifties and early sixties coherent sheaves were sometimes
hailed as a panacea for the problems of complex analysis. Neither the
creators nor the authors of this book ever shared such wishful thinking.
However we do believe that the theory of Coherent Analytic Sheaves is not
merely “a monument more durable than bronze”: sheaves are very much
alive, indeed they will outlive us all.

3. There are four fundamental Coherence Theorems in Complex Analysis

1. o - coherence of the structure sheaf 0 of any complex space X

2 O - coherence of the ideal sheaf ¢(4) of any analytic set 4

3 0 - coherence of the normalization sheaf @, of any reduced structure
sheaf Oy

$o- coherence of all direct image sheaves of any coherent analytic sheaf
under any proper holomorphic map (Direct Image Theorem).

—~

We give proofs for all of these theorems. Let us describe briefly how we
proceed. We start, in Chapter 2, with Local WEIERSTRASS Theory. From the
very beginning we use the geometric language of finite holomorphic maps,
which is the canonical generalization of RIEMANN’s visualization of his
surfaces as analytic coverings of €. The WEIERSTRASS Isomorphism Theorem
2.4.2%, together with standard techniques from the Calculus of Coherent
Sheaves, leads to a simple proof of coherence of the sheaves Og,; from this

*) Cross references in this book follow the usual convention: 2.4.2 refers to Paragraph 2 of
Section 4 in Chapter 2. For cross references within a chapter resp. a section the chapter
number resp. the section number is not repeated.
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84 4. Analytic Sets. Coherence of Ideal Sheaves
|
§2. Coherence of the Sheaves ¢(A4)
'\
i This section is devoted to the proof of the following
it

Fundamental Theorem: For any analytic set A in a complex space X the _
sheaf of ideals ¢(A) is a coherent Oy-sheaf. &

This coherence theorem is as basic as the coherence theorem for the
structure sheaf. The theorem was probably known to Oxa in 1948 (cf the
last lines of his 7' paper, [OKA], p. 106), the first proof was published in 1950
by CARTAN (cf. [CAR], p.631). In 1951, in his 8" paper, OkaA published his
proof of what he then called “théoréme de H.Cartan”. For further details
the reader may consult CARTAN’s comments on OkA’s papers VII and VIII
in [OKA], p.106-108 and p. 132-134.

b | We shall give here a simple proof of the Fundamental Theorem which
we will also call the OkA-CARTAN Theorem. Ingredients of the proof are the
RUCkeRT Nullstellensatz and the Local Description Lemma (thus the Finite
Mapping Theorem and HENSEL's Lemma are involved).

N

e e A S S

s AT Wl b

A i i e AL

1. Proof of Coherence in a Special Case. We first discuss the simplest i
situation. Let z,, .., z, resp. wy, ..., w, denote complex linear coordinates in
C? resp. C*.

Proposition: Let c, ..., ¢, be holomorphic functions in an open set L in C°. 3
Then the set A:=N(w, —c,(2), ..., w,—¢,(2)) is analytic in L x C* and its ideal i
sheaf ¢(A) is generated over L x C* by the functions w,—c,(2), ..., w, —¢;(2).

In particular, the sheaf ¢(A4) is O, ge-coherent.

Proof: Fix acA. We may assume that a is the origin 0eC". Setting
i W i=W, —Cy, ..., Wi =W, —C,, we see that z,,...,z;, W,,...,W, are complex
B coordinates around 0. In these coordinates A is given in a neighborhood of
5 | 0 by the equations w, =0, ..., W, =0. ¢
I: Let f,e0, be any germ and let E

A AN M, Hd ‘Vl WYk
f(zl:---azd, Wp---,Wk)—zam...,.,\-,...vkzl *Zg ¥ Wk

be its TAYLOR series expansion around 0eC" If fyes (A)0 we have
flzy, .., 24,0,...,0)=0, ie. a, ,,0.0=0 for all p,, ..., u;. This means that f
=h, W, +. +h,‘w with functions h,, ..., h, holomorphic in a neighborhood
of 0eC". We conclude

fo€i(A)g=f=hy-(W,—c))+...+h-(w,—c,) near O.

b i g 1 ity

et Tem 2 (AL Ao T

Therefore, w, —c,, ...,w, —c, generate ¢(4),.

2. Reduction to Analytic Sets in Domains of C". Returning to the general
situation, we now show that it is enough to consider the case where X is a

4
g
1
|



admin
下線


7z FF A

2 E XM

[1] R.Baire, Legons sur les fonctions discontinues, Gauthier-Villars, Paris, 1905.

[2] H.Behnke und K_Stein, Konvergente Folgen von Regularititsbereichen und die Mero-
morphieconvexitat, Math. Annalen, 116, 1939.

[3] L.Bieberbach, Beispiel zweier ganzer Funktionen zweier komplexer Variablen, welche
eine schilichte volumtreue Abbildung der R4 auf einen Teil seiner selbst vermitteln,
S. B. preuss. Akad. Wiss., 1933.

(4] E.Bishop, Mapping of partially analytic spaces, Amer. J. Math., 83, 1961.

[5] A.B.Brown,On certain analytic continuations and analytic homeomorphisms, Duke
Math. J., 2, 1936.

[6] E.Calabi and M. Rosenlicht, Complex analytic manifolds without countable base,
Ann. of Math., 58, 1953.

[7] E.Cartan, Sur la géométrie pseudo-conforme des hy

variables complexes, Ann. Mat. pura. appl., 4, No. 1, 1932.

[8] H. Cartan,Sur les fonctions de deux variables complexes, Bull. Sci. Math., 54, 1930.

persurfaces de l'espace de deux

[9] H.Cartan, Sur les fonctions de deux variables complexes : les transformations d’un
D, Bull. Soc. Math. France, 58, 1930.

domaine borné D en un domaine intérieur a

[10] H.Cartan,Sur les domaines d’existence des fonctions de plusiers variables complexes,
Bull. Soc. Math. France, 59, 1931.

[11] H.Cartan, Les problémes de Poincaré et de Cousin pour les fonctions de plusieurs
variables complexes, C. R. Acad. Sci. Paris, 199, 1934.

[12] H.Cartan, Note sur le premier probleme de Cousin, C. R. Acad. Sci. Paris, 207,
1938.

[13] H.Cartan,Sur les matrices holomorphes de 7 variables complexes, J. Math. pur. et
app., 18, 1940.

[14] H.Cartan und P.
komplexen Veranderlichen : Regularitats- und Konvergenz-bereiche,

106, 1932.
(15] L.Chow,On compact analytic varieties, Amer. J. Math., 71, 1949.
plexes, Acta Math., 19, 1895.

[16] P.Cousin, Sur les fonctions de n variables com
d’une série double, C. R. Acad. Sci. Paris,

Thulleri, Zur Theorie der Singularitaten der Funktionen mehrerer
Math. Annalen,

[17] E.Fabry, Sur les rayons de convergente
134, 1902.

(18] M.Fékete, Uber die Verteilung der Wurzeln bei gew
mit ganzzahligen Koeffizienten, Math. Z., 17, 1923.

(19] R.Fujita, Domaines sans point critique intérieur sur I
Math. Soc. Japan, 15, 1963.

issen algebraischen Gleichungen

espace projectif complexe, J.

‘z
ka
i

i

g

£

;
b
i =4




® 5l

¥ fT
FEREEAS (i 23 ) 162
RIT (RATEAD) 50
BT (EAEE D) 32
¥ (0-4 FTLD) 229
SHEHR 9
FEAFEK (FTEREA L) 196
AR (R EBRED) 9
HEPEIRENE 154
FEBTORE 82
BRAMEE R (B HRD) 156
ERE 116
ERBITES 197
ESESR 277

T AR 24
— 25[ 277

ERS (BrRAD) 197
BEHR 156

AR 203

ERE 32

FERlEE 14

R (RiTEA&LEn) 195
ERFEfmZER 248
EAIMNRER 37
EfIMRE 37
ERI~7 bk 54
EflE 32

RHE 6

FABPURERE 10

4 17
1A (RITEan) 198
BAL (BEHRD) 156
&R 46
REMIBIL (BERD) 156
HH I M (Hartogs $EIKO) 25
HH#12 ™ (Reinhardt $EI%) 12
E2MEY (RITEAD) 198
ZME 6
ZEN MR 37
ZEAMKE 37

I BF A

ZEFEMEE 16
ZEERAMERK 22
Z2EHAMEE 22
BEEE 134

Bk 6

RIKERE 8

mRE 5

& (0-E Y2 —1) 202
RS (BITEAD) 59
TEHMATEEE 265

+ &
Rk fRs 165

PAY ﬁ
JEFRKRERE 8
BRI Z R 237
HERsHEMN 8
HEETE 6
HEESR 6
TES T4
5y O-EV2—L 202
oy ZEES 161
w5 200
SHigiE 165
g 165
SUEE 165
SEERMY 240
IREIAEI S 154

-7
ABREK (0-EY2—1D) 203
AELERK T3
FETEE 116
AFEEZCELTOK 37
AEMRE 97

i - )
V¥a25—7 7 A (EM@REN) 36
MM (Cousin % 2[EN) 93
1R (R0 2204
& 16945 227




PIFF

204 HTHE RH%RAXEMEK

< (@) BT LOR § KB E (@) ORI, BERBILRD k512, DofE
BOBEA 5 &, 6§ 2B 5 (Q) VEEDR f(z) DM (f(2),6) P&IFIZ D I
B3 v kD O- ¥ 2—NEfEh, ThE 1RME Q) &3 O-FZa—k
v, L{Q} EET.

COWED D L ICRDEENF/LND.

Sy kmT.1 (B) Cro@MD =B BERD LKMIME (Q) 1055 0-EYV 2=
L L{9) 3, D o&SIBeTRHERERTS 2.

s pEBE 0-EV2—VOBRIBIAEEETHY, MIKE- THEME N,
LT~ 358 HoCartan (2 & » THESALLNTHS.

7.3.3 Z—oOOHEEEE

R T 570, nt 1 HOERERK 21,0 20 v w % Crtl TEZ
32rrl, DEEEER 21,... 20 DEM C" OB BHA, | 2 HEENERE
LT, DicBia | EOERER o;(z) (G =1,....1) EFREET 5, REKEEK
D w DEEAEAX

P((2),w) = w' + a],(z)w"1 +---+a2)

225, ZLTr $EOKEL, wNFEC CBUAMAMART: lw|<r &,
DERNE () fzvw L, P((2),w)=0 Y nm w 3T RT T ORLREI
Nzt icHx, A=DxT &BL.

CHOLERDONDEENELNS.

*E 7.2 (HEOEE) f((2)w) & ARBY LEBNEREKETHLE,
b A CERZER ¢((z), w) B L D e 51T 2 ERIEK cx(2) (k=0,1,...,1
REEET S w0 11 ROBESHX
r((2), w) = co(2)w! ™! + -+ + a-1(2)

¥, EEX

£((2), w) = q((2), w) - P((2), w) +7((2): w)
FRD IO LS KRB EHTES, TOLE ¢((2)w) & alz) B f((z),w)
Lo T—RMIEEEY, f(2)w) # A THRERX [f((2)w)l < M Rz LTw
b, A BEU D TERENTER

lg((2), w)| < KM, |e(2)| £ KM h=0,1,...,0 - 1)
i3, 270 K (3 f((2),w) RI3 & LHEWERTHS.




226 ETE WEAXERERK

7.5 RAARKEEE

7.5.1 (-AFT7N

D % n ANEEEK 21, ...» 20 DER C? BT HBEMEL, vEXNED
LEQEEKE LT, DBF5 vln A ROEM~T b VEREK

Fj(z)=(Fl.j(z)v---yFA,j(z)) (=L,
REZ, 512 fi(2) G=1,...,v) ERMEKL L C# 1 RN
Q) fi(2) - Fi(2) + -+ fu(2) - Fu(2) =0

2222, Z2LT6% DICRINHEROMEALL, fi(z) 2 61BUE () D ‘
B (f1(2), fa2)s s fu(2) DB BRAL LD L) AWBELT, 20k 3% fiz)
v 5 Ol (fi(2),6) PotEE T T2k, T3 D KBS OATTIELS. &
nE LKRBIE {Q} Kk 3 LATFTRENY, Q) EET.

04 FTNEDOWTROEERN /LS.

*E 7.7 D IicBUAERD LRBR (Q) 82 LATTNV H{Q} i3 D NER
TRAARERTH 5.

CTOEBIIEET.1 DRTH 5. COETIRINEEREHE>T, W{OPNER
% O-4 FTAORFERIEEREEAL L.

752 G-AFT7WN

D#%CrizEdahaEREL, T % DIiCBIBERN O-4 FPLETD
X DofpTI CERTAEENTRT p TRICLB LD, pE IOFRLLY
I nESekE T NEEEALV). DDA gH I OERTE WD, ¢ KB
BEENENESY ¢ TT BT 5.

D e B BEED O-4 7T I NEXES B 3¥IC D IBHAMRATS 0,
K212 T 7 D DESTRAIERERY 5 E (3 D BT 2RIREATH2.

#icE % D BIsEENEEALL, 6% D BT ERORES, f(2)
% EN6 CEL%d 6§ CERLERELT, 20X % f(2) £ § DM (f(z) 6 »
k2 T LT 2L, TI3D KBTS O-4FTNMHd, Zhk EKETS G-
FEL LWL, G{E} LET. 3

G-A FTPNEDWTRDERFJLNS.




T

75 RAREER 227

\ s ) : ’
£27.8 %D 125 AEROMIES KT S G-A 77N GELUD | %f;{‘ TET
AETHCRIERERTS B, faosE e

(BEEE] %7, S PHEBRAMITEAOBEEEZL.
i EREMEICTE2D, C 2 r HOBRREK 21,..o & DEWC" & n—r1
 AOERERK wi ..., Way DM C* T OEREMEELZILEL, DEC
Db BERL LCEMER A = DxC" #E25. 2L T D 2B HIEN
W 0 1(2) G=L..on—m k=1..1) PERETIERRTFE bW
w; (j=1,...,n—71) DEEZERN

Pi((2) w;) =w? + a1 (2 T o ay(x) G=L..on=T)

221, AlBVT P((2)w))=0(G=1...,n—1) THZ LNBMITEAE T
&5 5.
CHLE, ROGEIBLNS.

SET.5 AlBY3GAFTN G{E} I3 n—r @OREFAR
PJ((Z)'wJ) (j=1,--.,n—r)
IcE > TERENS.

(BEBR] FEPAIE n—r ICBIT BURINETH 2. $¥n-r=10kE ZOE
BOAo. FNTn-r—1 DL EFRYIPELRELT, n—r Dk EFEAT .
p=((a), (b)) % £ DEEDHEL, T C BT (@) 2L LT Z2AZAM

§ ilok—akl < (k=1...,7)
B E, K& Cy, IS8V THMIR
’yj . |wj"bj|$pj (j=1,...,n—r)

RV,
Y=7 X X Yn—rs ¥ =72 X X Yn—r
rBE, BLITA=8xyBIUXN=6x7 r8l. FLT e BIUV p; 2L
LT A A BN, &b E 1 oxoy LRDLAVEREL, 0 =En)
e BL.
HLEE P,-((z), 'w,-) (=¥ =§X v 2BnT

Py((2), w5) = w;((2)s wy) - Fj ((2)w5)




KODAI MATH. S3M. REP.

los. 5-6, Dec., 1949.@

NOTE SUR LES FONCTIONS ANALYTIQUES DE PLUSIEURS VARIABLES,
Par Kiyoshi OKA.

(Conmunicated by Y. Komatu)

Introduction. 1. Le champs de
fonctions analytiques de variables
quelconques s’ étend aux champs de: ,
arithmétique, algébre, analyse, géomé-
trie, eh\scionces exactes, C'est un
fait, trosAsimple mais tout fondemen-
tal. On reévera aux nouveaux proble-
mes qui y s’attachent., C’est une des
raisons que nous avons commencé &
étudier la théorie des fonctions ana-
lytiques de plusieurs variables.

, Revenons & ¢ i introduction de notre
Mémoire I [5] ou se trouve une
famille de probléms tout fondamentaux

reliés intimement les uns aux autres,

Esséntiellement dit, c’est H.Behnke
et P.Thullen [ 21 qui ont posé ces
problémes avec des raisons 1’ %tre,
dont une est historique, et cela par
une méthode tout & falt concréte,
précisément dit, en exposant un Ouvrage
de la mesure convenable, (Voir: Theo-
rie der Funktionen mehrerer komplexer
Veraenderlichen, 1934, spécialement
pages 54, 68, 79.)

Par les I(émoirge 1-vi [£5] , nous
avons fait un expériment pour savoir
la vole.

" Depx’us lors, nous nous sommes occupéa
efforcement, avant tout, pour révoir
les résultats et méthodes, d’ou a par-
tir, dont nous exposerons, une partie
dans la Note actuelle, et 1’autre partie
dens ia Note auivax\lte. Dont, nous al-
lons expliquer brieévement la raison,

2. H.Poincaré a repris un probleme
essentiellement important pour la ci-
vilisation, 1’ éducetion étant comprise,
par exemple. Un probléme depuis la
lointaine, mais c’est lui qui en a pre-
midrement parler, explicitement., Mais
sans ;expliquer la ralson profonde, ni
1la methode congréte, nous pensons ainsi.
C’est le probleme suivant:

, Probléme (a) - De quelle maniére le
découvert mathématique se présente %

Et, 11 nous semble que, c’est R,
Descartes qui a fourni la recherche,
que nous somme en train de faire dévote-
ment, avant tout, d’une méthode con-
venable de la représentation.

Pareillement, 11 y a le probléme
que voici:

Probléme (A) - De quelle maniére
une étude d’une seule et la méme branche
des sciences mathématiques se .pousse de
plus en plus par une seule et la méme
personne au sens propre ?

Vaturellement, il y a, un ordre de
problémes, qui nous apparaissons, comme
ensemble, arithmétique, c’est-d-dire,
dénombrable actuellement, entre (a,A)
ot s'étend aux deux cdtes. Nous avons
décide de les étudier éfforcément pos-
sible, pour 1’éclaircir plus ou moins
la matrice de la civilisation,

S Spﬁcialomenb, nous semblons que,
les probldmes (A), (a), pour fixer
1’idée, posseédent une seule et la méme
partie essentielle, autrement dit, ces
problémes se ressemblent & la partie
essentielle.

Et, ¢’ est pour 1’ experiment criti-
que, pour affirmer notre idée ci-dessus,
visiblement, que nous exposons la pré-
sente Note,

4. la préaonte Note et la Note sui-
vante, comme ensemble, consiste en deux
pu:ti.u. dont: la partie I et la pre-
miere moitie. de la partie II sont
mathématiquement exactes & nous; mais
le reste ne 1’est jamais, dont nous
expliquerons la raison: gquoique nous
en avons ,examine le mode de raisonne-
ment, e:‘tnit sans papier, nous y avons
quand méme parcouru le champs des logi-
ques mathématiques ol 1’ intuition pure
ne demeure plus, sans doute,

5. Donc, naturellement, du pré-
sente Note, ne se présente aucune re=-
striction pour le lecteur pour gudier
1e champs actuel et exposer le resultat,
nous pensons ainsi,

6., Disant un mot, .... est commencé
3 dbcider, de décider .... coule dans
la cx}gnso, se forme de plus en plus et
8’ arrét a étre formulé; nous voyons
ainsi, (Je voudrais dire ici le remer-
clement profond 3 Fuju-Kal, pour son
secours depuls le temps de la Note sur
les domeines pseudoconvexes, jusqu’au
temps actuel,)
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I. Le domaine finl et sans point
- de ramification.

Comme nous venons de le dire, pour
les résultats exposés dans nos Mémoires
I-VI, nous avons essalé de les étendre
aux domaines du titre, et nous 1’ avons
fini a la fin de 1943,

Corme H.Behnke et K.Stein £13 1les
ont déje indiqués, le théoreme sur le
développement (ou approximation) de
fonctions holomorphes reste subsister,
il en est de méme pour les théoremes
concernant les problemes de P,Cousin
pourvu si- 1’on se restreint aux domaines
d’holomorphie de feuilles bornées; et
dont le premier fournit le deuxiéme au
cas g‘néral\d’un lemme suffisente pour
le passage a laslimite.

Le seul probléme qui reste a traiter
est donc, ce qul concerne la conception,
holomorphe~-convexe (regulir-konvex) que
H.Behnke a introduite et formulée avec
P.Thullen au page 72 de leur Ouvrage [2]
dont la partie actuellement 1m;>ortnnte
et que la trolsidme domaine B} (B,c B/
& RB) est par définition de feuilles
bornees; or:

Probleme — « Tout domaine pseudo-
convexe (fini, sans point de ramifica-
tion) est~il holomorphe-convexe % »

Dont, la conception de F.Hartogs,
domaine pseudoconvexe, donnée dans le
Memoire VI [5] peut étre irmédiate-
ment généralisée (puiaque, sans point
de ramification), Pour le probleme
actuel, le théoreéme de H.Cartan et P.
Thullen [ 43 ne repond plus pour les
domaines d’holomorphie, sauf le cas de
feuallles bornées. Or, la réponce est
affirmative.

II., Idéaux holomorphes,

Maintenant, nous allons parler de la
deuxidme généralisation. Dans ce cas,
11 faut parler d’abord 1’indétermina-
tion de la voie & décider. Clest ainsi:
ou bien, si 1l’on faire la generalisation
en admettant des points & 1’infini, 11
y a quelques probldmes, mais ile ne sem-
blent pas essentiels; ou bien, si celui
de points critiques, c’est-d-dire, de
points de ramification, dana ce cas,
nous avons arrive finalement a aperce-
voir des divers sorts de difticultes,
tout a fait nouvelles a observer, ....
et nous avons trouve que:

1° Supposons le domaine & sur le
plan de la veriable 2z , et la fonc-
tion holomorphe #(z) A traiter, et
on pourra su cas essentiel, deformer
continuement le domaine (de la forme
originale & 1’intérieur). 2° Au con-
traire, si ¢’est pour un domaine con-
tenant le point critique %, , la

déformation continue n’est permise
plus.

c’est un fait tout & fait fonda-
mentalj; nous appelons entre nous, le
cgs comme la deuxiéme d’8tre arith-
met 6, et celui des premier non-

arithmetique.

Wous sommes ainsi devenus de re-
connaitre qu’il est indispensable &
nous, d’étudier d’abord, les idéaux
du titre,

Ae élémenca de : idg'nl et
= probleme a partir
Nous nous restreindrons aux domaines
univalents & 1l’espace fini de m vari-
ables complexes, pour fixer 1’idée,

toujours sauf le cas ou la réciproque
est indiquee, explicitement,

En donnant la liberté a 1’ é1ément
analytique de C.Welerstrass, et en méme
temps, en prolongeant celul de B.Rie-
mann au champs général, ou méme 1’in-
tuition physique ne demeure plus; con-
cevoyons une paire ordonnée ( F, & ),
dont § est le domaine connexe ou
non, et F 1la fonction holomorphe dans

§ , et nous conviendrons que (f, §)
= 0 , ou bien si =0 ou blen si
§ =0 . Considérons un ensemble (I)
des é1éments ( £, § ), et nous 1’ex~-
primerons aussi en disant que f ¢ (I)
pour & . L’ensemble (I) sera ap-
pele ideal ho]l.omorpho, ou selon le cas,
simplement ideel, 2’1l satisfait aux
conditions suivantes:

1° s1 (f, 8)e(Det (£, §')
quelcongue, alors on a o«# € (I)
pour §n S,

2° s1 (§, 8)e (1), (5,8 )e(1), alors
ona §+§ e(I) powr §NE

De la définition, la suivante:

« si (f's)e(f), 5.5 %, 5
alors on a (f, §)¢€ (I) » = Donc,
on peut dire que f ¢ (I) ou non en
un point. Etent .donnés un idéal (I)
et un domaine pseudobase de (L) pour
2 , 81 elle consiste d’un nombre

ini de fonctions holomorphes, c’est-
a-dire, uniformes dans & et apparte-
nant & (I) en tout point P de &
et si, ;‘:our toute fonction f appar-
tenant & (I) en tout point au voisinage
de P on e toujours, identiquement

§ = F, 4+, F+ <o+ o F, en
p , o, @etnat des fonctions holo-
morphes, Et, nous avons:

Pgoblé_r;g J —« Trouver une pseudo=-
base d’un idéal donné (I) pour un
domaine domnd & . >

La partie essentielle de ce pro-
bleme est, comme nous le verrons plus
tard (voir 1l¢ probleme (E)), la sui-
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vante:

hgbl‘gg II = «Trouver une pseudo-

base de (I) pour un point donmé P de

» ¢)est-d-dire, pour un volsinage
déterminé de P .»

Nous appellerons toute base comme
ci-degsus, base locale, On ne peut
pas resoudre les problemes II sans con-
dition, puisqu’il y e des divers exem-
ples. Or, parmis les problemes de II,
ce qui est a traiter pour la premiére
fois, est la sulvant:

(W AR +AF + + AFR=0,

et nous appellerons tout systéme
(A, A,, , A,) consistant des fonc~
tions holomorphes dans un domaine
(connexe ou non) § contenu dans &
ntiufaiuntﬁidentiquemnt 8 la rela-
tion (1), d’etre une solution de
1’équation (1) pour § . Considerons
1’ensemble (I) consistant de toutes
les paires ordonnées { A, ) des
solutions de (1) pour § , (I) est
un 1déal, et le probléme dit plus
haut, C’est:
mmsm_xu — « Trouver pour un
point donng de 2~ une base locale
pour, 1’1déal expliqué ci-dessus,

(I): { (A,, I)} »

Avec H.Cgrtan, nous allons expli-
quer la signification de ce probléme,
Rassemblons une sorte de problémes, ,
seulement en respec P 2idee,

4 la sensation, et & IFQIL\EO propre
d’histoire.

D’abord, soient f,,F,- » F, £, ¢
fonctions holomorphes dans un domaine
S 3 8’11 existe une solution de la
forme §-¢= 4R rfs - +4F, 4
étant des fonctions holomorphes dans
& , nous appelons avec P.G.L. Diri-
chlet que les fonctions F , ¢ sont
congruentes dans » par rapport &
(F) , et avec lui nous le désignerons
per F=¢ mod(F) o Soit P un
point de © , deux fonctions holomor-
phes sont appelées congruentes en ¥ »
8’11 en est ainsi pour un voisinage
de P ; et:

- s

obleme de A, Weil — «Etant donnés
un domaine univalent, fermé et borné A
¢ 1’espace de m variables complexes,
une combinaison (ne pas ordonnee)
h, 5, , F ) de’ fonctions holo=-
morphes au volsinage de A est une
fonction & de la méme nature; et cela
de telle fagon que @ =0 mod(F)
en tout point P de 4 ; trouver un
systéme de fonctions A, (.=1,2, ', {)
holomorphes au voisinage de A , te
que D= AFf +AFE~+ +Al’ Fl’ identi-
quement,

Nous avons rencontré ce probléme

dans le Mémoire V], a 1’ hypothése de
A.Weil (1932-1935) L[6])

Problémé (C) — «Reprenons au sens
ci-dessus, A‘ » B Fb) 5
supposons qu’é tout point £ de A4 ,
11 correspond un polycylindre élémen-
taire (¥) et une fonction ¢ holomor-
phe dans (7) , et cela de fagon que,
pour toute paire de (7) contigus, les
fonctions correspondaptes soient con=-
gruentes par rapport a (F) en tout
point de la partie commune; et nous
proposerons de trouver une fonction

holomorphe & au volisinage de 4 ae
maniere que d =9 mod (F) en
tout point P de A -

" ljoua ayons rencontré ce problsme
deja au Memoire ILSI.

Ensuite, soient (7, f,, ,7}),
(%, @, - , %) deux combinaisons
de fonctions holomorphes dans un domali-
ne 9- ; elles seront appelees équiva-
lentes dans s 8’11 existe deux re-
lations des formes, Q= Ay Fy+rda o

+oen 4 oy Fy (=1t 2, 1) et
= 0. LG+ e+ 4 (=L,
: ...P’;)?‘oé adis 1s déug(;n’sréna ‘par

£)~ (¢) en un point P de B ,
8’41 en estainsi pour un voisinage de
4 H

Probléme (E) — «Dans les ¢ircon-
stances geometriques du probléme (C),
supposons qu’il corresponde & chaque
(7) une combinaison finie C(¥) de
fonctions holomorphes, de fagon que,
pour toute paire de (7) contigus,
es combinaisons correspondantes soient
équivalentes en tout point de la partie
communej; et nous proposerons de trouver
une combinaison finie (F) de fonctions
holomorphes au volsinage de 4 , de
gaconA que (F)~ (f) en tout point F
(] e >

)
?'f)',\. (9) . Nous appellerons que
C
’

Nous avons rencontré ce probleme au
Mémoire IIflet nous 1’avons évité en
trouvent une autre voie, le théoréme
I; c’est sur cette vole que H.Behnke
et K.Stein ont atteint aux résultats
expliqués 2 I,

Ce théordme I du Mémoire II [5]
peut etre constat® plus simplement, pour
le lecteur, mals notre fois, la voie
original & la demonstration, est la
oulée d’ nt (1931), de la Note
exposée en 19343 nous 1’expliquerons
dans un Mémoire ultérieur, au temps
ropre; la Note consiste en quelques
éléments, qui zeront publiés aux temps
propres, aux détalls, quolque ne pas
tout prochainement,

Ce sont la famille de problémes dit
plus haut, Or, H.Cartan a indique dans
un Mémoire tout récent [ 31 , que
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, <81 le probléme III est toujours
résoluble, il en est de méme pour les
problemes, de A.Weil, (C) et (E),
pourvu si 1’on se restreint aux do-
maines :fermés A , exterieurement ho-
lpgmorphe-convexes. »

Cela, sans do'monstratlon, mais

avec toutes les préparations. Donc,
disormais, le pro éme III sera appele
> és le de H » puisque,

c’est lui qui a premierement do au
probléme la raison d’8tre, suffisante.

C’est le probléme de H.Cartan que
nous cherchions, pour faire le point

de -départ. Or nous disons que: Le
niml&iwuw“ﬂ
résoluble,

Dans ‘la Note suivante nous parle-
rons d’une forme commode de condi-
tions nécessaires et suffisantes pour
1)existence de bases locales d’idéaux

holomorphes, d’ emple et\d’;_m
sous-exemple trés important a nous,

(Pin de la premiére Note,
le 1 Décembre 1949,)

(%) Received 19, 1949

11 H.Behnke-K.Stein, Approximation
analytischer Funktionen in vor-
gegebenen Bereichen der Raumes
von m komplexen Veraender-
lichen.
neue Folge 1 (1939) 195-202.

{2)H.Behnke-P,ThuTlen, Theorie der
Funktionen mehrerer komplexer
Veraenderlichen, Erg. Math. III
3, (1934) Berlin.

, Idéaux de fonctions
analytiques de = variables
complexes, Annals Sei. Ecole

Goettinger Nachrichten,

Norm. Sup. (3) 61 (1944) 149-197.

voir aussi: Jour. de Math, (9)
19 (1940} 1-26.

&) H.Cartan-P,Thullen,
und Konvergenz Bereiche.

Ann,

151K, Oka,
ues
1)

(11)
(TEL})
(1v)

(v)

(v1i)
[6]A.Well,
(1)

(2)

Regularitaets~
Math,
106 (1932) 617-647,

Sur les fonctions analyti-
de plusieurs variables,
Domaines convexes par rap-
port aux fonctions ration-
elle. Jour. of Sci. Hiro-
shima Univ. & (1936) 244-
255,

Domaines d’ holomorphie,
ibid. 7 (1987) 115-130.
Deux3idme probleme de Cou-
sin. 1ibid. 9 (1939) 7-19.
Domaines convexes par rap=-
port aux fonctions ratio-
nelles, Jap.Jour, of ’
Math. 17 (1941) 517-521.
D’ intégrale de Cauchy,
Jap.Jour. of Math., 17
(1941) 523-531,

Domaines pseudo-convexes,
Tohoku Math., J. 49 (1942)
15-52; voir aussI® Proc.
Imp.Acad.Tokyo. 17 (1941)
7=10, "
Sur les séries de polynomes
de deux variables complexes
C.R.Paris 194 (1932) 1304-
1305, ,

L’ intégrale de Cauchy et les
fonctions de plusieurs va-
risbles, Math.Ann. 111
(1935) 178-182,
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38.

Idéaux et modules de fonctions analytiques
de variables complexes

Bulletin de la Société mathématique de France 78, 29-64 (1950)

Introduction. — Dans un Mémoire intitulé : Idéaux de fonctions analytiques
de n variables complexes (Annales de P Ecole Normale, 3¢ série, 61, 1944,
p. 149-197; ce Mémoire sera désigné par les initiales I. F. A. tout le long du
présent travail), j’ai tenté d’expliquer le role joué par les idéaux dans certaines
questions de la théorie des fonctions analytiques de variables complexes; j'ai
indiqué les principaux problémes qui se posaient, et tiché de les résoudre. Je n’y
suis parvenu que d’une facon incompléte, ayant di laisser sans solution deux
problémes-clefs (« premier probléme » et « deuxiéme probléme », p. 187 de 1L F.A)
Les mémes questions ont été travaillées d’une maniére indépendante au Japon
par K. Oka, dont les beaux travaux antérieurs m’avaient d’ailleurs guidé¢ dans
mes recherches sur les idéaux. Sans avoir pu prendre connaissance de mon
travail I. F. A., Oka a écrit en 1948 un Mémoire ou il étudie les mémes questions,
quoique en des termes un peu différents. Dans ce Mémoire, qui_parait dans cc

méme volume du Bulletin, Qka résout le premier des deux problémes-clefs dont
je parlais plus haut, et obtient donc des résultats plus complets que ceux de mon
Mémoire de 1944. Ayant eu le privilége de connaitre en manuscrit le nouveau

travail de Oka, j’ai ¢1é conduit a faire une nouvelle mise au point de Pensemblg
de la_théorie. D’une part je donne ici (ci-dessous, théoréme 1) une solution
_simplifiée du « premier probleme » (L. F. A., p. 187) résolu par Oka: d’autre

art, grace a la solution de ce premier probléme, je résous aussi le « deuxiéme
y grace on I S auss L
_probléme » (1) (ci-dessous, théoréme 2), ce qui me permet d’aborder franchement

Pétade globale des variétés analyliques (vorr par exemple les théorémes 7 ter ct
8 ter ci-dessous).

La lecture du présent Mémoire, qui donne autant que possible des démonstra-
tions complétes, devrait en principe se suffire a elle-méme; j'y fais peu d’usage de
mon Mémoire I. F. A., Poptique d’ensemble ayant changé. Les quelques résultats
initiaux qui sont admis ici sans démonstration sont énoncés explicitement sous
forme de lemmes, avec renvois précis a . F. \. ou a d’autres Ouvrages.

Le but final de ce travail est I'étude globale des idéaux (et des modules) de
fonctions mnalytiques dans les domaines d’ holomorphie; il est atleint au para-

(') Note rajoutée a la correction des épreuves : d'apres des papiers communiyués recemment
a l'auteur, il semble que K. Oka ait aussi obtenu, de son c¢oté, une solution du densieme probleme,

618
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utilisée plusieurs fois depuis dans des cas plus généraux, notamment par
FRENKEL dans sa These.

Aujourd’hui, les problémes de Cousin trouvent leur solution naturelle dans le
cadre de la théorie des faisceaux analytiques cohérents (voir ci-dessous, 7)).

7) Théorie des faisceaux sur une variété analytique complexe

L’étude des problémes globaux relatifs aux idéaux et modules de fonctions
holomorphes m’a occupé plusieurs années, en partant des travaux ’OKA. Des
1940, j’avais vu qu’un certain lemme sur les matrices holomorphes inversibles
joue un role décisif dans ces questions. Ce lemme est énoncé et démontré en
1940 dans [35]; dans ce méme travail, j’en fais diverses applications, et je
prouve notamment que si des fonctions f; (en nombre fini), holomorphes dans
un domaine d’holomorphie D, n’ont aucun zéro commun dans D, il existe une
relation = ¢f, = 1 A coefficients ¢;holomorphes dans D. Dans [36], j’introduis la
notion dé «cohérence» d’un systéme d’idéaux et je tente de démontrer les
théoréemes fondamentaux de ce qui deviendra la théorie des faisceaux
analytiques cohérents sur une variété de Stein; mais je n’y parviens pas dans le
cas le plus général, faute de réussir & prouver une conjecture que K. OKA.
démontrera plus tard (1950) et qui, en langage d’aujourd’hui, exprime que le
faisceau des germes de fonctions holomorphes est cohérent. Sitbt que j'eus

connaissance de ce théoréme d’OkA. (publié avec beaucoup d’autres dans le
volume 78 du Bulletin de la Société mathématique de France), je repris
’ensemble de la question dans [38], en introduisant systématiquement la notion
de faisceau (introduite alors par LERAY en Topologie) et celle de faisceau
cohérent (mais pas encore dans le sens plus général et définitif qui sera celui de
mon Séminaire 1951-52). Il s’agit essentiellement de ce qu’on appelle
aujourd’hui les «théorémes A et B». Cependant, la formulation cohomologique
générale du théoreme B ne viendra que dans le Séminaire cité, a la suite de
discussions avec J.-P. SERRE. La conférence [41] est consacrée a une exposition
d’ensemble de ces questions (sans démonstrations), avec indications sur les
diverses applications qui en découlent pour la théorie globale des variétés de
Stein, et en particulier pour les problémes de Cousin.

8) Un théoréme de finitude pour la cohomologie

11 s’agit du résultat suivant, obtenu en collaboration avec J.-P. SERRE (cf. [42],
ainsi que mon Séminaire 1953-54): si X est une variété analytique complexe
compacte, et F un faisceau analytique cohérent, les espaces de cohomologie
H9(X,F) sont des C-espaces vectoriels de dimension finie. Le méme résultat
vaut, plus généralement, si X est un espace analytique compact.

Ce théoréme n’est aujourd’hui que le point de départ du fameux théoréme de
GRAUERT qui dit que les images directes d’un faisceau analytique cohérent par
une application holomorphe et propre sont des faisceaux cohérents.
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(). Then we can find a holomorphic function ®(x) in a neighbourhood of A such
that &(x)= @(x) mod(F) at any point P of A.

Theorem 1. With the same geometric configuration as in Theorem 11, suppose
given on each (y) a finite system (f) of holomorphic functions, in such a way that
for each pair ('), ("), the corresponding systems (f"), (1) are equivalent at each
point of the intersection (3). We can then find a finite system (F) of functions
holomorphic in a neighbourhood of A such that (F)~(f) at any point P of A.

Theorem IV. Given holomorphic functions F(x) (i=1.2,....p) in a neigh-
bourhood of a closed polycylinder A, we can find a formula for the solutions of
the functional equation A F,+A,F,+...4+A,F,=0 in a neighbourhood of A.
The same is true also for systems of simultaneous homogeneous linear functional
equations.

We have restricted ourselves to closed polycylinders; these problems then
become solvable for less restrictive closed sets by virtue of intrinsic properties.
Besides the theorems stated above, we obtained the remainder theorem in No.
5. On the subject of these theorems, we shall be obliged to study them
quantitatively if we hope to be able to apply them widely.

We have thus explained the results obtained. On the other hand, we shall
speak of the problem we have been led to, viz:

Problem (J). Given an ideal with indeterminate domain, find a finite local
pseudobasis.

As for this problem, I know almost nothing about it, not even an idea of
what might be the most favourable attitude in its study. We only know that
this problem cannot always be solved, without further conditions as we have
seen a counter example in No. 2.

Problem (K) which we solved above is just a special case of this problem.
This was essential in establishing the theorems stated above. hall return to
the general problem in another case and prove that the problem can be solved
without further conditions for a geometric ideal with indeterminate domains. This
will be indispensable in treating the problems we have been studying since
Memoir I when we allow points of ramification to appear. These two examples
will already show the importance of this problem.

Commentaire de H. Cartan
Ce Mémoire a été écrit en 1948 et publié en 1950 (Bull. Soc. Math. de
France). Il est le résultat des réflexions auxquelles s'est livré OKA aprés la

lecture du travail de H. CarTAN (J. de Math. 19, 1940, p. 1-26) dont il a di
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avoir connaissance seulement aprés la guerre de 1939-1945. Il n’avait probable-
ment pas connaissance a cette époque du travail de CARTAN sur les idéaux de
fonctions analytiques (Ann. Ecole Normale Sup. 61, 1944, p. 149-197) ou
étaient notamment étudiés les “systémes cohérents d’idéaux ponctuels™ Les
problémes envisagés par CARTAN sont aussi considérés par OKA (quoique dans
un langage différent), mais OkA va plus loin dans les résultats.

OkaA introduit systématiquement la notion d'“idéaux de domaines
indéterminés”, notion qui est en substance équivalente a celle de faisceau
d’idéaux introduite par CARTAN en 1949 (Bull. Soc. Math. de France 78, 1950,
p. 29-64), laquelle a prévalu depuis.

OkA pose ici une série de problémes fondamentaux. Le probleme (J), en
termes de faisceaux, est le suivant: “un_faisceau analytique d’idéaux est-il
cohérent?”. Oka donne lui-méme un contre-exemple. 1l semble qu'a cette
époque il savait que le faisceau d'idéaux défini par un_sous-ensemble ana-.
lytigue est cohérent (cf. les 5 derniéres lignes du Mémoire);_mais il n'a pas
publi¢ de démonstration, ce résultat ayant été entre temps publi€é par CARTAN
dans son article de 1950.

Le probléme (K) est résolu ici: il s'agit de la cohérence du faisceau des
relations linéaires entre un nombre fini de fonctions holomorphes (probléme
posé par CARTAN en 1944, mais que CARTAN n’avait pu résoudre).

L’ensemble des résultats démontrés dans ce Mémoire VII est condensé dans
les théorémes I, II, III, IV énoncés a la fin du Mémoire, et qui résolvent
respectivement les problémes (C,). (C,). (E) et (K). OKA ¢énonce ces théorémes
pour un compact A, produit de disques compacts dans les plans de
coordonnées.

Le théoréme I dit que si 'on se donne des F; holomorphes sur 4, en
nombre fini, et si une @ holomorphe sur A appartient, en chaque point de 4, a
I'idéal ponctuel engendré par les F,, alors ¢ appartient a I'idéal engendré par
les F, dans 'anneau des fonctions holomorphes sur 4. En termes de faisceaux,
cela s’enonce comme suit: si on a un morphisme surjectif de faisceaux (" —J
sur A, ol . est un faisceau cohérent d’idéaux, le morphisme de sections
I'(A,0P) > I'(A, .7) est surjectif (ce qui résulte du théoréme B appliqué au noyau
de 07— %),

Le théoréme I1 dit que si A est recouvert par des ouverts U, dans chacun
desquels on a une ¢, holomorphe, de fagon qu'en tout point de U,nU; la
différence ¢,— ¢, appartienne a I'idéal ponctuel engendré par les F;, alors il
existe une @ holomorphe sur 4 telle que, en tout point de U,, #—¢, appar-
tienne a lidéal ponctuel engendré par les F. Ceci, en termes de faisceaux,
s'énonce comme suit: si .# est un faisceau cohérent d'idéaux sur A4,
'homomorphisme de sections I'(4, ¢) - I'(A.(/.) est surjectif (conséquence du
théoréme B appliqué a .%).

Le théoréme I11 dit que si A est recouvert par des ouverts U,, et si, dans
chaque U,, on a un idéal de ¢(U,) engendré par un nombre fini de fonctions
holomorphes, de fagon qu'en tout point de U,n U, les idéaux attachés a U, et a
U, engendrent le méme idéal ponctuel, alors il existe un systéme fini de
fonctions holomorphes sur A qui engendre en tout point I'idéal ponctuel
donné. - Ceci, en termes de faisceaux, s’énonce comme suit: si .# est un faisceau
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pseudobases, so also does (I). Now, the adjoint contains F, and the quotient
contains F/~'. If i—1>1, we apply the same procedure to the quotient, and
so on. We proceed similarly with F,,F;,....F, successively, and arrive at a
system [(J,),(J,), ..., (J,)] of ideals such that we can attain any (J) (j=1,2,....49)
from (I) by a finite number of operations of taking adjoints and quotients with
respect to one of the functions (F) (i=1,2,...,49); further, if each (J;) has a
r pseudobasis, so also does (I). In addition, each (J) contains (F). .
: Let (J) be an arbitrary ideal of this system and let X’ be the set of its zeros.
Two cases are possible: either X'=ZX, in which case (J) has (F) as a pseu-
dobasis; or X'+ X, in which case X'CX as is easily seen. Let us consider the
subsystem (S) consisting of all the (J) such that 2'CZX.

Let us consider, in general, a characteristic variety T passing through (x©).
According to WEIERSTRASS, the portion of T in a neighbourhood of (x°)
consists of a finite number of branches. If the number of branches of dimension
i is v, (i=n—1,n—2,...,0), we make correspond to T the n-tuple «
=(V,_1.V,_2.--» Vo). Consider the set A of all the « (for a given n) and order it
as follows: let &' =(v, ,,v, 5,...,Vo) be an element of 4 different from a; we
shall say that a<o' if either v, _,<v, , orv, ;=v, ..., VeV, Wy <V U
=n—1,n—-2,...,1).

We make correspond to the ideal (I) the element « of the set A associated
to the set X of zeros of (I) at (x°); and, to the system (S) if it is not empty, we
make correspond the largest f# of the elements of A similarly attached to the
ideals of (S). Since X' C X, we have fi<o.

Now, each ideal (J) of (S) belongs to (F). We can therefore apply to it the
same procedure and obtain a system of ideals which corresponds to the system
(S) attached to (I). Let (S,) be the union of these systems when (J) runs over
(S,). If (S,) is non-empty, the element y of A attached to (S,) in the same way
satisfies the inequality y<p<a. Consequently, we can only continue a finite
number of times. (I) therefore possesses a pseudobasis at (x°). QED.

Commentaire de H. Cartan

Ce Mémoire VIII, de lecture trés difficile, est consacré a I'étude des fonc-
tions holomorphes sur les “domaines intérieurement ramifiés™. Il s'agit, en
réalité, de I'étude des espaces analytiques normaux (ie. dont l'anneau des
germes de fonctions holomorphes en chaque point est intégre et intégralement
clos), et plus généralement de la “normalisation™ d’un espace analytique réduit.

Cette étude souléve des problémes de nature locale: le théoréme essentiel
est le suivant (cf. Séminaire H. CARTAN, 1953/54, exposé 11): étant donné un
espace analytique réduit X, de faisceau structural €(Z), le faisceau 0(2) des
clotures intégrales € () des anneaux locaux ¢/(X) est un faisceau cohérent sur
Y. Clest ce que, en fait, démontre OKA sans que ce résultat soit clairement
énoncé. Comme conséquence immédiate, 'ensemble des points xeX ou X n'est
pas normal est un sous-ensemble analytique de 2.
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La lecture de ce Mémoire VIII est encore compliquée par le fait que Oka
mélange I'étude de ces problémes de nature locale a des considérations globa-
les, qui faisaient déja I'objet du Mémoire VIL C'est la raison pour laquelle la
partie I du présent Mémoire est consacrée a I'approfondissement technique de
notions relatives aux faisceaux cohérents d’idéaux, notamment le théoréme |
qui a servi d’une maniére essentielle dans la preuve du théoréme 2 de la Partie 11
du Mémoire. QkA donne aussi une démonstration originale de la cohérence du
faisceau d'idéaux attaché a un sous-ensemble analytique de C” (qu’'il appelle
“théoréme de H. CARTAN), et donne divers critéres de cohérence, notamment
le “corollaire 2”. Il donnera aussi un critére de cohérence dans I'’Appendice.

Mais le but essentiel d’OkA est I'étude des “domaines intérieurement
ramifiés”. Un tel domaine D est, par définition, un revétement ramifi¢ a un
nombre fini v de feuillets d'un domaine D de C". On peut le considérer comme
limage d'un sous-ensemble analytique X de €"*™ par la projection p:
C"*" ", p définissant une bijection de I'ensemble des points réguliers de X
sur un ouvert dense de D. OkA définit alors ce qu’il entend par fonction
holomorphe sur D (c’est une fonction continue qui est holomorphe aux points
réguliers de D); en transportant cette définition a X, on obtient les fonctions
holomorphes dans I'ouvert des points réguliers de X et qui ont une limite en
chaque point singulier a lorsqu’on reste dans une composante irréductible de X
au point a. Les germes de fonctions holomorphes en aeZ ne sont autres que
les éléments de la cldture intégrale de I'anneau €,(2) induit par les germes de
fonctions holomorphes de I'espace ambiant C"*"'. Autrement dit, lorsqu’on
aura prouvé l'existence de I'espace normalisé X - 4, ¥ (£ étant considéré comme
sous-ensemble analytique de €"*™*7, et ¢ étant induit par la projection cano-
nique €"*"*?>C"*™, - tout ceci étant vrai au moins localement), alors les
fonctions holomorphes sur D s’identifient aux fonctions holomorphes sur 4
(Cest-a-dire induites localement par des fonctions holomorphes de I'espace
ambiant €"*™*?). Bien sir, une fonction holomorphe sur D, considérée comme
fonction sur X (ou plutdt sur I'ensemble des composantes irréductibles aux
points de X) nest pas toujours induite localement par une fonction holomor-
phe de I'espace ambiant €"*™. Dans la terminologie d’Oka, les germes de
fonctions holomorphes en un point a€eX qui sont induits par des germes de
fonctions holomorphes dans €"*™ sont dits posséder la “propri¢t¢ (H)". Le
point a posséde la propriété (H) si tout germe de fonction holomorphe en a
posséde la propriété (H); cela revient a dire que X, muni de la structure
analytique induite par I'espace ambiant, est normal au point a.

Dans cette situation de revétement ramifié p: X —D, OKA introduit la
notion de fonction (W): c'est une F holomorphe dans I'espace ambiant C"*"
telle que la multiplication par F transforme toute fonction holomorphe sur 2
en une fonction possédant la propriété (H). Naturellement, cette notion peut se
définir soit globalement, soit localement. L’existence locale de telles fonctions (W)
est prouvée. Ces fonctions (W) sont ce que H. CARTAN appelle dénominateurs
universels pour le sous-ensemble analytique X de €"*™ (cf. Séminaire H.
CARTAN, 1953/54, exposé 9). Si une fonction holomorphe F de I'espace ambiant
sannule aux points singuliers de X sans étre identiquement nulle dans un
ouvert non vide de X, il existe une puissance F* qui est (localement) un
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Etant donné un idéal (1) de domaines indéterminés, nous dirons qu'un systéme
fini (F) de fonctions holomorphes est une pseudo-base de (I) en un point,
si c’est une pseudo-base dans un voisinage de ce point. Un tel systéme sera
parfois appelé une pseudo-base locale. Nous nous proposons encore le probléme
suivant :

— 7 —

Prosrime (J). — Etant donné dans Uespace (z) un idéal (1) de domaines
indéterminés et un point P, trouver une pseudo-base finie de (1) au point P.

Le probléme (J) est un cas particulier du probléme (I). Entre ces deux
problémes il y a la relation suivante :

Soit, dans Uespace (x), un idéal (1) de domaines indéterminés et un poly-
cylindre borné fermé E. Supposons que le probleme (J) soit résoluble pour
Uidéal (I) et pour tout point P de E, et que de plus le probleme (Cy) soit
résoluble pour tout polycylindre fermé borné. Alors le probleme (1) est
résoluble pour U'idéal (1) et le polycylindre E.

En effet, soit P un point quelconque de E; puisque le probléme (J) est résoluble
pour (I) au point P, il existe un polycylindre (y), au voisinage de P, et un systéme
fini de fonctions holomorphes (/) dans (y), qui constitue une pseudo-base de (I)
dans (y). Considérons un couple de polycylindres (y), (Y) d’intersection non
vide; soient ( f) et (f') les pseudo-bases correspondantes; elles sont équivalentes
en chaque point de l'intersection (yY)n (Y'). Nous nous proposons de trouver un
systéme fini (F) de fonctions holomorphes au voisinage de E, tel que (F) ~ (f)
en tout point P de E. Or ceci est un probléme (E) pour le polycylindre fermé E;
comme on a supposé que le probléme (C,) est résoluble pour tout polycylindre
fermé, I'existence de (F') s’ensuit. Or un tel systéme (F) est une pseudo-base en
tout point P de E, donc est une pseudo-base pour E. c. Q. F. D.

Le probléme (I) est donc ramené au probléme (J), moyennant le probléme (C,)
pour les polycylindres fermés bornés. Or le probléme (J) n’a pas toujours de
solution, comme le montre le contre-exemple suivant :

Ezemple 3. — Soient, dans I'espace de deux variables complexes z, y, deux
hypersphéres (C), (v) de centre a 'origine, telles que (C)>(y). Désignons par 2,
la partie de la surface caractéristique z =y qui est contenue (strictement)
dans (C) et non strictement contenue dans (y). Soit (I) ’ensemble des couples

(/) ¢) dont le 3 est contenu dans (C) et tels que — £ 7 soit holomorphe en tout

point de l'intersection 2, n4. Alors (I) est un idéal [qui posséde les propriétés
(T,) et (T3)]; mais, puisque I'ensemble des zéros de (f, &) est Z,n d pour tout
élément (f, d) de (I), cet idéal (I) ne peut posséder une pseudo-base locale finie
en aucun point de la frontiére de (y).

On ne peut donc pas résoudre le probléme (J) pour n’importe quel idéal de
domaines indéterminés. Nous verrons ultérieurement d’autres contre-exemples.

Nous étudierons deux catégories d’idéanx de domaines indéterminds pour

lesquels 1 ' u
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un Mémoire ultérienr.

3. Equations fonctionnelles linéaires homogeénes; solutions formulaires. — Nous
allons scruter les environs du probléme (C,) grace aux notions que nous venons
d’introduire.

1" Equations fonctionnelles linéaires homogénes. — Soient p fonctions holo-
morphes F; (=1, ..., p) non identiquement nulles dans un domaine @ de
I'espace (z). Considérons I’¢quation

(1) AFy+— \oFo = .= A,Fp=o0,

ou les A; désignent des fonctions inconnues; si un systéme de fonctions A; holo-
morphes dans un domaine (connexe ou non) ¢ contenu dans (D satisfait dans 6 &
Véquation (1), nous dirons que le systéme des A; est une solution (holomorphe)
de l'équation (1) pour o. Toute équation de cette nature sera dite équation
Jonctionnelle linéaire homogéne.

Considérons I'ensemble (1,) des couples (A4, 3) tels qu’il existe Ay, ..., A,
holomorphes dans ¢ de maniére que (A,, A, ..., A,) soit une solution de
I’équation (1) pour 4. Je dis que :

(L) est un idéal.

En effet, si (A,, 9) €(l,) et si « est une fonction holomorphe dans un domaine
(connexe ou non) %', on a aA, €(l,) poursnd’; si (A,,5)e(l)et(A),d)e(l,),
ona.\+ A e€(l,) pouronyd.

Nous ne voyons pas immédiatement si (I,) satisfait aux propriétés (T,), ('1,)
ou non.

C’est cette espéce d’idéaux que nous avions en vue & la fin du paragraphe
précédent. Nous montrerons dans ce Mémoire (ue le probléme (J) peul étre
résolu pour ces idéaux (et pour les polycylindres bornés fermés). Le probléme (J)
se formule comme suit :

Prosrive (K). — Etant donné une équation fonctionnelle linéaire homogeéne
dans un domaine (D de Uespace (z), et un point P de (D, trouver une pseu.do-
base finic de Uidéal (1) au point P [en désignant par (I,) 'idéal définmi par
I'équation, comme il a é1é expliqué ci-dessus].

2° Solutions formulaires. — Nous nous proposons maintenant de¢ lrouver une
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On ne peut donc pas résoudre tous les problemes (J) & la fois et sans
condition. On apercevera encore divers sortes d’exemples contraires.

Nous verrons deux especes d’idéaux de domaines indéterminés pour

lesquelles le probleme est résoluble aux polycylindres fermés; dont I'une

sera traitée dans le présent Mémoire.

L’autre espece est les idéaur géométriques de domaines indéterminés
ce qui correspond aux idéaux géométriques au champ de polynomes). qui
deviendront indispensables a nous, lorsque nous nous occupe domaines ad-

mettant des points de ramifications. La démonstration pour les idéaux
de cette espece (pour que le probleme (J) soit résoluble aux polvcylindre

fermés) demande. outre les résultats du Mémoire actuel, quelque notions

sur tels domaines. Nous le traiterons donc, dans un Mémoire ultérieur.

3. Equations fonctionnelles linéaires homogeénes et ses solution
formulaires. Nous allons scruter les environs du probleme (C;) & laide

conceptions que nous venons de préparer.

1° FEquations fonctionnelles linéaires homogénes. Considérons p fonc-
tions holomorphes F;(z) (i = 1,2, ..., p) différentes de zéro dans un domaine

D & Vespace (z); concevons ’équation,

(1) APy + AsFs + - + ApF, =0,
ou A; (i =1,2,...,p) signifient des fonctions inconnues; nous appellerons
tout systéme de fonctions holomorphes [A1(z), A2(z), ..., Ap(z)] pour un

domaine (connexe ou non) ¢ contenu dans D satisfaisant & cette équation
identiquement d’étre une solution (holomorphe) de 1’équation pour J; et
nous appellerons toute équation de cette nature équation fonctionnelle liné-
aire homogeéne.

Considérons, concernant 1’équation (1), ensemble (I7) de (Ay,d) de
fagon que (Aj, As, ..., Ap) soit une solution pour d; je dis que :

(I1) est un idéal.

Car, si (41,0) € (I1) et si a(x) est une fonction holomorphe pour un
domaine (connexe ou non) ¢, on a alors a4y € (I1) pour 6Nd’; si (A1,9) €
(I1), (A},0") € (I1), on a alors A; + A} € (I1) pour 6 Nd’.

Nous ne pouvons pas apercevoir immédiatement si ([1) satisfait aux
propriétés (T1), (T2) ou non.

C’est pour cette espece d’'idéaux dont nous avons parlé a la fin du numéro

précédant; et dont probleme (J) est comme suivant :

Probléme (K) Ftant donnés une équation fonctionnelle linéaire ho-

mogéne dans un domaine D o lespace (z), et un point P de D, trouver un
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4. Extension Principle. Let Y denote a closed subspace of X andlet: Y - X
be the inclusion. For every sheaf 7 of groups in Y the image sheaf1, 7 isa sheaf
of groups on X characterized by 1,7 |Y = 7 and 1, T1X\Y =0; we call 1,7
the trivial extension of 7 to X. If @ is a sheaf of rings on Y and J an #-module,
then 1,48 is a sheaf of ringson X and 1,7 isa 1,8-module. One easily verifies:

(6.14) A B-sheaf F on Y is B-coherent if and only if 1,7 is 1,%-coherent
on X.

This is the Extension Principle in its simplest form. We need a refinement for
C-ringed spaces (X, #x)- Every ideal J © ox gives rise to the C-ringed space
(Y, sfy) where Y := N (J) and oy = (/I Y, cf. 4.1. Clearly o/x/J is the trivial
extension of #Zy. Thus the trivial extension 1,7 of every sfy-module 7 is an
sy /J-module. Hence (6.14) and (6.9) yield:

(6.15) Let sy be coherent and J < oy a finite ideal. Then an y-module 7 is
ofy-coherent if and only if the trivial extension 1,7 is Ax-coherent. ’

Since structure sheaves of complex spaces are always coherent by Oka’s
Theorem, cf. § 7.2, we conclude:
Extension Principle for Coherent Analytic Sheaves 6.16. Let (Y, Oy) be a

closed complex subspace of a complex space (X, Ox). Then an analytic sheaf 7 on
Y is Oy-coherent if and only if the trivial extension 1,7 of T toXis Ox-coherent.

This principle is applied again and again in Complex Analysis to reduce
questions of coherence to domains in €": The coherence of an Oy-sheaf & is
local. Hence one assumes X to be a model space in a domain D of €" and proves
that the trivial extension of & to D is Op-coherent. i

i e e

§7. Coherence Theorems

~

The calculus developed in section 6 might be a theory of the almost empty set
as long as no convincing examples of coherent structure sheaves are given. It
was the Japanese mathematician K. Oka (1901-1978). who, in 1948, pro ed
(using another te_rmi_nql,,ogyl,tl_l.gi,zh.ewsz.r}ag.tpdr,e“s‘hsgf_gi\ezm complex space|is
coherent. We outline a simple proof using yoga of coherent sheaves (formal
part) and a Coherence Lemma for Weierstrass projections (analytic part).

O M e oo

In subsection 3 we define for every reduced space X the sheaf .# of meromor-
phic functions on X. Locally these “functions” are quotients of holomorphi€
functions. Due to the existence of points of indeterminancy (like 0 € C? for
z,/z,) and singular points in the space we use sheaf language from the ver
beginning. Using Oka’s theorem we collect basic properties of meromorphi
functions. 3

The coherence of @ implies the coherence of all sums ¢", 1 <n <, and -
more generally — the coherence of all locally free sheaves; such sheaves af
discussed in subsection 4. :




R. Remmert

46

For any open set U < X and any section s € o(U), the sheaf of rings <y /sy
on U is coherent at every point x € U where s, # 0.

The proof is a nice application of sheaf yoga, cf. [CAS], p. 58/59.

Now it is fun to prove Oka’s theorem for €" by induction on n. The case
n = 0 is clear. It suffices to verify the condition of the formal criterion. Let U be
open in C" and s e O(U) and x € U such that s, # 0. We may assume x =0
and s(x) = 0. Choose coordinates (z, w) in C" = €' x C such that s(0, w) # 0.
Then, by the Preparation Theorem, there is a neighborhood D of 0 € €*! and
a monic polynomial w = w(z, w) € O(D)[w] such that 5,0, = ©.0,. We consider
in D x C the Weierstrass model space (W, 0y ) defined by w and its Weierstrass
projection (W, Oy ) — (D, Op). Since O, is coherent by induction hypothesis, the
sheaf @y, is coherent by (7.3). Then, by the Extension Principle (6.16), its trivial
extension 1, Oy = Op, ¢/w0p, ¢ is a coherent sheaf of rings. Since O, ¢/w0p, ¢
and Oy /s0Oy coincide around x, the sheaf 0;/s0y is coherent at x. O

Oka’s Theorem is at the bottom of all theory of coherent analytic sheaves. Its
importance for Complex Analysis cannot be put into evidence in just a few lines.
Here is a first application:

(7.6) The support of every Ox-coherent sheaf & is an analytic set in X.

Proof. Since Oy is coherent, the annihilator ideal &/n & of & is coherent and
Supp & = N(&n &), cf. (6.12). Clearly N(An &) is analytic in X. Od

It is no exaggeration to claim that Oka’s theorem became a landmark in the

_development of function theory of several complex variables. By sheafifying one
suddenly was able to obtain results one had not dared to dream of in 1950.

Historical Note. The problem of coherence was posed 1944 by Cartan, [C44],

p. 572 and 603. In 1948, Oka proved the theorem for C" by using the Weierstrass
Division Theorem, cf. [O50], p. 87, and Cartan’s comments to this paper. In
algebraic geometry, Serre proved in 1955, cf. [FAC], that the structure sheaves
of algebraic varieties are coherent. This result, however, is much easier to obtam

than Oka’s theorem.

3. The Sheaf of Meromorphic Functions and the Sheaf of Normalization. A
complex space X is called reduced if all points of X are reduced, i.e. if no stalk
0, has nilpotent elements #0. All locally irreducible spaces are reduced. In this
subsection X always denotes a reduced space. The set 2/c, of all non zero
divisors in 0, is multiplicative, ie. 1, € ¢, and g,, g, € ¢, implies g.g. € L,
x € X. Germs in ¢, are also called active. By looking at the homothety O — @
[+ gf, we obtain (using Oka’s theorem and sheaf yoga): 1

(7.7) For g€ O(X) the set {xe€ X:g, ¢ c.} is the support of the coheren
O-sheaf o/n gO and hence analytic in X. In particular the set {x € X: g, € ¢,
3

isopenin X.
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PREFACE

These notes reproduce almost verbatim a course taught
during the academic year 1962/6%. The original notes,
prepared by Joan Landman and Marion Weilner, were distributed
to the class during the year. The present edition differs
from the original only in that many mistakes have been
corrected. I am indebted to Miss Welner who prepared this
edition and to several colleagues who supplied lists of
errata.

I intended the course as an introduction to the modern
theory of several complex variables, for people with background
mainly in classical analysis. The choice of material and the
mode of presentation were determlned by this aim. Limitations
of time necessitated omitting several important topiecs.

27
is largely a report on the ideas of Oka. This one is no
exception.

L.B.

Zurich, July 8, 1964.
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Frechet Sheaves 243

S H(A) is a submodule of 0%, #, is closed by theorem II, D3. Thus
HY(AQ; 1), ,0°) — A,jis open, and so ('« i*)(A") is open in HYU, %). ,
, i*)(A) is the complement of M, 50 My is closed. //

heorem (Cartan’s Theorem A). Let (X, x0) be a Stein space, and &
rent sheaf on X. Then HO(X, &) generates & for all x € X.

X, and let # be the submodule of &, generated by

pick a holomorphically convex neighbor-

d of x and a representative g, € HYU, &) of 6,. Now H(X, &) is dense
(U, &). Thus My = {0 € HU, ¥);6,€ M} is dense in H(U, 5.
by the previous lemma, My is closed; thus My = HU, ). In
ular, oo € M . Thus M = &, and the theorem is proved.

Theoerm (Cartan’s Theorem B). Let (X, x0) be a Stein space. Let & be
herent sheaf on X. Then H'(X, F)=0forallq=1.

Proof: Write X = U w,, where W, © W, and (W,, @,) is an Oka-

n=1

il domain. By shrinking the W, slightly we may assume (using proposition
) that H(W,, &) =0 for all ¢ > 1. Let U be the covering {W,} of X.
nce the intersection of any collection in U is a W,, Wis a Leray covering.
et UM = {(W,, 1 <J < n}. Then HY(X, &) = HYNQ), &), and
Q) &) — HOW,, $)=0forg =l . - = =
 Let 0 € Z°(NQY), &), q = 1. Let o™ be the restriction of o to N(U™).
hen o™ € ZY(NQU™), &) so there is an «™ € CTYNQU™), &) such that

n) — g™, As an element of CYNQUY), &), Sa'™ = da'™ 1), and thus
() _ q(n-1) g Z&YNQUY), &). The cases ¢ = 1 and ¢ > 1 are treated

erently.

g =1. In this case @™ — a(*1 s in fact a section of & on W,_,. We
ow choose, by induction, a sequence pre CANQU™), &) such that 6™ =
™ and ™ — p" V|, , <27 Choose p®) = . Suppose 4, ...,
(n-1) are chosen. Since da(™ = San-1) = §f»-1 on N(QU™), al® — i1

a section of & on W,_;. By the approximation theorem, theorem 11,
ere is thus a o € HY(W,, &) such that

o — @™ — B, , <2

- Thus we can take p™ = a™ — o. Now lim B™ defines an element of
= n>k

CONQI™), &), and clearly this limit is the same as the restriction to NQU®)
L of lim g™ foranym = k. Thus lim g™ € CO(NQ), &), and 8(lim p™) =
2 n>k

& >m
1 i35 = o® on NQU®), for all k. Thus im f) = o.

26




- §4. Exhaustions by Analytic Blocks are Stein Exhaustions 123

We have already shown that p,(¥('P)) = &('P)| P, is dense in #(P,). Since o is
 both surjective and continuous, it therefore follows that 6p,(¥('P)) = #(P)| P s
dense in &£ (P). 0

5. Exhaustions by Analytic Blocks are Stein Exhaustions. It is now relatively
easy to prove the following essential result:

Theorem 5. Every exhaustion {(P,, n,)},», of a complex space X by analytic
| blocks is a Stein exhaustion of X.

L Proof: First, by Theorem 3.2, every set P, is a compact Stein set. On each
¢ module of sections &(P,) we fix a good semi-norm | |,. Then conditions b)and
 ¢) of Definition 1.6 are satisfied. Further we may assume that the restrictions
E Y(P,+1)— &(P,) do not increase the semi-norms.

g It remains to show that condition a) is also fulfilled (i.e. for every v, #(X)| P, is
¢ dense in #(P,)) and it is enough to verify this for v:=1. Thus let s € #(P,) and

d€ R with 6 > 0 be given. We choose a sequence §; € R, 8, > 0, with Z ;<o
! i=1

b and inductively determine by the Runge Theorem (Theorem 4) a sequence
 5;€ &(P;) with

sy'=s and |s;, (| P;— 5| <9, i=12..

 Then (5;| P;, ,);>: is a Cauchy sequence in #(P;, ,). By the Convergence Theorem
 (Theorem 3), the restricted sequence (s; | P;) has a limit ¢; € #(P;). Since all of the
E restriction maps ¥(P;, ;) — &(P;) are bounded, t,, , | P; is also the limit of the
p sequence (s;| P;). The uniqueness part of Theorem 3 implies that ¢, , , |P? =1t P}
| But the sets {P}} exhaust X. Thus the ¢;’s determine a global section ¢ € (X ) with
t t|P;i=t;,i>1Since | |, <| |, the equation

j-1

thl —S=l‘1 —Sllpl + Z (si+l|Pl —S,lPl)
i=1

;yields the estimate

ji—-1
[t|Py—s|y < |t, —s;|Py|s + Y 6.
i=1

iLettingj—«» o, |t|P; — s|; < 8, and thus every section s € #(P,) can be approx-
fimated by global sections t € ¥ (X). O

} One can now combine Theorem 5 with Theorem 1.8 and Definition 3.8 and
E prove the main theorem of Stein theory:
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124 Chapter IV. Stein Spaces

Fundamental Theorem. Every holomorphically complete space (X, 0) is a Stein
space. For every coherent analytic sheaf & on X, then holomorphic completeness
implies the following:

A) The module of sections &(X) generates every stalk &,, x€ X, as an
0 .-module.
B) Forallg> 1, HYX, ¥)=0.

Furthermore, the original axioms stated in Section 4 imply both A) and B).
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Cartan’s Theorem A
Cartan's Theorem B: HY(X,8)=0,qg>1

00000000000000000000000000
00000000 HY(X,8)=00000000000

Oka-Cartan’s Fundamental Theorem: H9(X,S) =0, ¢ > 1.
Oka(-Cartan)’s Fundamental Theorem: H9(X,S) =0, g > 1.
gogodooon

Oka's Fundamental Theorem formulated by Cartan: H9(X,S) =0,
qg=>1
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A Tribute to Henri Cartan

This collection of articles paying tribute to the mathematician Henri Cartan was assembled and
edited by Pierre Cartier, IHES, and Luc Illusie, Université Paris-Sud 11, in consultation with Jean-Pierre
Serre, Collége de France. The collection begins with the present introductory article, which provides
an overview of Cartan's work and a short contribution by Michael Atiyah. This overview is followed
by three additional articles, each of which focuses on a particular aspect of Cartan's rich life.

—Steven G. Krantz

Jean-Pierre Serre

Henri Cartan
8 July 1904-13 August 2008

Henri Cartan was, for many of the younger gen-
eration, the symbol of the resurgence of French
mathematics after World War II. He died in 2008
at the age of 104 years.

Personal Life

Henri was the eldest son of the mathematician
Elie Cartan (1869-1951), born in Dolomieu (Isére),
and of his wife Marie-Louise Bianconi, of Corsican
origin.

Born in Nancy in 1904, he entered the Ecole
Normale Supérieure (ENS, 45 rue d'Ulm) in 1923. It
was there that he forged the friendships with math-
ematicians who were to play a major role in his life,
beginning with André Weil, who had entered the
ENS a year before; others included Jean Dieudonné,
Jean Delsarte, René de Possel, and Charles Ehres-
mann. He left the ENS in 1926, supported by a
grant until the completion of his thesis in 1928,
and briefly became a teacher at the Lycée Malherbe
de Caen. He was then appointed to positions at the
University of Lille and subsequently the University
of Strasbourg, where he taught from 1931 to 1939.
The year 1935 was a particular high point of both
his professional and his personal life: with his
friends Weil, Dieudonné, de Possel, and others, he
founded the Bourbaki group, which he left only at
the statutory age of fifty years; and he married the
young and charming Nicole Weiss, daughter of one
of his physics colleagues at Strasbourg University.

This is a slightly edited version of the memoir that origi-
nally appeared in Biographical Memoirs of Fellows of the
Royal Society, Volume 55 (2009), and it is published here
with permission of the Royal Society.

Jean-Pierre Serre is professor emeritus at the Collége de
France. His email address is serre@noos. fr.
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This happy marriage, which lasted until his death
(followed, a few months later, by that of his wife),
produced five children: Jean, Francoise, Etienne,
Mireille, and Suzanne.

In September 1939, at the beginning of the
war, he moved to Clermont-Ferrand, where the
University of Strasbourg had been evacuated. A
year later he got a chair at the Sorbonne, where he
was given the task of teaching the students of the
ENS. This was a providential choice that allowed
the “normaliens” (and many others) to benefit for
more than twenty-five years (1940-1965) from
his courses and seminars. In fact there was a two-
year interruption when he returned to Strasbourg
from 1945 to 1947—alas for me, because I was
then a student at the ENS and could not make his
acquaintance until my final year.

He left the ENS in 1965 and, a few years later,
to escape the internal disputes between the com-
ponent parts (Paris VI and Paris VII) of the former
Sorbonne, he accepted a chair at Orsay, where
he taught until his retirement in 1975. A lecture
theatre in the mathematics building has recently
been named after him.

Further details on the life of Henri Cartan can
be found in two interviews (Schmidt 1990, Jackson
1999).

Mathematical Work

Henri Cartan worked on many subjects but there
was one to which he was particularly attached,
and that was the theory of functions of several
complex variables (which later became the theory
of complex varieties and also “analytic geometry”).
I will begin with this topic.

His thesis ([Oe], no. 3)! dealt with analytic func-
tions of one variable, one of the most popular
topics of the period in France. Cartan continued
the work of André Bloch and Rolf Nevanlinna,

1 References in this form refer to the bibliography at the
end of the text.
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studying in particular the properties of analytic
curves in complex projective spaces of any dimen-
sion (for example, curves not meeting a given fam-
ily of hyperplanes). This sort of topic was highly
fashionable at the time, but it became less so in
later years (despite the work of Lars Ahlfors and
H. and J. Weyl). It finally came back into the lime-
light thanks to the work of Shoshichi Kobayashi
on hyperbolic manifolds (1970-1980) (see Demailly
1997) and also to that of Paul Vojta (around 1980),
who created an astonishing dictionary relating
Nevanlinna invariants to the heights of rational
points on algebraic varieties.

Shortly after writing his thesis, his eyes were
opened, by Weil, to the charms of functions of
several complex variables. Cartan was definitely
seduced by this new field. Between 1930 and 1940
he published many articles in collaboration with
the German school (Heinrich Behnke and Peter
Thullen), with whom he made great bonds of
friendship that withstood World War II. A summary
can be found in [An], sections 2-5. In particular,
we can note the following:

* the introduction in ([Oe], no. 23), with

Thullen, of the notion of “convexity”
relative to a family of holomorphic
functions.

* the following result ([Oe], no. 32),
related to the work of Elie Cartan: the
group of automorphisms of a bounded
domain in C"is a real Lie group, and the
subgroup that fixes a point is compact
and embeds into GL(n,C).

Starting in 1940 it was the “Cousin problems”
that attracted him most ([An], section 6). This in-
volves the construction of functions whose local
singularities (additive or multiplicative) are given.
Is this possible, and if not what are the conditions
that need to be met? The problem is reasonable only
if one works in a domain of holomorphy, which is
what Cartan assumes. He gets very close to his aim,
thanks to a theorem on invertible holomorphic
matrices ([Oe], no. 35), but he lacked two auxiliary
results (which he later interpreted as statements
of “coherence”). It was the Japanese mathematician
K. Oka who proved the first of these two results.
He published the proof and sent it to Cartan, who
immediately saw how the same methods led at
once to the second result ([Oel], nos. 36 and 38).
The first Cousin problem was therf;lgx solved, at

suppose (I never
thought of asking
him) that this was one
of the reasons? that
led Cartan to become
interested in alge-
braic topology around
1945-1950. There
were some striking

logies—for those
w%o could see them—
between certain con-
cepts introduced by

Qka (the “ideals of.

indeterminate do=
mains”) and the the-
ory of sheaves, which
was being created by
Jean Leray. In his first
seminars at the ENS

(1948-1951), Cartan

fying the notion of “coherence”,
work, defined “coherent analytic sheaves”, and
proved a vast generalization of the Cousin-type
theorems: the famous “Theorems A and B”.

The stronger statement is “Theorem B”, which
says that the higher cohomology groups of a co-
herent analytic sheaf are zero; in other words that
every reasonable problem (of additive type) has a
solution (provided the underlying manifold is a
“Stein manifold”, the natural generalization of a
domain of holomorphy).

Theorems A and B are very powerful tools. Car-
tan and I described several applications of them
in a colloquium in Brussels in 1952; apparently
these theorems made a strong impression on the
participants because one of them (a German) said
to his neighbor, “The French have tanks (Panzern);
we only have bows and arrows” (see Remmert
1995). Indeed the idea of applying the (algebro-
topological) theory of sheaves to objects relevant
to analysis (holomorphic functions) was a new
idea; it was used later in many other situations
(for example, solutions of partial differential equa-
tions) and has now become standard.

Another original idea of Cartan (now equally
standard) was that, developed in the 1953/1954
seminar, of defining a complex analytic space

least for domains of holomorphy. L ox /i salved 3¢/57 (possibly with singularities) as a topological space

{Ilg&sacqu,gmmn.pmbmn. in contrast, does
ot always have a solution. There are obstructions

of a topological nature: the problem should have
continuous solutions (a minimal requirement if
one is searching for holomorphic solutions). How
can one concretely exhibit these obstructions
moreover, show that there are no others? I

solved by OKA 39

2 Another reason may have been the translation by Weil of
the Cousin problems in terms of holomorphic fiber bundles
with additive structure group (for the first problem) and
multiplicative structure group (for the second problem)—
see ([Oe], no. 39, section 5).

NOTICES OF THE AMS
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A Henri Cartan, at his home desk in
took up Leray’s theory pari s, 1961.

in a slightly modified
form that was easier
to use. In a subsequent seminar (1951/1952) he
reaped the fruits of his labors. He began by clari-
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Cartan’s theorem suggested to him that it might
be possible to classify bounded homogeneous
domains in C". He succeeded in doing this for
n=2 and n= 3, and he classified all bounded sym-
metric domains in C" for n > 4. He found that all
bounded homogeneous domains in C? and C3 are
symmetric and raised the question of whether
this was true in general (without really expressing
an opinion). We now know, thanks to the work of
L. Piatetski-Shapiro, that, for n > 4, there exist
bounded homogeneous domains in C" which are
not symmetric.

A Theorem on Holomorphic Matrices

As mentioned earlier, the work of Cartan and Oka
transformed the study of global problems on Stein
manifolds into an extensive theory with powerful
tools. There are two major results that are crucial
in this theory. One, due to OKa, is the coherence
of the structure sheaf of C". The other, chrono-
logically the first, is a theorem on holomorphic
matrices published by Cartan in 1940.

Let Rbe a closed rectangle, ax < Rezy < by, Cx <
Im zx<di(k=1,2, - -,n,z=(2y, - -,zy) € C"). Let
R, ={z € R|Rez, = 0}, R, = {z € R|Rez; <0}
and set Ro = Ry NR,. We assume that Ro # @,
and, as usual, denote by GL(g,C) the group of
invertible g x g matrices with entries inC (g > 1
being a given integer).

Cartan’s theorem is as follows.

Let f;, be a holomorphic map of a neighborhood
of Ryinto GL(g, C). Then, there exist holomorphic
maps fv of neighborhoods of R, into GL(q,C)
[v=1,2] such that fo=f1-f;' on some neigh-
borhood of Ry.

It is this result that makes it possible to pass
from the local to the global in the theory of coher-
ent analytic sheaves on Stein spaces.

It is natural to try to prove this result as an im-
plicit function theorem by solving the linearized
problem h; — h; = ho (in a neighborhood of Ry).
Today, one does this by working with bounded
holomorphic functions on open rectangles and an
implicit function theorem in Banach spaces. Cartan
deals directly with Fréchet spaces. The solution
of the linearized problem (with bounds) involves
shrinking the domain of definition of the func-
tions h,. In general, implicit function theorems
in Fréchet spaces involve the loss of some kind
of smoothness at each stage of the iteration, and
a smoothing operator is required to restore fast
convergence (so-called Nash-Moser technique).
Cartan’s iteration scheme produces fast conver-
gence without the need for a smoothing operator
and compensates for the shrinking of the domain
of definition.

Thus, as early as 1940, Cartan had recognized
the use of fast convergence in studying iteration
in Fréchet spaces.

SEPTEMBER 2010

I believe that Cartan’s work and the standards
of quality and precision in mathematics that he
set have influenced most mathematicians in the
second half of the twentieth century.

Tribute to Henri Cartan from a Complex
Analyst

Henri Cartan was an intellectual giant in the world
of mathematics in the twentieth century. His
fundamental contributions spanned a wide range
of fields: complex variables, algebraic topology,
potential theory, homological algebra, and many
others. This tribute is from the point of view of
a complex analyst and touches only the field of
complex variables. Even within complex analysis
the work of Henri Cartan is very broad. We choose
here only two areas.

The first area is value distribution theory in
which he wrote his thesis [2]. His thesis, though
written so long ago, is still one of the most funda-
mental and most elegant results in value distribu-
tion theory in higher dimension. To the general
mathematical community this result of his, being
overshadowed by his many other achievements,
is not as well known. In recent years, because of
the parallelism with diophantine approximation
pointed out by Vojta [18], value distribution theory
has taken on a new dimension. Cartan’s thesis is
being highlighted here to make the general math-
ematical community aware of this very beautiful
piece of work.

The second area is what is now known as the
1eory ofJCartan and OKkajconcerning Stein mani-
_In his interview with Allyn Jackson in March
1999 [11], to the question posed by Jackson, “You
have worked in many areas of mathematics. Do
you feel equally at home in analysis, in algebra,
in geometry...?” Cartan replied, “Geometry—not
exactly geometry. Topology, I would say. But I
could also see the relations between them. One
day I discovered that topological notions, and in
particular sheaf theory, could be applied to ana-
lytic functions of several variables. This was very
important. One can use results from topology in
order to get some important results for analytic
functions. I think that is interesting.” When Cartan
recalled his wide-encompassing work in many
fields of mathematics, this second area seems to
occupy a special position.

As a way of paying tribute to one of the first-
ranked mathematicians of the twentieth century,
without going too much into the technical details
we explain here his contributions to the two areas

Yum-Tong Siu is William Elwood Byerly Professor of Math-
ematics at Harvard University. His email address is siu@
math.harvard.edu.
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the condition that global holomorphic functions
on it separate any pair of distinct points.

Cartan’s seminal contribution is the incor-
poration of sheaf theory from topology into his
work on complex variables to introduce the very
important notion of a coherent sheaf [S, 6]. He
finally crowned the success of his work in this di-
rection by proving Theorems A and B for coherent
sheaves on Stein manifolds [7]. Theorem B states
that the cohomology group H” (X, F) of degree p
over a Stein manifold Xwith coefficients in a coher-
ent sheaf F over X vanishes if p > 0. Theorem A
states that at every point P of X global sections of
F generate F at P over the ring of holomorphic
function germs on X at P.

On an open subset Q of C" a coherent sheaf
is locally described as consisting of the set of all
p-tuples of holomorphic function germs on Q
modulo those in the range of the homomorphism
given by a p X g matrix of holomorphic functions
on Q. A global coherent sheaf on a complex mani-
fold is obtained by piecing together locally defined
coherent sheaves. In Theorem B the vanishing of
H? (X, F), for example, when p = 1, means that,
for an open cover {Us} of X by Stein open sub-
sets, local sections fag of F over Uy nUp with
fap = —fpeand fup + fay + fya = 00n Uy N Ug N Uy
can be expressed as fap = fg — fx with f« being a
section of F over U,. The case of F being the
sheaf of holomorphic function germs of Xand fus
being the difference of the locally given meromor-
phic function F, on Uy and the one on Ug would
solve immediately the additive first Cousin prob-
lem with the global meromorphic function given
by Fx - fa 01 Ug.

One crucial ingredient in the proofs of Theo-
rems A and B is the following important gluing
lemma of Cartan [4]. Denote by Rap;c.a the rectan-
glein C with coordinate z = x + v/~1y defined by
a<x<bandc<y<d.Whena; <a;<b; <b,
let Dj = Rapca X G for some polydisk G and
D = D, n D,. Cartan’s gluing lemma enables him
to write a nonsingular matrix A of holomorphic
functions given on the topological closure DofD
as the product A,A; on D, where A;is a nonsingu-
lar matrix of holomorphic functions on D.

@ Oka (13,1 :
by proving the existence of local “pseudobases”
for the kernel defined by a p x g matrix A of
holomorphic functions on a domain Q in C". It
means that any point P of Q admits some open
neighborhood U and a finite number of g-tuples
fi,* -+ ,fx of holomorphic functions on U with
Af; =0 for 1 < j <k such that any g-tuple g of
holomorphic function germs at any point Q of U
with Ag = 0 can be written as S5 hyf; for some
holomorphic function germs hy, - - - , hx at Q. Oka
also showed that, for the common zero-set V of

fini ] f local hol hic fi ;
similar local “pseudobases” exist for the ideal of

SEPTEMBER 2010

function germs defined by their restrictions to V
being identically zero.

Serre [17] later transported the theory of co-
herent sheaves to algebraic geometry. It has since
become a very powerful indispensable tool in
algebraic geometry.

In the early 1970s I had the good fortune of
meeting Cartan in person on two occasions when
I was at a relatively early stage of my career. One
occasion was when I gave a talk in a seminar in the
Ecole Normale Supérieure and had dinner with him
and a couple of other mathematicians afterward.
Another occasion was at a big party he hosted in
his house on Boulevard Jourdan. He was very kind,
caring, warm, and inspiring. I still vividly remem-
ber how in mathematical discussions he chose very
thoughtful and insightful questions posed with an
encouraging tone to point to thought-provoking
new ideas and directions.

As time goes by with further involvement in
complex analysis on my part, my admiration for
Cartan’s work is ever elevated to higher planes.
Even after eighty years of value distribution theory
in higher dimension, his thesis is still being used
as a starting point in lectures given in conferences
on the subject. Both the result and the presenta-
tion of his thesis are so very elegant and natural.

As for the it will
always be a shining gem in the crown of math-
ematics.

References

[1) LARS V. AHLFORS, The theory of meromorphic curves,
Acta Soc. Sci. Fennicae, Nova Ser. A. 3 (1941), no. 4,
31 pp.

[2] HENRI CARTAN, Sur les systémes de fonctions ho-
lomorphes a variétés linéaires lacunaires et leurs
applications, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 45 (1928),
255-346.

, Sur les domaines d’existence des fonctions de

plusieurs variables complexes, Bull. Soc. Math. France

59 (1931), 46-69.

, Sur les matrices holomorphes de n variables

complexes, J. Math. Pures Appl. 19 (1940), 1-26.

, Idéaux de fonctions analytiques de n variables

complexes, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (3) 61 (1944).

149-197.

, Idéaux et modules de fonctions analytiques

de variables complexes, Bull. Soc. Math. France 78

(1950), 29-64.

, Faisceaux analytiques sur les variétés de
Stein: Démonstration des théorémes fondamentaux,
Séminaire Henri Cartan, tome 4 (1951/1952), exp.
no. 19, pp. 1-15.

[8] HENRI CARTAN and PETER THULLEN, Zur Theorie
der Singularititen der Funktionen mehrerer kom-
plexen Verénderlichen, Math. Ann. 106 (1932), no.
1,617-647.

[9] PIERRE COUSIN, Sur les fonctions de n variables com-
plexes, Acta Math. 19 (1895), no. 1, 1-61.

[10] FRITZ HARTOGS, Zur Theorie der analytischen
Funktionen mehrerer unabhéngiger Verédnderlichen,
insbesondere iiber die Darstellung derselben durch

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

NOTICES OF THE AMS

]o 3

959



§1 00 0000000000000 O0O000O00

Part Il
obooobooooooougoogd

gbobobobooooom
goboobooboooboom

0ooooo (UT) OKAOVIIO, OVIIO 00000000001 4 nov 2010

9/18



§1 00 0000000000000 O0O000O00

2. D0 UODODOOODOODO

gboboboboboboboboooobo

o300obou4b00ooboobooboonom

o 0 DUDOUIDOUDOUDLOIDUIDLUDLD —OODbODOODODOO
oooogo

o 00O ODLDDOLULOILLD —UO1DOLODLOOODLO
gboooobooboobboobuoobbooboobooon
god

0ooooo (UT) OKAOVIIO,OVIIO 000000000000 220201000 120 50 13 /20



gbooboogoboood

0ooooo (UT) OKAOVIIO, OVIIO 00000000001 4 nov 2010 13 /18



§1 00 0000000000000 O0O000O00

gooooboogodaon

gbobogbood

- Yajajala)alals
@ D0D00oCO

@ 0OoO
Oooo0O0O0O000000

@ 0000000000 OOd
@ 00000 Oq,

@ IooooooC

0ooooo (UT) OKAOVIIO,OVIIO 000000000000 220201000 120 50 16 / 20



§1 0000000000000 0O0O0O000O00

gobooobooooooao

Q@ ub buooonog

Q@ iboooon

Q@ ib0ob DbUobobO

Q b0 obobob

Q@ bobobobobob
gobooobooobobooooo

Q nunoo

Q@ ibuobuoboDb

Q@ lboboboboboboboboboo

Q U0 |I00DOO00bOo00ooomoobD noboooooo

—uooooobooo

ooooo (UT) OKAOVIIO,OVIIO 000000000000 220201000 120 50 17 /20



§1 00 0000000000000 O0O000O00

§1 1000000boooooooo

Q booobooobooooboooon
g2000000000,;, bobob—20no
googoobooboooogd

Q@ Uil boobmobooboooobo
gbooooboobbooobooboobobom

© Mittag-Leffler, Weierstrass (Runge) D O 00O
O0000DO0000ooobOo0onoOdnWhittakerd DD QOO

Q ib0obobobUobobobOobo3ooooon
obooooooooooooooooooobooboobono
Ub0—0oaobot

0ooooo (UT) OKAOVIIO, OVIIO 00000000001 4 nov 2010 10 / 18



000000000 00D0000O0000000

Jdooooboboboooboood

00 230201100 12 0 17 O 24 /
24

0ooooo (UT) 00000D0000000000000





