
志村多様体入門

今井 直毅 ∗

1 はじめに

志村多様体とは Hermite 対称領域の数論的商として得られる代数多様体のいくつ
かの合併である．志村多様体は，リフレックス体とよばれる代数体上定義される標準

的なモデルをもつことが知られており，このモデルを正準モデルという．整数論への

応用においては，志村多様体の正準モデルが存在することがしばしば重要になる．志

村多様体の正準モデルの理論は，[Shi70a]，[Shi70b] において導入された．ここでは
Deligne による定式化 [Del71]，[Del79] に従って解説を行う．

2 節では，代数群と Hodge 構造の族からなる志村データという概念を導入する．3
節で，志村データから得られる志村多様体を導入する．4 節では，志村多様体のクラ
スをいくつか導入し，それぞれの例について説明する．

5 節では志村多様体の正準モデルの概念を導入し，その一意性について説明する．
志村多様体の正準モデルの存在を示す際に，連結志村多様体の概念が必要になる．そ

のため，6 節で志村多様体の連結成分の記述を与え，7 節で連結志村多様体の概念を
導入する．ここでは，[Del79] における Deligne による連結志村多様体の定義に従う
が，志村の論文 [Shi70a]，[Shi70b] で調べられていた多様体は，この連結志村多様体
に他ならない．

8 節では，志村多様体の正準モデルの存在について説明する．一般の志村多様体
に対する正準モデルの存在は，Borovoi と Milne によって独立に証明された (cf.
[Bor82]，[Mil83])．ただし，Milne による証明は，部分的に Borovoi による手法に
よっている．この節では，[Mil83] における証明のアイディアの説明を試みる．技術
的な細部については原論文を参照されたい．
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最後に 9 節では，代数群の表現から得られる，志村多様体上の局所系や保型ベクト
ル束に関する説明を行う．

記法

以下の記法を使う．

• 体 F に対して，Aut(F ) は F の体自己同型全体のなす群を表し，F の部分体

E に対し，Aut(F/E) は F の E 上体自己同型全体のなす群を表す．

• 位相空間 X に対して，X の連結成分の集合を π0(X) と表し，X から誘導さ
れる位相をいれる．

• Lie 群 G に対し，単位元を含む連結成分を G+ とかく．

• 代数群 G に対して，単位元を含む G の連結成分を G0 とかき，G の中心を

Z(G) とかく．また G の随伴群を Gad とかき，G の導来群を Gder とかく．

• Q 上の代数群 G に対し，G(R)→ Gad(R) による Gad(R)+ の逆像を G(R)+

とかき，

G(Q)+ = G(Q) ∩G(R)+, G(Q)+ = G(Q) ∩G(R)+

とおく．G(Q) の G(Af ) における閉包を G(Q)− とかき，G(Q)+ の G(Af )
における閉包を G(Q)−

+ とかく．

• 体 E の拡大体 F と F 上の代数群 Gに対して，ResF/E(G)で G の E への

Weil 制限を表す．
• 群 Gとその元 g ∈ Gに対して，h 7→ ghg−1 により与えられる Gの自己準同

型を ad(g)とかく．
• 代数群 G に対して，その Lie 環を Lie(G) とかく．
• Q 代数 A に対して，A× で定まる Q 上の代数群とは，可換 Q 代数 R に対し

G(R) = (A⊗Q R)×

とおくことによって定まる Q 上の代数群 G のこととする．とくに Q× で定

まる Q 上の代数群を Gm とかく．

• 可換環の準同型 A→ B と A 上の対象 X に対して，XB で X の A→ B に

よる係数拡大を表す．

• Q の C における代数閉包を Q とかく．
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• C に含まれる代数体 E に対し，類体論の相互写像を

ArtE : π0(A×
E/E

×) ∼−→ Gal(Q/E)ab

とかく．ただし相互写像の正規化は，有限素点の素元を幾何的 Frobenius 元
の持ち上げに送るものとする．

• 本稿の次節以降に現れる「特殊な」はすべて数学用語であり，通常の日本語の
意味での「特殊な」は現れない．

2 志村データ

G を Q 上の連結簡約代数群とする．S = ResC/R(GmC) とおく．X を S から GR

への R 上の代数群の射の G(R) 共役類とする．

定義 2.1 (G,X) が以下の条件をみたすとき，志村データであるという．

(S1) h ∈ X に対し，Lie(GR) に定まる Hodge 構造が {(−1, 1), (0, 0), (1,−1)} 型
である．

(S2) h ∈ X に対し，ad(h(
√
−1)) が Gad

R 上の Cartan 対合を定める．
(S3) Gad の Q 上の単純因子 H で H(R) がコンパクトになるものは存在しない．

(G,X) を志村データとし，G の中心を Z とかく．

w : GmR −→ S

を R ⊂ C から誘導される R 上の代数群の射とする．h ∈ X に対し，

wh = h ◦ w : GmR −→ GR

とおく．条件 (S1) より，wh は ZR を経由しており，h ∈ X の取り方によらないの
で，これを wX : GmR −→ GR とかき，X のウェイト射という．GR の任意の代数表

現 V に対して，V の h ∈ X によるウェイト分解は wX で与えられ，h によらない．

補題 2.2 X の複素構造で，GR の任意の代数表現 V に対して h ∈ X の定める V

の Hodge フィルトレーション Fh が正則に変化するようなものがただ一つ存在する．

さらに，この複素構造に関して，Fh は複素構造の変動になる．
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証明 V の h ∈ X によるウェイト分解は h によらないので，[阿部, 定理 4.11] の証
明から主張する複素構造がただ一つ存在することがわかる．さらに，条件 (S1) から
Fh が複素構造の変動になることがわかる．

X には補題 2.2 のような複素構造を入れる．

補題 2.3 H を R 上の代数群とする．C ∈ H(R) を C2 = 1 となる元とする．この
とき以下の条件は同値である．

(1) ad(C) は H の Cartan 対合である．
(2) H の任意の代数表現 V に対して，V 上の H 不変双線型形式 Ψ で Ψ(x,Cy)
が正定値対称形式になるものが存在する．

証明 対合 ad(C) によって定まる HC の実形をH(ad(C)) とかく．Ψ を H の代数表

現 V 上の双線型形式とする．Ψ が H 不変であるという条件は，Ψ の複素化 ΨC が

h ∈ H(C) に対し，
ΨC(hx, h̄y) = ΨC(x, y)

をみたすという条件と同値である．さらにこの条件は

ΨC
(
hx,C(C−1h̄C)y

)
= ΨC(x,Cy)

と同値なので，Ψ(x,Cy) が H(ad(C)) 不変という条件と同値になる．よって条件

(2) は，

H の任意の代数表現 V に対して，V 上の双線型形式 Ψ で Ψ(x,Cy) が正定
値対称 H(ad(C)) 不変形式になるものが存在する．

という条件と同値である．さらにこの条件は，H(ad(C))(R) がコンパクトであること
と同値なので，条件 (1) と同値になる．

補題 2.4 V を GR の代数表現とし，V =
⊕

n∈Z V
n を h ∈ X によるウェイト分解

とする．このとき任意の n ∈ Z と X の任意の連結成分X+ に対して，V n 上の双線

型形式 Φn であって，各 h ∈ X+ に対して偏極を与えるものが存在する．

証明 n ∈ Z とし，X+ を X の連結成分とする．U1 = {z ∈ C | |z| = 1} とおく．
H を GR の部分代数群で，全ての h ∈ X+ に対して h(U1) ∈ H(R) となる最小のも
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のとする．補題 2.3 より，ad(h(
√
−1)) が H の Cartan 対合であることを示せばよ

いことがわかる．

H の Abel 化の R 値点のなす群は，h ∈ X+ に対する h(U1) で生成されるので，
コンパクトである．よって Z(H)(R) もコンパクトである．従って，ad(h(

√
−1)) が

H の Cartan 対合であることを示すには，ad(h(
√
−1)) が H/(H ∩Z) の Cartan 対

合を定まることを示せばよく，これは定義 2.1 の条件 (S2) から従う．

命題 2.5 X の各連結成分は Hermite 対称領域になる．

証明 補題 2.2，補題 2.4 および [阿部, 定理 4.11] から従う．

3 志村多様体

(G,X) を志村データとし，K ⊂ G(Af ) をコンパクト開部分群とする．

ShK(G,X)(C) = G(Q)\X ×
(
G(Af )/K

)
とおく．

補題 3.1 X+ を X の連結成分とし，C を両側剰余類 G(Q)+\G(Af )/K の完全代
表系とする．g ∈ C に対し，gKg−1 ∩G(Q)+ の Gad(R)+ における像を Γg とかく．
このとき，g ∈ C に対する

Γg\X+ −→ ShK(G,X)(C) ; [x] 7→ [(x, g)]

により定まる写像 ⨿
g∈C

Γg\X+ −→ ShK(G,X)(C)

は全単射である．

証明 [Del79, Proposition 1.2.7] より π0(X) は G(R)/G(R)+ 主等質空間になる．

実近似定理より，G(Q) は G(R) の中で稠密なので，自然な射

G(Q)/G(Q)+ −→ G(R)/G(R)+

は同型となる．よって

ShK(G,X)(C) = G(Q)+\X+ ×
(
G(Af )/K

)
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となる．これより主張が従う．

補題 3.1と Baily-Borelの定理 (cf. [BB66]，[大島, 定理 2.1])より，ShK(G,X)(C)
に C 上準射影的な被約スキームの構造が自然に入る．この C 上のスキームを
ShK(G,X) とかき (G,X) に付随するレベル K の志村多様体という．

注意 3.2 一般には，ShK(G,X)(C) に入る C 上準射影的な被約スキームの構造は，
Baily-Borel の定理によって入る自然なもの以外にもあるかもしれないが，K が十分
小さい時は，補題 3.1 に現れる Γg に捻じれがないので，[Bor72, Theorem 3.10] よ
り，ShK(G,X)(C) に入る C 上準射影的な被約スキームの構造は一意である．

定義 3.3 志村データの射 f : (G,X)→ (G′, X ′) とは，Q 上の代数群の射 f : G→
G′ で f(X) ⊂ X ′ となるもののことである．志村データの射 f : (G,X)→ (G′, X ′)
で，f : G→ G′ が埋め込みになるものを，志村データの埋め込みという．

志村データの射 f : (G,X) → (G′, X ′) は，G(Af ) のコンパクト開部分群 K と

G′(Af ) のコンパクト開部分群 K ′ に対し，f(K) ⊂ K ′ をみたすとき，C 上のスキー
ムの射

ShK(G,X) −→ ShK′(G′, X ′)

を誘導する．また，g ∈ G(Af ) に対し，写像

ShK(G,X) −→ Shg−1Kg(G,X); [(x, h)] 7→ [(x, hg)]

は C 上のスキームの同型を与える．また K のコンパクト開部分群 K ′ に対し，自然

な射
ShK′(G,X) −→ ShK(G,X)

は有限エタール射になる．

Sh(G,X) = lim←−
K

ShK(G,X)

によって，G(Af ) の右作用をもつ C 上のスキームを定義する．志村データの射
f : (G,X)→ (G′, X ′) は，C 上のスキームの射

Sh(G,X) −→ Sh(G′, X ′)

を誘導する．
Sh(G,X)(C) = G(Q)\X ×

(
G(Af )/Z(Q)−)

となる (cf. [Del79, Proposition 2.1.10])．
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4 志村多様体のクラス

4.1 PEL 型

定義 4.1 R を環とする．写像 ∗ : R → R が，環の射 R → Rop であり，かつ

∗ ◦ ∗ = idR となるとき，∗ は反対合であるという．

定義 4.2（[Kot92, 4]） PEL データとは

• 半単純有限 Q 代数 B，

• B の反対合 ∗ であって，任意の非零元 b ∈ B に対し，TrdB/Q(bb∗) > 0 とな
るもの，

• 有限左 B 加群 V，

• Q双線型非退化交代形式 ψ : V ×V → Qであって，任意の b ∈ B と v1, v2 ∈ V
に対して

ψ(bv1, v2) = ψ(v1, b
∗v2)

となるもの，

• R 代数準同型 h : C→ EndB(V )⊗QR であって，任意の z ∈ C と v1, v2 ∈ VR
に対して

ψR(h(z)v1, v2) = ψR(v1, h(z̄)v2)

となり，V ⊗Q R 上の R 双線型対称形式 ψR(−, h(
√
−1)−) が正定値になる

もの

のなす五つ組 (B, ∗, V, ψ, h) のことである．

PEL データ (B, ∗, V, ψ, h) に対し，Q 上の代数群 G を可換 Q 代数 R に対し

G(R) を{
(g, r) ∈ AutBR

(VR)×R×
∣∣∣ v1, v2 ∈ VR に対し ψR(gv1, gv2) = rψR(v1, v2)

}
とおくことによって定め，X を h が定める R 上の代数群の射 S→ GR の G(R) 共
役類とすると，(G,X) は志村データになる．このようにして得られる志村データや
それから得られる志村多様体を PEL 型という．
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例 4.3 V を Q 上 2g 次元の線型空間とし，ψ : V × V → Q を Q 双線型非退化交
代形式とする．

J =
Å

0 Ig
−Ig 0

ã
とおく．このとき，V の Q 上の基底 e1, . . . , e2g を ψ(ei, ej)1≤i,j≤2g = J と

なるようにとる．この基底によって J ∈ EndQ(V ) とみなし，R 代数準同型
h : C → EndQ(V ) ⊗Q R を h(

√
−1) = J によって定めると，(Q, idQ, V, ψ, h) は

PEL データになる．これから得られる志村データは (V, ψ) のみによっており，そ
れを

(
GSp(V, ψ), XGSp(V,ψ)

)
とかく．この志村データから得られる志村多様体は

Siegel モジュラー多様体とよばれる (cf. [越川])．

例 4.4 d を平方因子をもたない正の整数とし，B = Q(
√
−d) ⊂ C とおく．c を複

素共役とする．n を正の整数とし，V = Bn とおく．p, q を p+ q = n となる非負整

数とし，Q 双線型形式 ψ : V × V → Q を v1, v2 ∈ V に対し

ψ(v1, v2) = TrB/Q
Å√
−dv1

Å
Ip 0
0 −Iq

ã
tvc2

ã
とおくことで定める．さらに，h : C→ EndB(V )⊗Q R を自然な同型 EndB(V )⊗Q

R ∼= Mn(C) と合成したときに

C −→Mn(C); z 7→
Å
zIp 0
0 z̄Iq

ã
となる R 代数準同型として定める．すると (B, c, V, ψ, h) は PEL データになる．こ
のとき GR は符号 (p, q) の一般ユニタリ群 GU(p, q) になる．

4.2 Hodge 型

定義 4.5 (G,X) を志村データとする．ある Q 上有限次元の線型空間 V と Q 双線
型非退化交代形式 ψ : V × V → Q に対し，志村データの埋め込み

(G,X) −→
(
GSp(V, ψ), XGSp(V,ψ)

)
が存在するとき，(G,X) やそれから得られる志村多様体を Hodge 型という．

注意 4.6 PEL 型志村データは Hodge 型である．
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定義 4.7 R を可換環とし，2 が R において可逆であるとする．V を有限自由 R 加

群とし，q : V → R を非退化二次形式とする．(V, q) に対する Clifford 代数を

C(V, q) =
⊕
m≥0

V ⊗m/⟨v ⊗ v − q(v) | v ∈ V ⟩

で定める．C(V, q) は R 上有限自由である．C(V, q) の反対合 ∗ を正整数 n と

v1, . . . , vn ∈ V に対して (v1 ⊗ · · · ⊗ vn)∗ = (vn ⊗ · · · ⊗ v1) とすることで定める．
C(V, q) の偶数次の部分を C+(V, q) とかく．

例 4.8（[MP16, 3]） n を正整数とし，(V, q) を Q 上の符号 (2, n) の二次形式とす
る．Q 上の代数群 GSpin(V, q) を可換 Q 代数 R に対し

GSpin(V, q)(R) =
{
g ∈ C+(V, q)×

R

∣∣∣ gVRg−1 = VR

}
とおくことによって定める．V の 2 次元正定値部分空間とその直交基底 e1, e2 を

とる．e1, e2 を定数倍して得られる R 上の正規基底を e′
1, e

′
2 とする．J = e′

1e
′
2 ∈

C+(V, q)R とおくと，J2 = −1 となる．

h : S −→ GSpin(V, q)R; a+ b
√
−1 7→ a+ bJ

の GSpin(V, q)(R) 共役類をXGSpin(V,q) とかくと，
(
GSpin(V, q), XGSpin(V,q)

)
は志

村データになる．

δ = e1e2 ∈ C+(V, q) とおき，Q 双線型形式 ψ : C(V, q) × C(V, q) → Q を
c1, c2 ∈ C(V, q) に対し

ψ(c1, c2) = TrdC(V,q)/Q(c1δc
∗
2)

とおくことで定める．このとき Q 上の代数群の射 f : GSpin(V, q)→ GLQ
(
C(V, q)

)
を可換 Q 代数 R と g ∈ GSpin(V, q)(R)，c ∈ C(V, q)R に対し

f(g)(c) = gc ∈ C(V, q)R

とおくことで定めると，f は GSp
(
C(V, q), ψ

)
を経由し，志村データの埋め込み

(
GSpin(V, q), XGSpin(V,q)

)
−→

(
GSp

(
C(V, q), ψ

)
, XGSp(C(V,q),ψ)

)
を誘導する．よって

(
GSpin(V, q), XGSpin(V,q)

)
は Hodge 型である．
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4.3 Abel 型

(G,X) を志村データとする．h ∈ X に対し，

S h−→ GR −→ Gad
R

の Gad(R) 共役類は X にしかよらず，これを Xad とかく．(Gad, Xad) は志村デー
タになる．

定義 4.9 (G,X) を志村データとする．Hodge 型の志村データ (G′, X ′) と中心的
同種 G′der → Gder であって志村データの同型 (G′ad, X ′ad) ∼−→ (Gad, Xad) を誘導す
るものが存在するとき，(G,X) やそれから得られる志村多様体を Abel 型という．

例 4.10（[Del72, 3]） n を正整数とし，(V, q) を Q 上の符号 (2, n) の二次形式と
する．Q 上の代数群 SO(V, q) を可換 Q 代数 R に対し

SO(V, q)(R) =
{
g ∈ GLR(VR)

∣∣∣ v ∈ VR に対し qR(gv) = qR(v) かつ det g = 1
}

とおくことによって定める．このとき Q 上の代数群の射 f : GSpin(V, q) →
SO(V, q) を可換 Q 代数 R と g ∈ GSpin(V, q)(R)，v ∈ VR に対し

f(g)(v) = gvg−1 ∈ VR

とおくことで定める．また h ∈ XGSpin(V,q) に対し

S h−→ GSpin(V, q) f−→ SO(V, q)

の SO(V, q)(R) 共役類は h の取り方によらず，これをXSO(V,q) とかく．このとき f

の GSpin(V, q)der への制限は中心的同種であり，(SO(V, q), XSO(V,q)) は Abel 型志
村データである．

例 4.11 F ⊂ C を総実体とし，F の Q 上の拡大次数を n とする．F の R への埋
め込み全体 {τ1, . . . , τn} を τ1 が F ⊂ C から定まる自然な埋め込みになるようにと
り，F 上の斜体 B を

B ⊗F,τi
R ≃

®
M2(R) (i = 1)
H (2 ≤ i ≤ n)

(4.1)

10



となるようにとる．G を B× から定まる Q 上の代数群とする．さらに，h : S→ GR

を

C× −→ GL2(R)×H× × · · · ×H×; a+ b
√
−1 7→

ÅÅ
a b
−b a

ã
, 1, . . . , 1

ã
と (4.1) に現れる同型から定まる R 上の代数群の射とし，h の G(R) 共役類を X と

かく．このとき (G,X) は志村データになり，これから定まる志村多様体を志村曲線
という．

以下で (G,X) が Abel 型になることを示す．L を F の総虚 2 次拡大とする．G0

を (B ⊗F L)× で定まる Q 上の代数群とし，

C = ResL/Q(Gm)， C ′ = ResF/Q(Gm)

とおく．NL/F : C → C ′ を NrL/F : L× → F× から誘導される射とし，C0 =
kerNL/F とおく．自然な埋め込み Q× ⊂ (B ⊗F L)× によって Gm を G0 の部分代

数群とみなし，G′ を Gder，C0 および Gm で生成される G0 の部分代数群とする．

τ1, . . . , τn を L の C への埋め込み τ̃1, . . . , τ̃n にのばしておく．hC : S→ CR を

C× −→
n∏
i=1

C×; z 7→ (1, z, . . . , z)

と τ̃1, . . . , τ̃n から定まる同型 (L⊗Q R)× ≃
∏n
i=1 C× によって定まる R 上の代数群

の射とする．このとき hhC : S→ G0R は G′
R を経由し，この射を h′ : S→ G′

R とか

く．X ′ を h′ の G′(R) 共役類とする．このとき (G′, X ′) は志村データであり，構成
から G′der = Gder かつ (G′ad, X ′ad) = (Gad, Xad) となることがわかる．
あとは (G′, X ′) が Hodge 型であることを示せばよい．(B ⊗F L)× の B ⊗F L へ
の左作用から定まる，G′ の Q 上の代数表現を V とかく．G′′ を Gder と C0 で生成

される G′ の部分代数群とする．このとき，h′ の構成と h が条件 (S2) をみたしてい
たことから，ad(h′(

√
−1)) は G′′

R の Cartan 対合になる．よって，補題 2.3 から VR

上の G′′
R 不変双線型形式 Ψ で Ψ(−, ad(h′(

√
−1))−) が正定値対称形式になるものが

存在する．

Q に G′ 作用を Gm が 2 乗で作用し，G′′ が自明に作用するように定めたものを

Q(−1) とかく．R(−1) = Q(−1) ⊗Q R とおく．すると Ψ: VR × VR → R(−1) は
G′

R 不変になる．

11



G′ 不変双線型形式 V × V → Q(−1) のなす Q 線型空間を L とかく．G′
R 不変双

線型形式 Ψ: VR × VR → R(−1) で Ψ(−, ad(h′(
√
−1))−) が正定値対称形式になる

もの全体は，LR の開部分空間をなすが，前に示したことからこの開部分空間は空で

はない．よって，G′ 不変双線型形式 ψ : V × V → Q(−1) で ψR(−, ad(h′(
√
−1))−)

が正定値対称形式になるものが存在し，これによって志村データの埋め込み

(G′, X ′)→
(
GSp(V, ψ), XGSp(V,ψ)

)
が得られる．つまり (G′, X ′) は Hodge 型である．

Q 上の単純随伴群 H で，型が A，B，C，DR，DH のいずれかであるものに対し

て，H の被覆 H♯ を以下のように定める．

• H が DH 型でないとき，H の普遍被覆を H♯ とする．

• H が DH 型のとき，[Del79, 2.3.8] で記述されているような H の二重被覆を

H♯ とする．

一般に Abel 型の志村データは次のように分類される．

定理 4.12 志村データ (G,X) が Abel 型であることは次の条件と同値である．

Q 上の単純随伴群 H1, . . . , Hn が存在し，任意の 1 ≤ i ≤ n に対し，Hi の型

は A，B，C，DR，DH のいずれかであり，中心的同種

H♯
1 × · · · ×H♯

n −→ Gder

が存在する．

証明 Gad が単純である場合は [Del79, 2.3] で示されている．証明のあらすじは，例
4.11 に現れる議論と同じであるが，G′ の一般斜交群への埋め込みを構成する部分は

もう少し難しくなり，[Sat65] の結果を用いる．一般の場合は，上記の場合の結果と
[Kis10, Lemma 3.4.13] を合わせると従う．

5 正準モデル

C 代数 R に対する環同型

C⊗R R
∼−→ R×R; z ⊗ r 7→ (zr, z̄r)
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によって定まる C 上の代数群の同型

SC ≃ GmC ×GmC

を考える．µ : GmC → SC を

GmC → GmC ×GmC; z 7→ (z, 1)

と上の同型 SC ≃ GmC ×GmC によって定まる射とする．h ∈ X に対し

µh = hC ◦ µ : GmC −→ GC

とおく．h ∈ X に対し µh の G(C) 共役類は X にしかよらないので，これを MX

とかく．GmC から GC への C 上の代数群の射のG(C) 共役類全体の集合を C(C) と
かく．Gm と G は Q 上定義されているので，Hom(GmC, GC) に Aut(C) が作用す
る．さらにこの作用は Aut(C) の C(C) への作用を定める．

定義 5.1 志村データ (G,X) のリフレックス体 E(G,X) とは C の部分体で，
Aut(C) の作用に関する MX ∈ C(C) の固定部分群が Aut

(
C/E(G,X)

)
となるもの

のことである．

補題 5.2 リフレックス体 E(G,X) は Q の有限次拡大体である．

証明 G の Q 上極大トーラス T をとり，W を GC の TC に関する Weyl 群とする．
このとき自然な写像

W\Hom(GmC, TC) −→ C(C)

は Aut(C) の作用と整合的な全単射を与える (cf. [Mil05, Lemma 12.1])．Aut(C) の
W\Hom(GmC, TC) への作用は，T が分裂するような Q 上の有限次 Galois 拡大の
Galois 群を経由するので主張が従う．

補題 5.3 志村データの射 f : (G,X) → (G′, X ′) が存在するとき E(G,X) ⊃
E(G′, X ′) となる．

証明 定義から従う．

T を Q 上のトーラスとし，h : S → TR を R 上の代数群の射とする．すると
(T, {h}) は志村データとなり，µh は E(T, {h}) 上定義される．E ⊂ C を E(T, {h})
の有限次拡大体とする．

ResE/Q(µh) : ResE/Q GmE → ResE/Q TE
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とノルム射
NrE/Q : ResE/Q TE −→ T

の合成を
NRE(µh) : ResE/Q GmE −→ T

とかく．写像
aE(T, {h}) : Gal(Q/E) −→ T (Af )/T (Q)−

を写像の合成

Gal(Q/E) −→ Gal(Q/E)ab Art−1
E−−−−→ π0(A×

E/E
×)

−→ π0
(
T (A)/T (Q)

)
−→ T (Af )/T (Q)−

によって定義する．ただし，三つ目の写像は NRE(µh) によって誘導される写像
である．E′ ⊂ C が E の有限次拡大体であるとき，aE′(T, {h}) は aE(T, {h}) の
Gal(Q/E′) への制限である．

定義 5.4 h ∈ X とする．G の Q 上定義された部分トーラス T が存在し，h : S→
GR が TR を経由するとき，h は特殊であるという．またこのとき (T, {h}) は志村
データを定め，リフレックス体 E(T, {h}) は h にしかよらないので，E(h) とかく．

定義 5.5 x ∈ Sh(G,X) とする．

(1) x の代表元 (h, g) ∈ X ×G(Af ) に対し，h の G(Q) 共役類 τ は x にしかよ

らず，これを x の型という．

(2) x の型 τ の任意の元が特殊であるとき，x は特殊であるという．またこのと

き，h ∈ τ に対する E(h) は τ にしかよらないので，E(τ) とかく．

特殊点の存在に関しては次が成り立つ ([Del71, Théorème 5.1])．

命題 5.6 E(G,X) の任意の有限次拡大体 E ⊂ C に対して，Sh(G,X) の特殊点の
型 τ で，E(τ) が E と E(G,X) 上線型無関係であるものが存在する．

Sh(G,X) の型 τ の特殊点全体に Gal
(
Q/E(τ)

)
の作用を以下のように定める．

x を Sh(G,X) の型 τ の特殊点とする．x の 代表元 (h, g) ∈ X × G(Af ) と G

の Q 上定義された部分トーラス T で h : S → GR が TR を経由するものをと
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る．σ ∈ Gal
(
Q/E(τ)

)
に対して，aE(τ)(T, {h})(σ) ∈ T (Af )/T (Q)− の代表元

ã ∈ T (Af ) をとって，
σ(x) = [(h, ãg)] ∈ Sh(G,X)

とおくと，これは σ と x のみから決まる型 τ の特殊点になる．以上によって，型 τ

の特殊点全体への Gal
(
Q/E(τ)

)
の作用が定まる．

定義 5.7 E ⊂ C を E(G,X) の有限次拡大体とする．Sh(G,X) の E 上弱正準モ

デルとは，右 G(Af ) 作用を持つ E 上のスキーム S と G(Af ) 作用と整合的な C 上
のスキームの同型

ξ : S ⊗E C ∼= Sh(G,X)

の組であって，以下の条件をみたすもののことである．

(1) Sh(G,X) の任意の特殊点は，ξ によって S(Q) の点と対応している．
(2) 任意の特殊点の型 τ に対し，型 τ の特殊点全体への Gal

(
Q/E(τ)

)
の作用と，

S(Q) への Gal(Q/E) の作用は，ξ に関して Gal
(
Q/E(τ)E

)
上で整合的で

ある．

Sh(G,X) の E(G,X) 上弱正準モデルのことを正準モデルという．

注意 5.8 定義 5.7 の正準モデルの正規化は，[Mil05, Definition 12.8] と一致するも
のを選んでいる (cf. [越川, 注意 5.21])．

補題 5.9 τ を Sh(G,X)のある特殊点の型とすると，型 τ の特殊点全体は Sh(G,X)
において Zariski 稠密である．

証明 G(Af ) のコンパクト開部分群 K に対し，型 τ の特殊点全体の ShK(G,X) に
おける像は，実近似定理より ShK(G,X)(C) において稠密であり，とくに Zariski 稠
密である．よって主張が従う．

命題 5.10 E ⊂ C を E(G,X) の有限次拡大体とする．Sh(G,X) の E 上弱正準モ

デルは，同型を除いて一意的である．

証明 Sh(G,X) の E 上弱正準モデルが二つあるとする．Sh(G,X) のある特殊点の
型 τ を取る．補題 5.9 より，二つの E 上弱正準モデルから得られる Aut(C/E) の
作用は Aut

(
C/E(τ)E

)
上で整合的になる．
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命題 5.6を用いて，Sh(G,X)のある特殊点の型 τ ′ をE(τ ′)が E(τ)E と E(G,X)
上線型無関係であるようにとる．再び補題 5.9 より，二つの E 上弱正準モデルか

ら得られる Aut(C/E) の作用は Aut
(
C/E(τ ′)E

)
上で整合的になる．Aut(C/E) は

Aut
(
C/E(τ)E

)
と Aut

(
C/E(τ ′)E

)
で生成されるので主張が従う．

Sh(G,X) の正準モデル S(G,X) が存在するとき，G(Af ) のコンパクト開部分群
K に対し，S(G,X)/K を ShK(G,X) の正準モデルという．

6 志村多様体の連結成分

代数体 F 上の連結簡約代数群 H に対し，Hder の普遍被覆を ρH : ‹H → Hder と

表す．また，comH : H ×H → H を可換 F 代数 R に対し，R 値点上で

H(R)×H(R) −→ H(R); (h1, h2) 7→ h1h2h
−1
1 h−1

2

となる F 上のスキームの射とし，この射を H に対する交換子射という．‹H に対する交換子射は
com

H̃
: ‹H × ‹H −→ Had ×Had −→ ‹H (6.1)

と経由する．さらに H に対する交換子射は，(6.1) に現れた二つ目の射を用いて

comH : H ×H −→ Had ×Had −→ ‹H −→ H

と経由する．このことから，可換 Q 代数 R に対し，ρH
(‹H(R)

)
は H(R) の正規部

分群となり，H(R)/ρH
(‹H(R)

)
は Abel 群になることがわかる．このとき

π(H) = H(AF )/H(F )ρH
(‹H(AF )

)
とおく．[Del79, Corollaire 2.0.8] より，H(F )ρH

(‹H(AF )
)
は H(AF ) の閉部分群で

あり，π(H) には Hausdorff 位相 Abel 群の構造が入る．
(G,X) を志村データとし，

π0
(
π(G)

)
= π0

(
π(G)

)
/π0

(
G(R)+

)
とおく．
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命題 6.1 自然な埋め込み G(Af )→ G(A) は，同型

G(Af )/G(Q)−
+

∼−→ π0
(
π(G)

)
を誘導し，この同型と G(Af ) の π0

(
Sh(G,X)

)
への右作用によって，π0

(
Sh(G,X)

)
は π0

(
π(G)

)
主等質空間になる．

証明 実近似定理より G(Q) は G(R) のなかで稠密なので，自然な射

G(Af )/ρG
(‹G(Af )

)
G(Q)+ −→ G(A)/ρG

(‹G(A)
)
G(Q)G(R)+ ≃ π0

(
π(G)

)
(6.2)

は同型になる．同型 (6.2) と π0
(
π(G)

)
が Hausdorff 位相群であることから，

ρG
(‹G(Af )

)
G(Q)+ が G(Af ) の閉部分群であることがわかる．‹G(R) の連結性から ρG

(‹G(Q)
)
⊂ G(Q)+ であり，‹G に対する強近似定理から

ρG
(‹G(Q)

)
は ρG

(‹G(Af )
)
の中で稠密である．よって

ρG
(‹G(Af )

)
⊂ G(Q)−

+ (6.3)

となる．よって
ρG

(‹G(Af )
)
G(Q)+ ⊂ G(Q)−

+

となるが，ρG
(‹G(Af )

)
G(Q)+ が G(Af ) の閉部分群であったことから，

ρG
(‹G(Af )

)
G(Q)+ = G(Q)−

+

がわかり，同型 (6.2) とあわせると同型

G(Af )/G(Q)−
+

∼−→ π0
(
π(G)

)
がえられる．

K を G(Af ) のコンパクト開部分群とする．補題 3.1 と (6.3) より，

π0
(
ShK(G,X)

)
≃ G(Q)+\G(Af )/K ≃ G(Q)+ρG

(‹G(Af )
)
\G(Af )/K (6.4)

となる．さらに，G(Af )/ρG
(‹G(Af )

)
が Abel 群であることから

G(Q)+ρG
(‹G(Af )

)
\G(Af )/K ≃ G(Af )/ρG

(‹G(Af )
)
G(Q)+K (6.5)

となる．(6.4)，(6.5) と同型 (6.2) より

π0
(
ShK(G,X)

)
≃ π0

(
π(G)

)
/K

となる．K に関して極限をとると主張が従う．
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定義 6.2 Π，∆ を群とし，Γ を Π の部分群とする．φ : Γ→ ∆ と r : ∆→ Aut(Π)
を群の射とし，r によって定まる ∆ の Π への作用で Γ が安定であるとする．さら
に以下を仮定する．

• γ ∈ Γ に対し，r(φ(γ)) = ad(γ) となる．
• δ ∈ ∆，γ ∈ Γ に対し，φ(r(δ)(γ)) = ad(δ)(φ(γ)) となる．

このとき，
{(γ, φ(γ)−1) ∈ Π ⋊ ∆ | γ ∈ Γ}

は Π ⋊ ∆ の正規部分群になり，この部分群による Π ⋊ ∆ の商を Π ∗Γ ∆ とかく．

G×G→ G を，可換 Q 代数 R に対し R 値点上で

G(R)×G(R) −→ G(R); (g, h) 7→ g−1hg

となる Q 上のスキームの射とする．この射は

Gad ×G→ G (6.6)

を経由する．射 (6.6) によって，Gad(Q)+ の Sh(G,X) への右作用が定まる．この
作用と G(Af ) の Sh(G,X) への右作用から，群

G = G(Af )/Z(Q)− ∗G(Q)+/Z(Q) G
ad(Q)+

の Sh(G,X) への右作用が定まる．ただし，Gad(Q)+ の G(Af )/Z(Q)− への作用

は，可換 Q 代数 R に対し R 値点上で

G(R)×G(R) −→ G(R); (g, h) 7→ ghg−1

となる Q 上のスキームの射 G×G→ G が誘導する射 Gad ×G→ G によって定ま

るものを考える．

定義 6.3 H を Q 上の連結随伴代数群とする．H ′ を Q 上の連結半単純代数群と
し，H ′ → H を中心的同種とする．このとき H ′(Q) の合同部分群の像を単位元の
開近傍系とする H(Q) の位相を τ(H ′) とかく．H(Q)+ の τ(H ′) に関する完備化を
H(Q)+∧τ(H′) とかく．

補題 6.4 G の Sh(G,X) への作用に関する任意の連結成分の安定部分群は
Gad(Q)+∧τ(Gder) と自然に同型になる．
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証明 Gad(Q)+ の 作用は Sh(G,X) の連結成分を保つので，G の Sh(G,X) への作
用に関する連結成分の安定部分群は，命題 6.1 より，

G(Q)−
+/Z(Q)− ∗G(Q)+/Z(Q) G

ad(Q)+

となる．さらに，[Del79, Corollaire 2.0.13]より，この安定部分群はGad(Q)+∧τ(Gder)

と自然に同型になる．

命題 6.5 X の連結成分 X+ をとり，X+×{e} ⊂ X×G(Af ) の像を含む Sh(G,X)
の連結成分を Sh(G,X+) とかく．このとき

Sh(G,X+)(C) = lim←−
Γ

Γ\X+

となる．ただし Γ は Gad(Q)+ の数論的部分群で τ(Gder) について開であるものを
うごく．特に，Sh(G,X+) は (Gad, Gder, X+) から決まっている．

7 連結志村多様体

命題 6.5 を参考にして，以下のような連結志村データおよび連結志村多様体の定義
を考える．

定義 7.1 G0 を Q 上の連結半単純代数群とする．X+
0 を S から Gad

0R への R 上の
代数群の射の Gad

0 (R)+ 共役類とする．(G0, X
+
0 ) が以下の条件をみたすとき，連結

志村データであるという．

(CS1) h0 ∈ X+
0 に対し，Lie(Gad

0R) に定まる Hodge 構造が {(−1, 1), (0, 0), (1,−1)}
型である．

(CS2) h0 ∈ X+
0 に対し，ad(h0(

√
−1)) が Gad

0R 上の Cartan 対合を定める．
(CS3) Gad

0 の Q 上の単純因子 H で H(R) がコンパクトになるものは存在しない．

定義 7.2 (G0, X
+
0 )を連結志村データとする．Gad

0 (Q)+ の数論的部分群 Γで τ(G0)
について開であるものに対し，Baily-Borel の定理により Γ\X+

0 に C 上準射影的な
代数多様体の構造を入れたものを ShΓ(G0, X

+
0 ) とかき (G0, X

+
0 ) に付随するレベル

Γ の連結志村多様体という．さらに，

Sh(G0, X
+
0 ) = lim←−

Γ
ShΓ(G0, X

+
0 )
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によって C 上のスキームを定義する．ただし Γ は Gad
0 (Q)+ の数論的部分群で

τ(G0) について開であるものをうごく．

(G0, X
+
0 ) を連結志村データとする．Gad

0 (Q)+ の Sh(G0, X
+
0 ) への右作用は，

Gad
0 (Q)+∧τ(G0) の連続な右作用に一意的にのびる．

h0 ∈ X+
0 に対し

µh0 = h0C ◦ µ : GmC −→ Gad
0C

とおき，µh0 の Gad
0 (C) 共役類を MX+

0
とかく．GmC から Gad

0C への C 上の代数群
の射の Gad

0 (C) 共役類全体の集合を C+
0 (C) とかく．Aut(C) は C+

0 (C) に自然に作用
する．

定義 7.3 連結志村データ (G0, X
+
0 ) のリフレックス体 E(G0, X

+
0 ) とは C の部分

体で，Aut(C) の作用に関する MX+
0
∈ C+

0 (C) の固定部分群が Aut
(
C/E(G0, X

+
0 )

)
となるもののことである．

観察 7.4 (G,X) を志村データとする．E ⊂ C を E(G,X) の有限次拡大体とし，
Sh(G,X) の E 上弱正準モデルが存在すると仮定する．このとき，G ×Gal(Q/E) が
Sh(G,X) に作用する．X の連結成分 X+ をとり，X+ × {e} ⊂ X ×G(Af ) の像を
含む Sh(G,X) の連結成分を Sh(G,X+) とかく．G ×Gal(Q/E) の作用に関する連
結成分 Sh(G,X+) の安定部分群を E とかくと，構成から短完全列

1 // Gad(Q)+∧τ(Gder) //
� _

��

E //� _

��

Gal(Q/E) // 1

1 // G // G ×Gal(Q/E) // Gal(Q/E) // 1

が得られる．G ×Gal(Q/E) は π0(Sh(G,X)) に推移的に作用するので，E の作用を
もつスキーム Sh(G,X+) から，G ×Gal(Q/E) の作用をもつスキーム Sh(G,X) を
復元することができる．

志村データ (G,X) と X の連結成分 X+ であって

(Gder, X+ad) ≃ (G0, X
+
0 )

となるものをとる (cf. [Del79, Lemme 2.5.5])．ただし X+ad は X+ の X → Xad

による像を表す．このとき X+ → X+
0 は同型であり，E(G,X) = E(G0, X

+
0 ) と

なる．
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E ⊂ C を E(G0, X
+
0 ) の有限次拡大とする．以下では，観察 7.4 に現れた群 E に

あたるものを，E 上弱正準モデルの存在を仮定せずに構成する．

まず以下の一般論について復習する (cf. [Del79, 2.4])．F ⊂ C を代数体とし，H
を F 上の連結簡約代数群とする．

(1) F の有限次拡大体 F ′ に対し，ノルム写像

NF ′/F : π(HF ′) −→ π(H)

が構成できる．

(2) F 上の代数的トーラス T と Q 上の代数群の射 TQ → HQ の H(Q) 共役類 M

で，Gal(Q/F ) の作用で安定なものに対して，自然な写像

qM : π(T ) −→ π(H)

を構成することができる．さらに，ある h ∈ M が F 上定義されている場合

は，qM は π(h) と一致する．

命題 6.1 と補題 6.4 より，短完全列

1 −→ Gad
0 (Q)+∧τ(G0) −→ G −→ π0

(
π(G)

)
−→ 1 (7.1)

がえられる．MX は GmQ から GQ への Q 上の代数群の射の G(Q) 共役類とみなす
ことができ，さらに Gal(Q/E) の作用で安定なので

qMX
: π(GmE) −→ π(GE)

が定義される．拡大 (7.1) の写像

Gal(Q/E)
Art−1

E−−−−→ π0
(
π(GmE)

) π0(NE/Q◦qMX
)

−−−−−−−−−−→ π0
(
π(G)

)
−→ π0

(
π(G)

)
による逆像を

1 −→ Gad
0 (Q)+∧τ(G0) −→ EE(G0, X

+
0 ) −→ Gal(Q/E) −→ 1

とかく．この EE(G0, X
+
0 ) が観察 7.4 の E にあたるものになる．

定義 7.5 h0 ∈ X+
0 とする．G

ad
0 の Q 上定義された部分トーラス T0 が存在し，

h0 : S→ Gad
0R が T0R を経由するとき，h0 は特殊であるという．特殊な h0 から定ま

る Sh(G0, X
+
0 ) の点を特殊点という．
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h0 ∈ X+
0 が特殊であるとし，G

ad
0 の Q 上定義された部分トーラス T0 で h0 が

T0R を経由するものをとる．T0 の G → Gad
0 による逆像の連結成分を T とし，

X+ ∼−→ X+
0 で h0 と対応する点を h ∈ X+ とすると，(T, {h}) は志村データを定め

る．リフレックス体 E(T, {h}) は h0 にしかよらないので，E(h0) とかく．
ZT = Z ∩ T とおく．

GT = T (Af )/ZT (Q)− ∗T (Q)/ZT (Q) T0(Q)

とおくと，短完全列

1 −→ T0(Q) −→ GT −→ π0
(
π(T )

)
−→ 1 (7.2)

が存在する．E′ = E(h0)E とおき，拡大 (7.2) の写像

Gal(Q/E′)
Art−1

E′−−−−→ π0
(
π(GmE′)

) π0(NE′/Q◦q{h})
−−−−−−−−−−→ π0

(
π(T )

)
−→ π0

(
π(T )

)
による逆像を

1 −→ T0(Q) −→ EE′(T0, h0) −→ Gal(Q/E′) −→ 1

とかく．構成から，自然な短完全列の単射

1 // T0(Q) //
� _

��

EE′(T0, h0) //
� _

��

Gal(Q/E′) //
� _

��

1

1 // Gad
0 (Q)+∧τ(G0) // EE(G0, X

+
0 ) // Gal(Q/E) // 1

が存在する．

定義 7.6 Sh(G0, X
+
0 )の E 上弱正準モデルとは，Q上のスキーム S で EE(G0, X

+
0 )

の E 上のスキームとしての右作用があるものと，C 上のスキームの同型

ξ : S ⊗Q C ∼= Sh(G0, X
+
0 )

の組であって，以下の条件をみたすもののことである．

(1) EE(G0, X
+
0 ) を写像

EE(G0, X
+
0 ) −→ Gal(Q/E)
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によって SpecQ に右から作用させると，構造射

S −→ SpecQ

は EE(G0, X
+
0 ) の作用と整合的である．

(2) Gad
0 (Q)+∧τ(G0) の S への作用は，Sh(G0, X

+
0 ) への作用と ξ に関して整合的

である．

(3) 特殊な h0 ∈ X+
0 から定まる Sh(G0, X

+
0 ) の特殊点は，ξ によって S(Q) の点

と対応しており，その点は EE′(T0, h0) の作用によって固定される．

Sh(G0, X
+
0 ) の E(G0, X

+
0 ) 上弱正準モデルのことを，正準モデルという．

8 正準モデルの存在

本節の目標は次の定理について説明することである．

定理 8.1 志村多様体の正準モデルは存在する．

まず準備としていくつかの一般論について説明する．

補題 8.2 (G,X)→ (G′, X ′) を志村データの埋め込みとし，E ⊂ C を E(G,X) の
有限次拡大体とする．このとき，Sh(G′, X ′) の E 上弱正準モデルが存在するなら

ば，Sh(G,X) の E 上弱正準モデルも存在する．

証明 S(G′, X ′) を Sh(G′, X ′) の E 上弱正準モデルとする．Sh(G,X) の特殊点の
型 τ をとる．すると，補題 5.9 より，埋め込み

Sh(G,X) ↪→ Sh(G′, X ′) ∼= S(G′, X ′)⊗E C (8.1)

が E(τ)E 上の閉部分スキームを与えることがわかる．
命題 5.6を用いて，Sh(G,X)のある特殊点の型 τ ′ をE(τ ′)が E(τ)E と E(G,X)
上線型無関係であるようにとる．再び補題 5.9 より，埋め込み (8.1) が E(τ)E 上の
閉部分スキームを与えることがわかる．さらに，E(τ)E ∩ E(τ ′)E = E より，埋め

込み (8.1) が E 上の閉部分スキームを与えることがわかり，これが Sh(G,X) の E

上弱正準モデルを与える．
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命題 8.3 (G,X)を志村データとし，X の連結成分 X+ をとる．E ⊂ Cを E(G,X)
の有限次拡大体とする．このとき Sh(G,X) の E 上弱正準モデルが存在することと，

Sh(Gder, X+ad)の E 上弱正準モデルが存在することは同値である．特に，Sh(G,X)
の E 上弱正準モデルの存在は，(Gder, X+ad) にしかよらない．

証明 Sh(G,X) の E 上弱正準モデルが存在すれば，観察 7.4 の議論によって
Sh(Gder, X+ad) の E 上弱正準モデルを構成することができる．

逆に，Sh(Gder, X+ad) の E 上弱正準モデル S が存在すると仮定する．このとき

S × G ×Gal(Q/E) に対して，γ ∈ EE(Gder, X+ad) の作用を

(s, g, σ) 7→ (sγ−1, γg, γσ)

によって定め，この作用に関して商

EE(Gder, X+ad)\
(
S × G ×Gal(Q/E)

)
をとる．得られた Q 上のスキームを Gal(Q/E) の作用によって E 上のスキームに

降下したものが，Sh(G,X) の E 上弱正準モデルを与える．

以上の構成によって，Sh(G,X) の E 上弱正準モデルと，Sh(Gder, X+ad) の E 上

弱正準モデルの間の対応が得られる．

命題 8.4 (G1, X1)→ (G2, X2) を G1 → G2 が中心的同種であるような志村データ

の射とする．E ⊂ C を E(G1, X1) の有限次拡大体とし，Sh(G1, X1) の E 上弱正

準モデルが存在すると仮定する．このとき，Sh(G2, X2) の E 上弱正準モデルも存在

する．

証明 X1 の連結成分 X+
1 をとり，X

+
2 を X+

1 の像を含む X2 の連結成分とする．

仮定と命題 8.3 より，Sh(Gder
1 , X+ad

1 ) の E 上弱正準モデル S1 が存在する．S2 を

S1 の
Ker(Gad

1 (Q)+∧τ(Gder
1 ) −→ Gad

2 (Q)+∧τ(Gder
2 ))

による商とすると，これは Sh(Gder
2 , X+ad

2 ) の E 上弱正準モデルになる．よって，再

び命題 8.3 を使うと主張が従う．
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8.1 Siegel モジュラー多様体

V を Q 上 2g 次元の線型空間とし，ψ : V × V → Q を Q 双線型非退化交代形式
とする．K を GSp(V, ψ)(Af ) のコンパクト開部分群とする．Ag,K を [越川, 4] で
定義されている K レベル構造付きの g 次元偏極 Abel 多様体の同種類の Q 上粗モ
ジュライスキームとする．

Ag = lim←−
K

Ag,K

とおく．このとき虚数乗法論の帰結として，Ag が Sh
(
GSp(V, ψ), X(V, ψ)

)
の正準

モデルを与えることがわかる (cf. [越川, 5.3])．

8.2 Hodge 型志村多様体

(G,X) が Hodge 型であるとき，ある Q 上有限次元の線型空間 V と Q 双線型非
退化交代形式 ψ : V × V → Q に対し，志村データの埋め込み

(G,X) −→
(
GSp(V, ψ), XGSp(V,ψ)

)
が存在するので，補題 8.2 により，Siegel モジュラー多様体の場合に帰着される．

8.3 Abel 型志村多様体

例 4.11 に現れた志村曲線の場合に説明する．記号は，例 4.11 にならい，F の総
虚 2 次拡大 L をとる．

まず Sh(G,X)が L上弱正準モデルをもつことを示す．例 4.11で構成した Hodge
型志村データ (G′, X ′) は，G′der = Gder かつ (G′ad, X ′ad) = (Gad, Xad) をみたす
ので，命題 8.3 より Hodge 型志村多様体が正準モデルをもつことに帰着される．
次に L と F 上線型無関係な F の総虚 2 次拡大 L′ をとる．上の議論によって，

Sh(G,X)が L′ 上弱正準モデルをもつ．よって Sh(G,X)が F 上正準モデルをもつ．

一般の Abel 型の場合は，定理 4.12 の証明にならい同様の議論を行う．

注意 8.5 ウェイト射が Q 上定義される Abel 型志村多様体は，技術的な仮定のもと
で，モチーフによるモジュライ解釈をもつことが知られている (cf. [Mil94, Theorem
3.13])．さらに，このモジュライ解釈を用いて，Abel 型志村多様体の正準モデルの存
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在を示すこともできる (cf. [Mil94, Theorem 3.33])．

8.4 一般の志村多様体

(G,X) を志村データとする．τ ∈ Aut(C) と特殊な h ∈ X に対し，(G,X) の τ，

µh に関する共役 (τ,hG, τ,hX) であって自然な同型

ψτ,h : G(Af ) −→ τ,hG(Af )

が存在するものと特殊な τh ∈ τ,hX を構成することができる (cf. [MS82, p. 310])．
さらに，τ ∈ Aut(C) と特殊な h, h′ ∈ X に対し，同型

ϕ(τ ;h, h′) : Sh(τ,hG, τ,hX) −→ Sh(τ,h
′
G, τ,h

′
X)

であって，g ∈ G(Af ) に対し，

ϕ(τ ;h, h′) ◦ ψτ,h(g) = ψτ,h′(g) ◦ ϕ(τ ;h, h′)

となるものを構成できる (cf. [Lan79, p. 233])．また τ ∈ Aut(C)に対して，Sh(G,X)
の τ による共役を τ Sh(G,X) とかく．
次の定理を示すことが目標となる．

定理 8.6 τ ∈ Aut(C) と特殊な h ∈ X に対し，同型

ϕτ,h : τ Sh(G,X) −→ Sh(τ,hG, τ,hX)

が存在し以下をみたす．

(1) τ ∈ Aut(C) と特殊な h ∈ X に対し，

ϕτ,h(τ [(h, 1)]) = [(τh, 1)]

かつ g ∈ G(Af ) に対し

ϕτ,h ◦ τg = ψτ,h(g) ◦ ϕτ,h

となる．

(2) τ ∈ Aut(C) と特殊な h, h′ ∈ X に対し，

ϕτ,h′ = ϕ(τ ;h, h′) ◦ ϕτ,h

となる．
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定理 8.6 は Langlands によって予想されていたものであり (cf. [Lan79, p. 232–
233])，定理 8.6 が示せれば，得られた同型を用いて，Sh(G,X) を正準モデルに降下
することができる (cf. [Lan79, p. 233–234], [Mil99, 2])．
定理 8.6 に関して，補題 8.2 の次のような類似が成り立つ (cf. [MS82, Lemma

9.5])．

補題 8.7 (G,X) → (G′, X ′) を志村データの埋め込みとする．このとき，(G′, X ′)
に関して定理 8.6 が成り立つならば，(G,X) に関しても定理 8.6 が成り立つ．

定理 8.6 を示す上でも連結志村多様体を考えることが必要になる．(G0, X
+
0 )

を連結志村データとする．志村データの場合と同様に，τ ∈ Aut(C) と特殊な
h0, h

′
0 ∈ X+

0 に対し，連結志村データ (τ,h0G0,
τ,h0X+

0 )，特殊な τh ∈ τ,µh0X，同型

ψτ,h0 : G0(Af )→ τ,h0G0(Af ) および同型

ϕ(τ ;h0, h
′
0) : Sh(τ,h0G0,

τ,h0X+
0 ) −→ Sh(τ,h

′
0G0,

τ,h′
X+

0 )

を構成することができる．

次の定理は [MS82, §8, Conjecture C◦] において予想されていたものである．

定理 8.8 τ ∈ Aut(C) と特殊な h0 ∈ X+
0 に対し，同型

ϕτ,h0 : τ Sh(G0, X
+
0 ) −→ Sh(τ,h0G0,

τ,h0X+
0 )

が存在し以下をみたす．

(1) τ ∈ Aut(C) と特殊な h0 ∈ X+
0 に対し，

ϕτ,h0(τ [(h0, 1)]) = [(τh0, 1)]

かつ g ∈ G0(Af ) に対し

ϕτ,h0 ◦ τg = ψτ,h0(g) ◦ ϕτ,h0

となる．

(2) τ ∈ Aut(C) と特殊な h0, h
′
0 ∈ X+

0 に対し，

ϕτ,h′
0

= ϕ(τ ;h0, h
′
0) ◦ ϕτ,h0

となる．
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志村データ (G,X) に対し定理 8.6 が成り立つことと，(Gder, X+ad) に対し定理
8.8 が成り立つことは同値である (cf. [MS82, Proposition 9.4])．また，Siegel モ
ジュラー多様体に対する定理 8.6 は，[Del82] の結果から従う (cf. [MS82, Corollary
7.17])．さらに，Abel 型志村多様体に対する定理 8.6 は，8.2 節および 8.3 節と同様
の議論によって，補題 8.7 等を用いて，Siegel モジュラー多様体の場合に帰着される
(cf. [MS82, Theorem 9.8])．
以下では，定理 8.8 の証明について説明する．τ ∈ Aut(C) と特殊な h0 ∈ X+

0 を

とる．[MS82, Lemma 9.6] と [Mil83, Theorem 6.3] より，G0 が単連結で Gad
0 が単

純な場合に，条件 (1) をみたす ϕτ,h0 を構成できればよい．さらに，G0 が A 型の
場合は，Abel 型志村多様体に対する定理 8.6 から従うので，G0 は A 型ではないと
仮定してよい．ϕτ,h0 を構成するうえで鍵となるのが，次の Kazhdan の結果である
(cf. [Kaz83])．

定理 8.9 (G0, X
+
0 ) を連結志村データとし，Γ を G0 の数論的部分群とする．

τ ∈ Aut(C) とする．このとき，C 上の代数多様体 Γ\X+
0 の τ による共役 τ(Γ\X+

0 )
の普遍被覆 X ′+

0 は Hermite 対称領域である．さらに，G′ を Aut(X ′+
0 ) の単位元を

含む連結成分とし，τ(Γ\X+
0 ) の基本群 Γ′ を G′ の部分群とみなすと，Γ′ は G′ の

格子になる．

G0 の数論的部分群 Γ をとり，G′ と X ′+
0 を 定理 8.9 のようにとる．このとき，

[Mar75] の結果と G0 が A 型でないことを用いて，Q 上の代数群 G1 で同型

G(Af ) ∼−→ G1(Af ) (8.2)

と核がコンパクトである全射 G1(R) → G′ が存在し，Γ が G1(Q) の数論的部分群
と関係づくようなものが取れる．正確な主張については [Mil83, p. 249] を参照され
たい．

このとき構成から誘導される射

τ Sh(G0, X
+
0 ) −→ Sh(G1, X

′+
0 ) (8.3)

が同型になることを示せる．さらに，連結志村データの同型

(G1, X
′+
0 ) ≃ (τ,h0G0,

τ,h0X+
0 ) (8.4)

が存在する．
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T 0 を Gad
0 の Q 上定義された極大部分トーラスで，h0 が T 0R を経由するもの

とする．T0 を T 0 の G0 → Gad
0 による逆像の連結成分とする．i : T0 → G0 を

自然な埋め込みとする．このとき，i の τ，µh0 による共役
τ,h0i : T0 →τ,h0 G0 で

τ,h0iAf
= ψτ,h0 ◦ iAf

となるものを構成できる (cf. [Mil83, Remark 1.4])．同型
(8.2)，(8.3)，(8.4) を用いて，同型

ϕ′
τ,h0

: τ Sh(G0, X
+
0 ) −→ Sh(τ,h0G0,

τ,h0X+
0 )

ψ′
τ,h0

: G0(Af )→ τ,h0G0(Af )

を以下が成り立つように構成できる．

(1) ϕ′
τ,h0

(τ [(h0, 1)]) = [(τh0, 1)] かつ g ∈ G0(Af ) に対し

ϕ′
τ,h0
◦ τg = ψ′

τ,h0
(g) ◦ ϕ′

τ,h0

となる．

(2) τ,h0iAf
= ψ′

τ,h0
◦ iAf

となる．

ここで，ψτ,h0 = ψ′
τ,h0

とは限らないが，条件 (2) から ψτ,h0 = ad(t)ψτ,h0 とな

る t ∈ T 0(Af ) が存在することがわかる．もし，t ∈ T 0(Q) を示すことができれば，
ϕτ,h0 = ϕ′

τ,h0
◦ t とおくことで証明が完了する．

ここでさらに，補題 8.7 を用いることで，G0 が以下の条件をみたす場合に帰着し

ておく．

(1) 総実体 F と F 上の半単純群 G′
0 で G′ad

0 が絶対単純であるものが存在し，

G0 = ResF/QG′
0 となる．

(2) G′
0 の F 上定義された部分トーラス T ′

0 で，T0 = ResF/Q T ′
0 となるものが存

在し，T0 は F のある総虚 2 次拡大 L 上分裂する．

R を G′
0L の T ′

0L に関するルート系とし，

Lie(G′
0L) = Lie(T ′

0L)⊕
⊕
α∈R

Lie(G′
0L)α

をルート分解とする．R の正ルートの集合 R+ をとる．α ∈ R+ に対し，Lie(G′
0L)

の部分 Lie 環
Lie(T ′

0L)⊕ Lie(G′
0L)α ⊕ Lie(G′

0L)−α
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は F 上定義され，対応する G′
0 の連結部分代数群を H ′

α とかき，Hα = ResF/QH ′
α

とおく．R+
nc をHα(R) が非コンパクトとなる α ∈ R+ 全体のなす集合とする．この

とき [Mil83, Proposition 4.3] より

Z(G0) =
∩

α∈R+
nc

Z(Hα)

となる．つまり，α ∈ R+ に対し，Zα = Z(Hα)/Z(G0) とおくと∩
α∈R+

nc

Zα = 1 (8.5)

となる．

α ∈ R+ とし，X+
α を

hα : S h−→ T 0R −→ Had
αR

の Had
α (R)+ 共役類とする．すると，Sh(Hder

α , X+
α ) と Sh(τ,hαHder

α ,τ,hα X+
α ) は

Sh(G0, X
+
0 ) と Sh(τ,h0G0,

τ,h0 X+
0 ) の部分連結志村多様体になり，ϕ′

τ,h0
は同型

ϕ′
α : Sh(Hder

α , X+
α ) −→ Sh(τ,hαHder

α ,τ,hα X+
α )

を誘導する．ここで，(Hder
α , X+

α ) は A1 型なので，(Hder
α , X+

α ) に対する定理 8.8
はすでに証明されている．このことから t ∈ T 0(Af ) の (T 0/Zα)(Af ) における像
が，(T 0/Zα)(Q) に入ることがわかる．よって t の T 0(Af )/T 0(Q) における像が，
Zα(Af )/Zα(Q) に入る．このことと，(8.5) をあわせると，t ∈ T 0(Q) がわかり，主
張が従う．

9 志村多様体上の局所系と保型ベクトル束

(G,X) を志村データとする．この節では，Z0 がある CM 体上分裂すると仮定す

る．Zs を Z の Q上定義された部分トーラスのうちで，R 上分裂し，Q 上分裂して
いる部分トーラスをもたないような最大のものとする．Gc = G/Zs とおく．次の定

理は [Mil90, III, Theorem 5.1, 6] の結果をまとめたものである．

定理 9.1 K を G(Af ) の十分小さいコンパクト開部分群とし，SK(G,X) を
ShK(G,X) の正準モデルとする．(V, ξ) を Gc の Q 上有限次元代数表現とする．こ
のとき以下の対象を標準的に構成することができる．
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(1) ShK(G,X)(C) 上の Q 局所系 V (ξ)．
(2) 任意の素数 ℓ に対する SK(G,X) 上の Qℓ エタール局所系 Vℓ(ξ)．
(3) SK(G,X) 上のベクトル束 V(ξ) とその上の平坦接続 ∇(ξ)．

さらに ν : ShK(G,X)(C) → SK(G,X) を局所環付き空間の自然な射としたとき，
以下の標準的な同型が存在する．

• 任意の素数 ℓ に対する，ShK(G,X)(C) 上の Qℓ 局所系の同型 V (ξ)⊗QQℓ
∼−→

ν∗Vℓ(ξ)．
• ShK(G,X)(C) 上の C 局所系の同型 V (ξ)⊗Q C ∼−→ ν∗(V(ξ)

)ν∗∇(ξ)
．

定理で構成されるベクトル束 V(ξ) を保型ベクトル束という．以下では，Q 局所系
V (ξ)，Qℓ エタール局所系 Vℓ(ξ) およびベクトル束 V(ξ) の構成について説明する．

9.1 Q 局所系

K の Gc(Af ) における像を Kc とかく．以下が成り立つように K が十分小さい

と仮定する．

• 補題 3.1 において，任意の g ∈ C に対し，Γg\X+ の基本群が Γg となる．
• Kc ∩ (Z/Zs)(Q) = {1} となる．

このとき，gKg−1 ∩ G(Q)+ の Gc(Q) における像を Γcg とおくと，Γcg
∼−→ Γg であ

る．よって Gc の表現 (V, ξ) によって Γg の表現が定まり，それから Γg\X+ 上の Q
局所系が定まる．これらをあわせて，Q 局所系 V (ξ) が得られる．

9.2 Qℓ エタール局所系

S(G,X) を Sh(G,X) の正準モデルとする．K が十分小さい時，S(G,X) は
SK(G,X) 上の Galois 群が Kc である Galois 被覆になる．Gc の表現 (V, ξ) から，
Kc の連続表現 V ⊗Qℓ が定まり，それから Qℓ エタール局所系 Vℓ(ξ) が定まる．
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9.3 ベクトル束

h ∈ X とし，µh の定める RepGC の減少フィルトレーションを Filµh
とかく．

Filµh
の G(C) 共役類は h ∈ X のとり方によらず，これを X̌ とかく．Filµh

の GC

の作用に関する固定部分群を Ph とかく．Ph は GC の放物型部分群になる．このと

き，Filµh
によって同型

G(C)/Ph(C) ∼−→ X̌

が得られ，X̌C = GC/Ph によって X̌ に C 上の代数多様体の構造が入る．P ch =
Ph/ZsC とおくと同型

X̌C
∼−→ GcC/P

c
h (9.1)

が得られる．また，自然な全射MX → X̌ が存在することと，X̌C が Q 上定義され
た Grassmann 多様体に埋め込めることを用いて，X̌C に E(G,X) 上の代数多様体
の構造を入れることができる．

(x, c, a) ∈ X ×Gc(C)×G(Af ) に対する q ∈ G(Q)，z ∈ Z(Q)− の作用を

q(x, c, a)z = (qx, qc, qaz)

によって定め，

P (G,X)(C) = G(Q)\X ×Gc(C)×G(Af )/Z(Q)−

とおく．自然な射 π : P (G,X)(C) → Sh(G,X)(C) によって，P (G,X)(C) は
Sh(G,X)(C) 上の主 Gc(C) 束になる．
V (ξ) に対応する ShK(G,X)(C) 上の平坦接続付きベクトル束を

(
VC(ξ),∇C(ξ)

)
とする．Gc(C) 同変な写像

γ : P (G,X)(C) −→ X̌

を以下のように定める．P (G,X)(C) の点 p は Gc の任意の Q 上有限次元代数表現
(ξ′, V ′) に対し，同型 V ′

C → VC(ξ′)π(p) を与える．この同型と VC(ξ′)π(p) の Hodge
フィルトレーションから V ′

C にフィルトレーションが定まる．これによって，X̌ の

点が定まる (cf. [Mil90, III, Proposition 3.4])．
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定理 9.2 P (G,X)(C) は自然に E(G,X) 上のスキームの構造をもち，

Sh(G,X)(C) π←− P (G,X)(C) γ−→ X̌

は E(G,X) 上定義される．

証明 連結志村多様体に対する同様の主張が [Mil88] で証明されており，それから従
う (cf. [Mil90, III, Theorem 4.3, Theorem 4.6])．

定理 9.2 によって，P (G,X)(C) に C スキームの構造を入れたものを P (G,X) と
かく．G(Af )の十分小さいコンパクト開部分群K に対し，PK(G,X) = P (G,X)/K
とおく．すると，定理 9.2 より射

ShK(G,X) πK←−− PK(G,X) γK−−→ X̌C

が誘導され，これらの射は E(G,X) 上定義される．
ξC の P ch への制限と同型 (9.1) から定まる X̌C 上の GcC 同変ベクトル束 J (ξ) は

E(G,X) 上定義される．PK(G,X) 上の GcC 同変ベクトル束 γ−1
K

(
J (ξ)

)
と対応す

る ShK(G,X) 上のベクトル束は，E(G,X) 上定義され，これを V(ξ) とする．
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