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概 要
Wignerのユニタリ反ユニタリ定理や Uhlhornの定理の拡張について概説する．

1 Wigner の定理と Uhlhorn による拡張
H を複素 Hilbert 空間として，P (H) で H 上の階数 1 の（直交）射影作用素（つまり

P = P 2 = P ∗ なる作用素）全体を表す．（Hilbert 空間論をよく知らない方は，n を正の
整数として，H = Cn である場合のみ考えても差し支えない．その場合は，P (H) は階数
1 の複素 n×n 射影行列全体のことだと思ってよい．）P (H) は H の射影空間，すなわち
H の 1次元複素部分空間全体のなす集合と同一視できる．（この対応は，H の 1次元部
分空間に対し，それを像とする射影が唯一つ存在する，ということを用いて得られる．）
階数有限の作用素 A に対し，TrA で A のトレースを表すことにしよう．V1, V2 を複
素ベクトル空間とするとき，写像 T : V1 → V2 が反線形であるとは，任意の v, w ∈ V1 お
よび a, b ∈ C に対し T (av + bw) = aTv + bTw となることを意味する．
この講演のテーマである，Wigner の（ユニタリ反ユニタリ）定理とは，以下の定理

のことである．

定理 1 (Wigner [66]). 全単射 ϕ : P (H) → P (H) が条件

TrPQ = Trϕ(P )ϕ(Q) (P,Q ∈ P (H)) (1)

を満たすならば，次が成り立つ．

(W) H 上のあるユニタリ（複素線形全射等距離写像）または反ユニタリ（反線形全射
等距離写像）U : H → H が存在して，

ϕ(P ) = UPU−1 (P ∈ P (H)) (2)

となる．

逆に，H 上のユニタリまたは反ユニタリ U に対し，(2) により定まる P (H) 上の写像
ϕ が条件 (1)を満たすということは明らかである．Wigner の定理は量子力学の数学的基
礎付けにおいて重要とされる定理の一つであるが，その物理学的意味についてはここで
は深く立ち入らない．興味のある方はたとえば [9] をまず見るとよいだろう．
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かんたんな計算により，条件 (1)は次の条件と同値であることがわかる．

∥P −Q∥ = ∥ϕ(P )− ϕ(Q)∥ (P,Q ∈ P (H)). (3)

ただし ∥·∥ は作用素ノルムを表す．ゆえに，Wigner の定理は P (H) 上の全射等距離写
像を特徴づけている，とも考えられる．（作用素ノルムについてよく知らない方に向けて
補足すると，P (H) に定まる別の自然な距離，たとえば Fubini–Study 距離について等距
離であるという条件も (1)と同値である．）
Uhlhorn は，Wigner より強力な次の定理（Uhlhorn の定理）を与えた．射影 P,Q

に対し，TrPQ = 0 であること，PQ = 0 であること，P の像の元と Q の像の元のどの
組も直交していること はいずれも同値であることに注意しよう．

定理 2 (Uhlhorn [64]). dimH ≥ 3 とする．全単射 ϕ : P (H) → P (H) が条件

PQ = 0 ⇐⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ P (H)) (4)

を満たすならば，(W)が成り立つ．

つまり，dimH ≥ 3 でさえあれば，(1) よりもはるかに弱い仮定 (4) から Wigner の
定理と同じ結論がいえてしまうのである．ここで，dimH ≥ 3 であるという仮定は本質
的である．これを説明するために，dimH = 2 の場合を考えよう．このとき，P (H) は
2次元球面（Bloch 球面）と同一視できて，しかも P (H) における直交性は球面上で対
蹠点であるという関係に対応する，という事実がある．これより，dimH = 2 の場合に
Uhlhorn の定理が成り立たないことは直ちにわかる．
Wigner の定理や Uhlhorn の定理は簡明な形をしていて，量子力学的なモチベーショ
ンからだけでなく，純粋数学的観点からも興味深い．そのような背景（あるいはもっと
率直に書けば，量子力学と関係していると言い張ることで，純粋に数学的な内容であっ
ても研究の価値を認めてもらいやすいという理由）から，これらの定理の設定をすこし
変えた場合にどのような結論が成り立つか，といったタイプの研究が多数なされてきた．
その中には，講演者が関わったものもある．この講演は，そのような研究のいくつかにつ
いて説明することを目標とする．講演者の研究に近い話題がメインとなり，関連する研
究を網羅的に説明することはできない，という点はご容赦いただきたい．重要な結果が
抜けている可能性も否定できないが，読者がそう感じたとしたらそれは講演者の知識が
足りていないからである．よろしければ講演者に詳しく教えていただきたい．
本講演に類似するテーマを扱った文献としては Chevalier による概説 [9] や，Pankov

による本 [45] が挙げられる．本講演では，これらの文献に載っていないような最近の話
題にも焦点をおいて説明を行いたい．



2 全単射性や「⇐⇒」の部分の仮定を弱めてみる
Wigner の定理や Uhlhorn の定理において，ϕ の単射性は (1) や (4) から自動的に従

う．Wigner の定理においては，全射性の仮定を外した場合も，(W)と類似の結論が成り
立つことが知られている．

定理 3. 写像 ϕ : P (H) → P (H) が条件 (1)を満たすならば，ある複素線形または反線形
な等距離写像 U : H → H が存在して，

ϕ(P ) = UPU∗ (P ∈ P (H))

が成り立つ *1．

定理 1や定理 3の証明については，初等的な方法を含めいろいろなアプローチが可能
なので，意欲のある方は自分で考えてみてもよいかもしれない．ところで，これらの定理
の証明を最初に与えたのが誰か，というのは少々ややこしい問題である．詳しくはたと
えば [9], [22], [14] を参照されたい．
Uhlhorn の定理においては，dimH = ∞ の場合は全射性の仮定が本質的である．たと
えば，テンソル積を用いて ϕ : P (H) → P (H ⊗H) を ϕ(P ) = P ⊗ P で定め，さらに H

と H ⊗H を同一視すれば，ϕ は条件 (4)を満たすが，(2)とは形がだいぶ異なっている．
ところが，3 ≤ dimH <∞ の場合には，Uhlhorn の定理の全射性の仮定をはずしてもよ
い．さらに，条件 (4)を弱めることもできる．

定理 4 (Pankov–Vetterlein [47]). 3 ≤ dimH < ∞ とする．写像 ϕ : P (H) → P (H) が
条件

PQ = 0 =⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ P (H)) (5)

を満たすならば，(W)が成り立つ．

この論文 [47] が出版されたのは 2021 年のことである．このような定理が最近まで知
られていなかったという事実は興味深い．その後，dimH = ∞ の場合にも，適当な仮定
を追加すれば類似の結果が成り立つ，ということが Šemrl [55] により示されている．し
かし，どうやら，たとえば次の問題への答えは未だに知られていないと思われる．

問題 1. dimH = ∞ とする．全単射 ϕ : P (H) → P (H) が条件 (5)を満たすと仮定する．
このとき，(W)が成り立つか．

*1通常のように，H 上の有界な複素線形作用素 T : H → H に対し，その随伴作用素 T ∗ : H → H は，任意の
g, h ∈ H に対し ⟨Tg, h⟩ = ⟨g, T ∗h⟩ なるただ一つの有界複素線形作用素を表す．いっぽう，T : H → H

が有界な反線形作用素のとき，T ∗ : H → H は任意の g, h ∈ H に対し ⟨Tg, h⟩ = ⟨g, T ∗h⟩ なるただ一つ
の有界反線形作用素を表す．ユニタリまたは反ユニタリ U に対しては U∗ = U−1 であることに注意せよ．



3 等距離である/直交性を保つという仮定を弱めてみる

3.1 ひとつの距離を保つ写像
条件 (4)は，距離に関する次の条件に言い換えることができる．

∥P −Q∥ = 1 ⇐⇒ ∥ϕ(P )− ϕ(Q)∥ = 1 (P,Q ∈ P (H)).

Wigner の定理と Uhlhorn の定理を見比べると，次の問題が自然に浮かび上がる．

問題 2. 0 < c ≤ 1 を実数とする．全単射 ϕ : P (H) → P (H) が条件

∥P −Q∥ = c⇐⇒ ∥ϕ(P )− ϕ(Q)∥ = c (P,Q ∈ P (H)) (6)

を満たすとする．このとき，(W)が成り立つか？

Uhlhorn の定理より，dimH ≥ 3 かつ c = 1 であればこの問題への答えは肯定的で
あるが，(dimH, c) = (2, 1) の場合には否定的である，ということは既に述べた．Gehér

[16]はこの問題を「dimH = 2 かつ c /∈ {2−1/2, 1}」または「dimH ≥ 3 かつ c ≤ 2−1/2」
の場合に肯定的に解決した．また，「dimH = 2 かつ c = 2−1/2」の場合は，条件 (6)を
満たす全単射の一般形を与えた（この場合は問題の主張は偽である）．講演者は Gehér と
の共同研究 [17] において，残された場合について問題を肯定的に解決した．以上をまと
めれば，次のようになる．

定理 5. 問題 2の主張が真であるための必要十分条件は「dimH = 2 かつ c /∈ {2−1/2, 1}」
または「dimH ̸= 2」である．

実 Hilbert 空間などの設定における類似の研究については，[32], [16] を参照せよ．

3.2 非拡大/非縮小写像
まず，一般の距離空間の設定で改めて用語を整理しておく．(X, d) を距離空間とする．
写像 ϕ : X → X が条件

d(x, y) = d(ϕ(x), ϕ(y)), x, y ∈ X

を満たすとき，ϕ は等距離写像であるという．等距離写像は単射であること，また全射な
等距離写像の逆写像は等距離写像であることに注意．写像 ϕ : X → X が条件

d(x, y) ≥ d(ϕ(x), ϕ(y)) (resp. d(x, y) ≤ d(ϕ(x), ϕ(y))), x, y ∈ X

を満たすとき，ϕ は非拡大写像（resp. 非縮小写像）であるという．これらは等距離写像
の一般化である．下記の研究の動機のひとつは，距離空間の幾何学において基本的な次
の定理である [8, Theorems 1.6.14 and 1.6.15]．

定理 6. (X, d) を compact 距離空間とする．写像 ϕ : X → X が (i)非縮小である，また
は (ii)非拡大かつ全射である ならば，ϕ は全射な等距離写像である．



これを念頭に，Wignerの定理について改めて考えよう．以下，P (H)に距離 d(P,Q) :=

∥P −Q∥ を与えた空間を考えることにする．Wigner の定理は P (H) における等距離写
像の特徴づけを与える．では，非拡大写像や非縮小写像について類似した特徴づけは可
能だろうか．dimH < ∞ であれば，P (H) は compact であり，また多様体の構造を持
つ．ゆえに，定理 6, 定理 1と領域不変性（invariance of domain, Euclid 空間からそれ自
身への連続単射は開写像であるということ）から次が得られる．

定理 7. dimH < ∞ とする．写像 ϕ : P (H) → P (H) が (i)非縮小である，または (ii)

非拡大かつ全射である，または (iii)非拡大かつ単射である ならば，(W)が成り立つ．

全射性や単射性を仮定せずに，非拡大写像についてもう少し考えてみよう．ϕ の像
ϕ(P (H)) が P (H) の小さい ball に含まれるような写像 ϕ : P (H) → P (H) を考えれば，
非拡大写像はごまんと存在し，その一般形を得るのは困難であるということが容易にイ
メージできるだろう．いっぽうで，ϕ(P (H)) に関する弱い仮定のもとで，講演者と Šemrl

は以下に説明する結果を得た．
dimH = n < ∞ のとき，H は Cn と同一視できる．また，P (Cn) は階数 1 の n× n

射影行列全体の集合と同一視できる．Φ: P (Cn) → P (Cn) を，P = (pij)1≤i,j≤n ∈ P (Cn)

に対し Φ(P ) = (|pij|)1≤i,j≤n ∈ P (Cn) を返す写像と定める．この写像 Φ が非拡大写像で
あり，全射でも単射でもないことは容易に示せる．

定理 8 (森–Šemrl [43]). 3 ≤ n < ∞ とする．ϕ : P (Cn) → P (Cn) を非拡大写像とする．
ある P1, P2, . . . , Pn ∈ ϕ(P (Cn)) について，その総和が単位行列になると仮定する．ϕ が
等距離写像でないならば，あるユニタリ U, V : Cn → Cn が存在して

ϕ(P ) = UΦ(V PV −1)U−1 (P ∈ P (Cn)) (7)

が成り立つ．

Wigner の定理を拡張する多くの研究において，結論として得られるのはたいてい (W)

とよく似た形の写像である．ところが，この定理の結論では別のタイプの写像が現れて
おり，講演者にとってかなり興味深い．
dimH = ∞ の場合も類似の結果が得られるが，無限を扱う必要があるため適当な修正
が必要となる．詳しくは [43, Proposition 3.3] を参照されたい．それを用いることで次
が示せる．

定理 9. dimH ≥ 3 とする．（dimH = ∞ でもよい．）ϕ : P (H) → P (H) が (i)非縮小
かつ全射である，または (ii)非拡大かつ全射である ならば，(W)が成り立つ．

なお，dimH = ∞ の場合，非縮小，あるいは非拡大かつ単射であるが，(2)や (7)と
似た形をしていない写像 ϕ : P (H) → P (H) を構成できる [43, Examples 4.1, 4.2]．



3.3 正定値と限らない内積
A を H 上の可逆な有界複素線形写像とする．Hilbert 空間 H の通常の内積 ⟨· , ·⟩ の

かわりに，⟨A · , ·⟩ を考えるとどうなるだろうか．このような設定における Wigner の定
理の拡張は Bracci, Morchio, Strocchi [6], Molnár [36] により，Uhlhorn の定理の拡張は
van den Broek [7], Molnár [40] により与えられた．[40] の結果を紹介しよう．

定理 10 (Molnár [40]). dimH ≥ 3 とする．全単射 ϕ : P (H) → P (H) が条件
PAQ = 0 ⇐⇒ ϕ(P )Aϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ P (H))

を満たすならば，H 上のある複素線形または反線形な有界全単射 U : H → H が存在し
て，U∗AU は A のスカラー倍であり，かつ任意の P ∈ P (H) に対し ϕ(P ) は UPU∗ の
（正の）スカラー倍となる．

なお，Molnár はこの結果を後述の定理 15から導いた．有限次元かつ代数的な（係数
体が複素数と限らない）設定における類似の結果については [48] を参照せよ．

4 Hilbert 空間のかわりに Banach 空間を考えてみる
Hilbert 空間を Banach 空間に置き換えた場合に，Wigner や Uhlhorn の定理の類似が
成り立つか，というのは自然な疑問であるが，問題設定の方法は複数ある．そのような研
究のいくつかを紹介しよう．

4.1 Semi-inner product

Wigner の定理は，次と同値であることがかんたんに確かめられる．

定理 11. 全射 f : H → H が
|⟨x, y⟩| = |⟨f(x), f(y)⟩| (x, y ∈ H) (8)

を満たすならば，H 上のユニタリまたは反ユニタリ U : H → H および写像 σ : H →
T := {z ∈ C : |z| = 1} が存在して，

f(x) = σ(x)Ux (x ∈ H)

が成り立つ．

Banach 空間 X において，Hilbert 空間における内積の類似を考える方法のひとつとし
て，次のようなものがある．X が smooth であるということを仮定する．これはつまり，
任意の y ∈ X \{0}に対し，φy(y) = ∥y∥なる双対空間の単位ベクトル φy ∈ X∗ が唯一つ
存在することを意味する．そこで，x ∈ X と yの「内積もどき」[x, y]を [x, y] := ∥y∥φy(x)

と定める．また，y = 0 のときは [x, y] = 0 と定める．これを semi-inner product と
呼ぶ *2．Hilbert 空間に対する semi-inner product は通常の内積に他ならない．Banach

*2 semi-inner product という単語をほかの意味で使うこと文献も多いため，混乱しないよう注意せよ．



空間の設定においても，semi-inner product は内積に似た性質を持つ．定理 11の拡張と
して，次の定理が成り立つ．

定理 12 (Ilǐsević–Turnšek [29]). X,Y を smooth な複素 Banach 空間とする．全射
f : X → Y が

|[x, y]| = |[f(x), f(y)]| (x, y ∈ X)

を満たすならば，ある複素線形または反線形な全射等距離写像 U : X → Y および写像
σ : X → T が存在して，

f(x) = σ(x)Ux (x ∈ X)

が成り立つ．

4.2 Phase-isometry

まず定理を一つ紹介しよう．

定理 13 (Ilǐsević–Omladič–Turnšek [26]). X, Y を実 Banach空間とする．全射 f : X →
Y が

{∥x+ y∥, ∥x− y∥} = {∥f(x) + f(y)∥, ∥f(x)− f(y)∥} (x, y ∈ X)

を満たすならば，ある実線形全射等距離写像 U : X → Y および写像 σ : X → {−1, 1} が
存在して，

f(x) = σ(x)Ux (x ∈ X)

が成り立つ．

これは Maksa, Páles [33] による問題へのひとつの解答を与えている．X,Y が実
Hilbert 空間の場合を考えると，この定理から Wigner の定理の「実 Hilbert 空間バー
ジョン」が導かれる．そのような意味で，この定理は Wigner の定理と関係している．
この定理の仮定を満たす写像は phase-isometry と呼ばれる．こういった話題につい

ては，特に中国のグループが近年多数の論文を書いているようだ．たとえば [24], [25] お
よびこれらの論文の文献リストを参照されたい．

4.3 Birkhoff–James 直交性
Banach 空間の設定で直交性の類似を考える方法はいくつかあるが，この節では

Birkhoff–James 直交性というものを扱う．X を複素 Banach 空間とする．X の射影
空間を P (X) で表す．つまり P (X) の各元は X の複素 1次元部分空間である．ベクト
ル x ∈ X \ {0} に対し，x の張る 1次元部分空間を [x] ∈ P (X) で表す．x, y ∈ X \ {0}
に対し

[x] ⊥BJ [y] ⇐⇒ 任意の λ ∈ C に対し ∥x+ λy∥ ≥ ∥x∥

と定める．⊥BJ は P (X) 上の二項関係として代表元 x, y のとり方によらず定まること
に注意しよう．この関係は，Hilbert 空間に対しては通常の直交性と一致する．Banach



空間の設定では P ⊥BJ Q ⇐⇒ Q ⊥BJ P は一般には成り立たないことに注意が必要で
ある．次の問題を考えよう．

問題 3. X,Y を複素 Banach 空間とし，dimX ≥ 3 を仮定する．全単射 ϕ : P (X) →
P (Y ) が条件

P ⊥BJ Q⇐⇒ ϕ(P ) ⊥BJ ϕ(Q) (P,Q ∈ P (X))

を満たすと仮定する．このとき，ある複素線形または反線形な全射等距離写像 U : X → Y

が存在し，
ϕ([x]) = [Ux] (x ∈ X \ {0})

が成り立つか．

X = Y が Hilbert 空間のとき，これは Uhlhorn の定理の設定とぴったり合致するこ
とが容易に確かめられる．この問題については部分的な解答が知られている．

定理 14 (Blanco–Turnšek [4], Arambašić–Guterman–Kuzma–Rajić–Zhilina [1]). X,Y

が smooth かつ X が反射的ならば，問題 3への答えは肯定的である．

Birkhoff–James 直交性を保つ写像については，係数体が実数の場合も含め，近年活
発に研究が行われている．（問題 3とは少し設定が異なるものも含まれるが，）たとえば
[30], [49], [60], [67] を参照せよ．

4.4 ベキ等作用素
この節では，射影のかわりにベキ等作用素（つまり，有界線形作用素 P で P = P 2 を
満たすもの）について考えてみよう．以下，X を複素 Banach 空間とする．I(X) で X

上の階数 1 のベキ等作用素全体を表す．
I(X) 上の写像について Wigner の定理の類似を与えた研究としては，たとえば [38],

[63] がある．ここでは，Uhlhorn の定理の類似を紹介しよう．

定理 15 (Molnár [40]). dimX = ∞ とする．全単射 ϕ : I(X) → I(X) が条件

PQ = 0 ⇐⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ I(X))

を満たすならば，ある複素線形または反線形な有界全単射 T : X → X が存在し，

ϕ(P ) = TPT−1 (P ∈ I(X))

が成り立つ．

実は，先に登場した Molnár の定理 10の証明は，この定理 15に基づいている．また，
Molnár は定理 15 の別の応用として，Uhlhorn の定理の以下に示す形の拡張も証明し
た．X の射影空間 P (X) および，双対空間 X∗ の射影空間 P (X∗) の両方に着目する．



x ∈ X \ {0}, f ∈ X∗ \ {0} に対し，

[x] ⊥ [f ] ⇐⇒ f(x) = 0

と定めることにする．このとき，P ∈ P (X), Q ∈ P (X∗) に対する関係 P ⊥ Q は代表元
x, f のとり方に依存せずに定まることに注意しよう．

定理 16 (Molnár [40]). dimX = ∞ とする．全単射 ϕ : P (X) → P (X), ψ : P (X∗) →
P (X∗) が条件

P ⊥ Q ⇐⇒ ϕ(P ) ⊥ ψ(Q) (P ∈ P (X), Q ∈ P (X∗))

を満たすならば，ある複素線形有界全単射 T : X → X が存在し，

ϕ([x]) = [Tx] (x ∈ X \ {0}), ψ([f ]) = [f ◦ T−1] (f ∈ X∗ \ {0})

が成り立つか，あるいはある反線形有界全単射 T : X → X が存在し，

ϕ([x]) = [Tx] (x ∈ X \ {0}), ψ([f ]) = [f ◦ T−1] (f ∈ X∗ \ {0})

が成り立つ．

ところで，定理 15を有限次元の設定で考えると，n× n 行列に関する話に帰着される．
この場合には，複素数体に限らぬ一般の体の設定を考えてもよく，また仮定を弱めること
もできる，ということが Šemrl により示された．

定理 17 (Šemrl [51]). n ≥ 3 を整数，F を体とする．F の元を成分とする階数 1 の n×n

ベキ等行列全体を I と表す．写像 ϕ : I → I が

PQ = 0 =⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ I)

を満たすならば，ある n×n 正則行列 A およびゼロでない準同型 σ : F → F が存在して，

ϕ((pij)1≤i,j≤n) = A((σ(pij))1≤i,j≤n)A
−1 ((pij)1≤i,j≤n ∈ I)

が成り立つ．

すこし異なるが類似した研究は [53], [54] でもなされている．また，Šemrl [50] は定理
15および定理 10の「四元数 Hilbert 空間バージョン」も与えた．

5 別の射影のあつまりを考えてみる

5.1 階数 k の射影
1 ≤ k < dimH を整数とする．Wigner の定理では階数 1 の射影のあつまりを考える

が，この節ではより一般の階数 k の射影を考えてみたい．H 上の階数 k の射影全体を
Pk(H) と表そう．Wigner の定理の類似を考えるにはどうすればよいだろうか．これに
はいくつもの方法が考えられる．Molnár は以下の結果を示した．



定理 18 (Molnár [39], [41]). ϕ : Pk(H) → Pk(H) を写像とする．任意の P,Q ∈ Pk(H)

に対し，H 上のあるユニタリ V が存在して，ϕ(P ) = V PV −1 かつ ϕ(Q) = V QV −1 と
なる *3，と仮定する．このとき，次が成り立つ．

(M) H 上の複素線形または反線形な等距離写像 U が存在して，

ϕ(P ) = UPU∗ (P ∈ Pk(H))

となるか，あるいは（2k = dimH かつ）

ϕ(P ) = I − UPU∗ (P ∈ Pk(H))

となる．

k = 1 の場合，定理 18は定理 3と同等の主張であることがかんたんに確かめられる．
しかし，k ≥ 2 の場合の定理 18の仮定は，Wigner の定理の仮定と見比べてみるとどうも
強すぎるように見える．Wigner の定理ともっと形の似ている次の定理は Gehér による．

定理 19 (Gehér [15]). 写像 ϕ : Pk(H) → Pk(H) が条件

TrPQ = Trϕ(P )ϕ(Q) (P,Q ∈ Pk(H))

を満たすならば，(M)が成り立つ．

定理 19 の仮定は (1) と同じ形であり，定理 18 の仮定よりずっと弱い．定理 19 の証
明の第一ステップは，Hilbert–Schmidt 内積と関係した TrPQ という値を使うことで
Hilbert 空間の幾何学を応用できる，という事実である．これに関連して，H 上の射影全
体のなす空間における Hilbert–Schmidt 距離についての等距離写像を調べた研究として
[65] が挙げられる．
では，(1)ではなく，作用素ノルムについて等距離写像である，という (3)の形の仮定
をおいた場合はどうなるだろうか．この場合も同様のことがいえる．

定理 20. 全射 ϕ : Pk(H) → Pk(H) が条件

∥P −Q∥ = ∥ϕ(P )− ϕ(Q)∥ (P,Q ∈ Pk(H))

を満たすならば，(M)が成り立つ（この場合，全射性より U はユニタリまたは反ユニタ
リである）．

この定理は，Botelho, Jamison, Molnár [5] が部分的に，Gehér, Šemrl [18] が一般の
場合を示した．Gehér, Šemrl [19] はさらに，階数 ∞ の射影に関する類似の定理を示し
た．定理 20において，dimH < ∞ の場合は全射性の仮定をはずせるが，そうでない場
合は全射性の仮定は本質的である．

*3論文 [39] ではこの条件を「principal angles を保つ」ということばで表現している．



以上に挙げたものとは異なった仮定を考えている研究の例については，Pankov の本
[45] や Šemrl の最近の論文 [56] を参照されたい．
ここまで Wigner の定理の拡張について述べた．Uhlhorn の定理の拡張についても定

理をひとつ紹介しておく．

定理 21 (Győry [21], Šemrl [52], Gehér–Šemrl [18]). 2k < dimH とする．全射
ϕ : Pk(H) → Pk(H) が条件

PQ = 0 ⇐⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ Pk(H))

を満たすならば，あるユニタリまたは反ユニタリ U : H → H が存在して，

ϕ(P ) = UPU−1 (P ∈ Pk(H))

が成り立つ．

この定理において，dimH <∞ の場合は全射性の仮定を外せる [44]．また，仮定を弱
めて

PQ = 0 =⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ Pk(H))

という条件を考えた場合についても研究がなされている [46] が，さらなる研究の余地も
ありそうだ．

5.2 作用素環への拡張
前節で紹介したような定理について，その作用素環の設定における類似を考えること
は自然である．この節では，そういった研究の例を紹介する．この節に限って，作用素環
に関する基本的なことばを，詳しく説明せずに使ってしまう場面があることに留意され
たい．
M を von Neumann 環とする．M の射影作用素全体からなる集合を P(M) と表

す．P(M) の元 P に対して，その central support projection を Z(P ) と表す．本講演
においては，P(M) の連結成分を M の Grassmann 空間と呼ぶ．また，Grassmann

空間 P ⊂ P(M) の任意の元 P ∈ P に対して Z(P ) = Z(I − P ) = I が成り立つと
き，P はよい Grassmann 空間であるということにする．1 ≤ k < dimH であると
き，前節で考えた空間 Pk(H) ⊂ B(H) がよい Grassmann 空間の例となる．より一般
に，M が semifinite な因子環，τ : M → C が normal semifinite faithful tracial weight，
c ∈ (0, τ(I)) であるとき，τ(P ) = c であるような射影 P ∈ M の全体 Pc(M, τ) は，（空
集合でなければ）よい Grassmann 空間の例である．
定理 19の一般化として次が成り立つ．

定理 22 (Qian–Wang–Wu–Yuan [62]). Mを semifiniteな因子環，τ : M → Cを normal

semifinite faithful tracial weight，c ∈ (0, τ(I)), 2c ̸= τ(I) とする．写像 ϕ : Pc(M, τ) →



Pc(M, τ) が条件
τ(PQ) = τ(ϕ(P )ϕ(Q)) (P,Q ∈ Pc(M, τ))

を満たすと仮定する．このとき，ϕ は σ-weak 連続な単射 Jordan ∗ 準同型 J : M → M
に拡張する *4．

この定理は，全射性の仮定を追加した場合については 2000年の段階で Molnár [37] が
示している．Gu, Wu, Yuan [20] は有限でない射影を元に持つ Grassmann 空間につい
て類似の結果を示した．
定理 20の拡張については，因子環と限らない一般の von Neumann 環の設定で，講演

者は以下の定理を得た．これについて少し詳しく説明しよう．

定理 23 (森 [42]). P ,Q をそれぞれ von Neumann 環M,N のよい Grassmann 空間と
する．全射 ϕ : P → Q が条件

∥P −Q∥ = ∥ϕ(P )− ϕ(Q)∥ (P,Q ∈ P)

を満たすならば，ある Jordan ∗ 同型 J : M → N と N の central projection E ∈ P(N )

が存在して，
ϕ(P ) = EJ(P ) + (I − E)J(I − P ) (P ∈ P)

が成り立つ．

この定理において，有限次元の場合を除き，全射性の仮定は本質的である．
先行研究である Gehér と Šemrl の論文 [19] においては，ふたつの射影作用素に対し，
それらをむすぶ適当な測地線が一意的に存在するための条件を考える，というアイデア
が非常に重要な位置を占める．定理 23の証明は，このアイデアを，以下のふたつの結果
と組み合わせることで与えられる．

定理 24 (羽鳥–Molnár [23]). M,N を von Neumann 環，U(M), U(N ) をそれぞれの
ユニタリ群とする．全射 ϕ : U(M) → U(N ) が条件

∥U − V ∥ = ∥ϕ(U)− ϕ(V )∥ (U, V ∈ U(M))

を満たすならば，ある Jordan ∗ 同型 J : M → N と N の central projection E ∈ P(N )

が存在して，
ϕ(U) = ϕ(I)(EJ(U) + (I − E)J(U)∗) (U ∈ U(M))

が成り立つ．

*4von Neumann 環のあいだの複素線形写像 J : M → N が Jordan ∗ 準同型であるとは，任意の x ∈ M
に対し J(x2) = J(x)2 かつ J(x∗) = J(x)∗ が成り立つことを意味する．明らかに，Jordan ∗ 準同型は射
影を射影に送る．また，σ-weak 連続な Jordan ∗ 準同型は，∗ 準同型と ∗ 反準同型の「和」で表せること
が知られている．詳しくは [31, Exercises 10.5.25–27] を参照せよ．



定理 25 (Dye [13]). M,N を I2 型直和成分を持たない von Neumann 環とする．全単
射 ψ : P(M) → P(N ) が

PQ = 0 ⇐⇒ ψ(P )ψ(Q) = 0 (P,Q ∈ P(M))

を満たすならば，ψ はM から N への Jordan ∗ 同型に一意的に拡張する．

なお，定理 23を用いることで，P(M) から P(N ) への全射等距離写像について調べ
ることも可能である．特に，次が成り立つ．

定理 26 (森 [42]). M,N を I1 型直和成分を持たない von Neumann 環とする．このと
き，P(M) から P(N ) への全射等距離写像が存在することは，M と N が Jordan ∗ 同
型であることと同値である．

さいごに，Uhlhorn の定理の von Neumann 環的類似を考えたい．より具体的な問題
は以下のとおりである．

問題 4. P ,Q を Grassmann 空間とする．適当な仮定の下で，全単射 ϕ : P → Q で
あって

PQ = 0 ⇐⇒ ϕ(P )ϕ(Q) = 0 (P,Q ∈ P) (9)

となるものをすべて決定せよ．

この問題については，次の定理が成り立つ．

定理 27. M を因子環，P ⊂ P(M) をよい Grassmann 空間とする．ある P,Q ∈ P に
対し PQ = 0 かつ P +Q ̸= I が成り立つと仮定する．全単射 ϕ : P → P が (9)を満た
すならば，ϕ はM 上の Jordan ∗ 自己同型に一意的に拡張する．

この定理は，前節（I型の場合）の定理 21の拡張にあたる．M が III型因子環の場合
は，（σ-有限性を仮定すれば）P = P(M) \ {0, I} となるため，この定理は上述の Dye の
定理から直ちに従う．残る II型環の場合に適用可能な証明は，中国の研究グループによ
る一連の論文 [58], [59], [57] で与えられた．関連する論文 [61] では，Grassmann 空間や
ユニタリ群上の Lp 距離に関する等距離写像が扱われている．

6 その他の拡張
講演者の技量不足により今回は詳しく扱うことができないが，Wigner の定理の拡張を
扱った研究として，ほかにも次のような話題があるようだ．

• Wigner の定理の仮定を近似的に満たす写像の研究．この方向での問題設定の方法
は複数あるが，(1)を近似的に満たす写像の研究の例として [12] が，(8)を近似的
に満たす写像の研究の例として [10], [27] が挙げられる．



• Wigner の定理の Hilbert 空間を Hilbert C∗-module に一般化する，という方向の
研究．たとえば，[34], [35], [2], [3], [11], [28] など．
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[18] G.P. Gehér and P. Šemrl, Isometries of Grassmann spaces. J. Funct. Anal. 270 (2016),

no.4, 1585–1601.
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