
The distance from a projection to nilpotents∗ †

森 迪也 ‡ (東大数理/理研 iTHEMS)

概 要
階数m ∈ {1, 2, . . . , n}の n×n直交射影行列と n×nベキ零行列全体の距離は (2 cos π

n
m

+2
)−1

である．

1 はじめに
この講演は泉正己氏（京都大）との共同研究 [8]に基づく1．本稿全体を通じ，n を（固定され

た）正の整数とする．ベクトル h =


h1

h2

...

hn

 ∈ Cn に対し，‖h‖ =
√
|h1|2 + |h2|2 + · · ·+ |hn|2

と定める．複素 n × n 行列全体を Mn と表す．A ∈ Mn に対し，‖A‖ := sup
h∈Cn, ∥h∥≤1

‖Ah‖ と
定める．a1, a2, . . . , an ∈ C に対し，第 (i, i) 成分が ai (1 ≤ i ≤ n) である n × n 対角行列を
Diag (a1, a2, . . . , an) と表す．n× n ベキ零行列全体を Nn と表す．
次が本講演における主定理である．
定理 1 ([8]). 1 ≤ m ≤ n とする．Pm := Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) に対し

inf
N∈Nn

‖Pm −N‖ =

(
2 cos

π
n
m + 2

)−1

が成り立つ．
3節・4節において，（定理 7を例外として）ほぼ自己完結な形でこの証明を与えたい．論文 [8]に
はより一般的な結果が書かれているが，それについては 5節で説明する．

2 背景
定理 1への動機を説明しよう2．（可分）複素 Hilbert 空間 H,K に対し，H から K への有界線
形作用素全体を B(H,K) と表す．A ∈ B(H,K) に対し，

‖A‖ (= ‖A‖B(H,K)) := sup
h∈H, ∥h∥≤1

‖Ah‖
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1が，行列の場合を主として扱うため，[8] より議論を簡略化した箇所や，逆に議論を丁寧に書いた箇所が多々ある．
2本節の内容の一部は [11] と重複している．説明がやや粗い部分があるがご容赦いただきたい．続く 3 節・4 節では行

列の場合しか考えない．



と定めると，B(H,K) はノルム ‖·‖ について Banach 空間をなす．このノルムは距離 d(A,B) :=

‖A − B‖ (A,B ∈ B(H,K)) を定め，この距離から B(H,K) の位相（ノルム位相）が定まる．
A ∈ B(H,K) に対し，〈A∗k, h〉 = 〈k,Ah〉 (h ∈ H, k ∈ K) なる A∗ ∈ B(K,H) が唯一つ存在し，
‖A∗‖B(K,H) = ‖A‖B(H,K), ‖A∗A‖B(H,H) = ‖A‖2B(H,K) が成り立つ．
以下，主として H = K の場合を考える．B(H,H) を B(H) と表す．B(H) は合成を積として

Banach 環をなす（‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ が成り立つ）．B(H) の単位元は H 上の恒等作用素である．
これを IB(H) あるいは I と表すことにする．n = dimH < ∞ のとき，H から Cn への（線形等
距離）同型写像をひとつとれば，通常の方法により，B(H) は n×n 複素行列全体のなす空間Mn

と同一視される．このような同一視について，前節で定めた行列のノルムは本節で定めた作用素の
ノルムと一致する．
作用素 N ∈ B(H) に対し，ある正の整数 k が存在して Nk = 0 が成り立つとき，N はベキ零

（nilpotent）であるという．B(H) のベキ零な元全体の集合を N (H) と表す．A ∈ B(H) に対し，A

と N (H) の距離 inf
N∈N (H)

‖A−N‖ を ν(A) と表すことにする．線形代数で学ぶように，N ∈ Mn

がベキ零であることは Nn = 0 であることと同値である．したがって，n × n ベキ零行列の全体
Nn はMn の閉集合である．これよりとくに，A ∈ Mn に対し，ν(A) = 0 であることは A ∈ Nn

であることと同値である．
いっぽう，dimH = ∞ の場合は，ベキ零作用素全体の集合は閉集合ではない．作用素 A ∈ B(H)

に対し，スペクトル {λ ∈ C | λI − A は可逆でない } を σ(A) で表す．A ∈ B(H) のスペクトル
σ(A) が一点集合 {0} であるとき，A は準ベキ零（quasinilpotent）であるという．Gelfand のス
ペクトル半径公式3から，A が準ベキ零であることは ‖Ak‖1/k → 0 (k → ∞)となることと同値で
ある．とくに，ベキ零作用素は準ベキ零である．
作用素論に関する Paul Halmos の有名な 10の問題 [5] の第 7問は，任意の準ベキ零作用素は

N (H) の閉包に属すか，という問題である．この問題は肯定的に解かれており，より強い以下の定
理が知られている．

定理 2 (Apostol, Foias, , Voiculescu [1]). A ∈ B(H) が N (H) の閉包に属する（すなわち ν(A) = 0

となる）ためには次の 3条件が成り立つことが必要十分である．

1. A のスペクトルは 0 を含み，連結である．

2. A の本質的スペクトル4は 0 を含み，連結である．

3. λ ∈ C に対し，λI −A が semi-Fredholm ならば λI −A の Fredholm index は 0 である5．

ベキ零作用素への理解を（「外側」から）もっと深めるために，ν の具体的な値をさらに調べよ
う，と考えることは自然な発想であろう．ところが，それはどうやら易しくないらしく，ν の具体
的な値が知られている作用素は，ν がゼロの場合（上記）を除き，H が有限次元でも無限次元で
もかなり限定的である．ν の値に関し知られているいくつかの事実を以下に述べる．

• 任意の A,B ∈ B(H) と λ ∈ C に対し，ν(λA) = |λ|ν(A)，ν(A) = ν(A∗), |ν(A)− ν(B)| ≤
‖A−B‖ である（定義より明らか）．

3A ∈ B(H) ならば，sup{|λ| | λ ∈ σ(A)} = lim
k→∞

∥Ak∥1/k である．この値をスペクトル半径という．
4A ∈ B(H) が Fredholm であるとは，A の像が閉で，dimkerA < ∞ かつ dimkerA∗ < ∞ であることを意味する．

A の本質的スペクトルとは，λI −A が Fredholm でない λ ∈ C の全体を表す．
5これはつまり次を意味する．λ ∈ Cに対し，λI−Aの像が閉で，dimker(λI−A) < ∞あるいは dimker(λI−A)∗ < ∞

であるならば，dimker(λI −A) = dimker(λI −A)∗ である．



• U ∈ B(H) が等距離作用素（U∗U = I）ならば，ν(U) = 1 である．（ν(U) ≤ 1 は明らか．
N ∈ N (H) ならば，h ∈ kerN( 6= {0}) に対し ‖(U − N)h‖ = ‖Uh‖ = ‖h‖ となるため，
ν(U) ≥ 1 である．）

• （Apostol–Salinas [2, Theorem 3.5]）任意の A ∈ B(H) に対し，ν(A) は A のスペクトル半
径以下である．

P ∈ B(H) が射影（projection）であるとは，P = P 2 = P ∗ であることを指す．B(H) の射影全
体の集合を P(H) と表す．また，Mn の射影全体の集合を Pn と表し，Pn の元で階数が m であ
るもの全体を Pn,m と表す．Pm = Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) ∈ Pn,m である．また，P ∈ Pn,m

ならば，あるユニタリ行列 U ∈ Mn が存在して UPU∗ = Pm となることにも注意．よって，任意
の P ∈ Pn,m に対し ν(P ) = ν(Pm) である．射影は基本的な作用素であるが，射影の場合に限っ
ても ν の完全な理解は以前まで得られていなかった．先行研究をまとめてみよう．

• 射影に対する ν の値の評価を与えた最も古い研究はおそらく [6] である．この論文で著者の
Hedlund は，零でない射影全体の集合と N (H) の距離について “the determination of the

precise value (中略) seems difficult, even if H is finite-dimensional” と述べている．

• （Herrero [7, Corollary 9]）dimH = ∞ のとき，P ∈ P(H) \ {0} の核が無限次元なら
ν(P ) = 1/2, 有限次元なら ν(P ) = 1 である．

• （MacDonald [9, Theorem 1]）P ∈ Pn,1 ならば，ν(P ) = (2 cos π
n+2 )

−1 である．

• （Cramer [4, Theorem 3.6]）n ≥ 2, P ∈ Pn,n−1 ならば，ν(P ) = (2 cos π
n

n−1+2 )
−1 である．

MacDonald [9]は，任意の P ∈ Pn\{0}に対し ν(P ) ≥ (2 cos π
n+2 )

−1 が成り立つと予想した．講
演者はMacDonaldの予想に証明を与えた [10, 11]．Cramer [4, Conjecture 5.1]はm ∈ {1, 2, . . . , n},
P ∈ Pn,m ならば ν(P ) = (2 cos π

n
m+2 )

−1 であると予想した．定理 1はこの予想を証明した結果に
他ならない．

3 準備
主定理について考えるための準備として，行列に関するいくつかの事実を述べよう．読者の面倒

を避けるため，証明もかんたんにつけることにしたい．
行列 A ∈ Mn に対し，そのトレースを trA，行列式を detA，階数を rankA と表す．A の

スペクトル σ(A) は A の固有値全体，すなわち固有多項式の根全体の集合に他ならない．また，
A = (aij)1≤i,j≤n に対し A∗ = (aji)1≤i,j≤n である．A がエルミート行列（A = A∗）のとき，
σ(A) ⊂ R が成り立つ．エルミート行列 A の固有値がすべて 0 以上であるとき，A は正であると
いう．エルミート行列 A,B に対し，B − A が正であるとき，A ≤ B と書く．この条件は，任意
の h ∈ Cn に対し 〈Ah, h〉 ≤ 〈Bh, h〉 となることと同値である．したがって，≤ は半順序関係とな
る．また，可逆行列 X ∈ Mn に対し

A ≤ B ⇐⇒ X∗AX ≤ X∗BX (1)

であることもわかる．エルミート行列 A,B に対し，B − A が正かつ可逆であるとき，A < B と
書くことにする．



一般に，行列 X に対し，X∗X,XX∗ は正である．また，正行列のノルムは最大固有値に等し
い．ゆえに

‖X‖ ≤ 1 ⇐⇒ ‖X∗X‖ ≤ 1 ⇐⇒ X∗X ≤ I

⇐⇒ ‖X∗‖ ≤ 1 ⇐⇒ ‖XX∗‖ ≤ 1 ⇐⇒ XX∗ ≤ I
(2)

が成り立つ．
エルミート行列 A ∈ Mn の固有値が（重複度を込めて）λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn であるとき，あるユ

ニタリ行列 U ∈ Mn が存在して，A = UDiag (λ1, λ2, . . . , λn)U
∗ が成り立つ．関数 f : σ(A) → C

に対し，f(A) = UDiag (f(λ1), f(λ2), · · · f(λn))U
∗ と定める6（functional calculus）．f の像

が R, [0,∞), {z ∈ C | |z| = 1} に含まれるとき，f(A) はそれぞれエルミート，正，ユニタリとな
ることに注意しておく．0 ≤ A，f(t) = t1/2 のとき，f(A) = A1/2 を A の（正の）平方根という．
次の 2つの定理はどちらも有名である．

定理 3. A,B ∈ Mn とする．このとき，AB の固有多項式は BA の固有多項式と一致する．

証明. Aが可逆のときは BA = A−1(AB)Aより明らか．一般の場合，十分小さい任意の実数 ε > 0

に対し，A + εI は可逆なので det(xI − (A + εI)B) = det(xI − B(A + εI)) が成り立つ．ε → 0

という極限7を考えれば det(xI −AB) = det(xI −BA) であることがわかる．

定理 4. エルミート行列 A,B ∈ Mn が正・可逆であるとする．このとき，A ≤ B と B−1 ≤ A−1

は同値である．

証明. A ≤ B
(1)⇐⇒ B−1/2AB−1/2 ≤ I

(2)⇐⇒ A1/2B−1A1/2 ≤ I
(1)⇐⇒ B−1 ≤ A−1.

行列解析の理論において基本的な min-max 定理を思い出そう．

定理 5 (min-max 定理). A ∈ Mn をエルミート行列，1 ≤ k ≤ n とする．このとき，A の（重複
度を込め）k 番目に大きい固有値 λk について次が成り立つ．

λk = max{min{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} | V は Cn の k 次元部分空間 }

= min{max{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} | V は Cn の n− k + 1 次元部分空間 }.

証明. ひとつめの等号を示す．ふたつめの等号の証明も同様である．A をユニタリ行列により対角
化することで，A = Diag (λ1, λ2, . . . , λn) の場合に帰着できる．
（≥ の証明）k 番目より前の成分がすべてゼロであるベクトル全体 W ⊂ Cn の次元は n− k + 1

である．よって，V ⊂ Cn を k 次元部分空間とすると，V ∩W 6= {0} である．ノルム 1 のベクト
ル h ∈ V ∩W をとれば，h ∈ W より 〈Ah, h〉 ≤ λk が従う．
（≤ の証明）k 番目より後の成分がすべてゼロであるベクトルの全体を V ⊂ Cn とおけば，
min{〈Ah, h〉 | h ∈ V, ‖h‖ = 1} = λk が成り立つ．

補題 1. エルミート行列 X,Y ∈ Mn が X ≤ Y を満たすと仮定する．関数 f : σ(X) ∪ σ(Y ) → R
が単調減少なら，tr (f(X)) ≥ tr (f(Y )) である．もしさらに f が単射で X 6= Y なら tr (f(X)) >

tr (f(Y )) である．

6これはこのような条件を満たすユニタリ U の取り方によらずに定まる．
7多項式を x ∈ C の関数とみなし，各 x ∈ C に対する極限を考える．



証明. X ≤ Y と min-max 定理より，X の（重複度を込めた）k 番目に大きい固有値は Y の k 番
目に大きい固有値以下である．よって，f(X) の k 番目に小さい固有値は f(Y ) の k 番目に小さ
い固有値以上である．トレースは固有値の総和であるから，tr (f(X)) ≥ tr (f(Y )) が成り立つ．
X ≤ Y かつ X 6= Y なら，tr (Y −X) > 0 であるため，ある k ∈ {1, 2, . . . , n} について X の k

番目に大きい固有値は Y の k 番目に大きい固有値より真に小さい．これより後半も示せる．

次の interlacing inequality とよばれる不等式 (3)は，min-max 定理の系として得られる．

定理 6. A,B ∈ Mn をエルミート行列，A ≤ B, rank (B − A) ≤ 1 とする．A の固有値を（重複
度を込めて） α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αn，B の固有値を β1 ≥ β2 ≥ · · · ≥ βn とおく．このとき，不等式

β1 ≥ α1 ≥ β2 ≥ α2 ≥ · · · ≥ βn ≥ αn (3)

が成り立つ．

次の事実もよく知られている．これは interlacing inequality と関係が深い．

補題 2. k を正の整数とする．

α′
1 ≥ α1 ≥ α′

2 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk−1 ≥ α′
k

を実数とする．エルミート行列 A ∈ Mk−1 の固有値が α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αk−1 のとき，固有値が
α′
1 ≥ α′

2 ≥ · · · ≥ α′
k であるエルミート行列 A′ ∈ Mk であって，A′ の左上の (k − 1)× (k − 1) 成

分が A と一致するものが存在する．

証明. UAU∗ = Diag (α1, α2, . . . , αk−1) =: Dとなるユニタリ行列 U ∈ Mk−1をとる．h1, h2, . . . , hk ∈

R に対し，h = (h1, h2, . . . , hk−1) とおき，行列
(
D h∗

h hk

)
について考える．この固有値は

(
U∗ 0

0 1

)(
UAU∗ h∗

h hk

)(
U 0

0 1

)
=

(
A (hU)∗

hU hk

)

の固有値に一致する．したがって，条件を満たす A′ の存在をいうためには，
(
D h∗

h hk

)
の固有値が

α′
1 ≥ α′

2 ≥ · · · ≥ α′
k となるような h1, h2, . . . , hk ∈ R を見つければよい．α1 > α2 > · · · > αk−1

である場合に示せれば，他の場合も容易に示せる．したがって，α1 > α2 > · · · > αk−1 の場合を
考えよう．p ∈ {1, 2, . . . , k − 1} に対し

hp =

√√√√√√√√√
−

k∏
q=1

(αp − α′
q)∏

q∈{1,2,...,k−1}\{p}

(αp − αq)

と定める（根号の中身は 0 以上の実数となることに注意）．そして，

hk = (α′
1 + α′

2 + · · ·+ α′
k)− (α1 + α2 + · · ·+ αk−1)

と定める．ふたつの k 次多項式

det

(
xI −

(
D h∗

h hk

))
,

k∏
l=1

(x− α′
l)



の差を f(x) とおく．すると，f は高々 k − 2 次の多項式であり，また f(α1) = f(α2) = · · · =
f(αk−1) = 0 となることが確かめられるため，f = 0 である．ゆえに

det

(
xI −

(
D h∗

h hk

))
=

k∏
l=1

(x− α′
l)

であり，望み通り
(
D h∗

h hk

)
の固有値が α′

1 ≥ α′
2 ≥ · · · ≥ α′

k となる．

さいごにもうひとつ簡単な補題を用意しておく．

補題 3. エルミート行列 X,Y ∈ Mn が X < Y を満たすと仮定する．E ∈ Mn を階数 1の射影とす
る．このとき，max{t ∈ R | X ≤ Y −tE}が存在し，それを t0 とおくと rank (Y −t0E−X) = n−1

が成り立つ．また，t < t0 に対し X < Y − tE である．

証明. X = 0 と仮定しても一般性を失わない．このとき 0 < Y となる．Y − tE = Y 1/2(I −
tY −1/2EY −1/2)Y 1/2 だから，I− tY −1/2EY −1/2 について考えればよい．Y −1/2EY −1/2 は正・階
数 1の行列である．tY −1/2EY −1/2 が射影となる tを t0 とおけば（つまり t0 = ‖Y −1/2EY −1/2‖−1

とおけば），それは I− tY −1/2EY −1/2 が正となる最大の tに一致する． I− t0Y
−1/2EY −1/2 は階

数 n−1の射影であり，したがって rank (Y −t0E) = rank (Y 1/2(I−t0Y
−1/2EY −1/2)Y 1/2) = n−1

となる．t < t0 に対し 0 < Y − tE であることも容易に確かめられる．

4 Cramer の予想の証明

狭義上三角，つまり


0 ∗ · · · ∗

0 0
. . .

...
...

...
. . . ∗

0 0 · · · 0

 という形である n × n 行列の全体を Tn と表す．前節

までに引き続き，0 ≤ m ≤ n に対し，Pm で対角行列 Diag (1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m 個

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−m 個

) を表す．射影

P ∈ Mn に対し，P⊥ := I−P と定めると，P⊥ も射影となる．ν の値を調べるにあたり，Arveson

の距離公式 [3]の一種として知られる次の定理が重要である．証明を知りたい方は [11]を参照され
たい．

定理 7 ([13, Lemma], [12, Theorem 1]). A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Mn とする．このとき，最小値
min
T∈Tn

‖A− T‖ が存在し，それは max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1APk‖ に等しい．

N ∈ Mn がベキ零であるためには，あるユニタリ行列 U について UNU∗ ∈ Tn となることが必要
十分である8．したがって，n×nユニタリ行列全体を Un と表せば，Nn = {U∗TU | U ∈ Un, T ∈ Tn}
が成り立つ．ゆえに，任意の A ∈ Mn に対し

ν(A) = inf
T∈Tn,U∈Un

‖A− U∗TU‖ = inf
T∈Tn,U∈Un

‖UAU∗ − T‖ 定理 7
= inf

U∈Un

max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1UAU∗Pk‖

となる．ここで，A = Pm, 1 ≤ m ≤ n の場合を考える．{UPmU∗ | U ∈ Un} = Pn,m であるから，

ν(Pm) = inf
P∈Pn,m

max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖

8ユニタリ行列による上三角化（Schur triangulation）を考えよ．



が成り立つ．ゆえに，P ∈ Pn,m に対し max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖ を考えることが重要となる．

以下，P ∈ Pn,m を固定して考える．一般に，行列 X,Y に対し

‖XY ‖2 = ‖(XY )∗(XY )‖ = ‖Y ∗X∗XY ‖ = ‖((X∗X)1/2Y )∗((X∗X)1/2Y )‖ = ‖(X∗X)1/2Y ‖2

だから ‖XY ‖ = ‖(X∗X)1/2Y ‖ が成り立つ．同様に ‖XY ‖ = ‖X(Y Y ∗)1/2‖ である．これより，

‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(P⊥

k−1P ) · (PPk)‖ = ‖(PP⊥
k−1P )1/2 · (PPk)‖ = ‖(PP⊥

k−1P )1/2 · (PPkP )1/2‖

である．よって，Ak = PPkP (k ∈ {0, 1, . . . , n})と定めると，‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(P −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖

となる．Ak − Ak−1 = P (Pk − Pk−1)P であるから，0 = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An = P , rank (Ak −
Ak−1) ≤ 1 である．
注意 1. I − Ak−1 = P⊥ + (P − Ak−1) より，(I − Ak−1)

1/2 = P⊥ + (P − Ak−1)
1/2 である．ま

た，Ak = PPkP より P⊥A
1/2
k = 0 である．以上より，(P − Ak−1)

1/2A
1/2
k = (I − Ak−1)

1/2A
1/2
k

であることがわかる．したがって，‖P⊥
k−1PPk‖ = ‖(I −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖ である．

θ := π( n
m+2)−1 とおく．各 1 ≤ k ≤ nに対し (2 cos θ)−1 と ‖P⊥

k−1PPk‖ = ‖(I−Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖

とを比較したい．ここで唐突だが，[0, π − 2θ] から [0, 1] への単調増大な全単射

t 7→ 1

2 cos θ
· sin t

sin(t+ θ)

を考える．この逆関数を用いた functional calculus により，0 ≤ Bk ≤ (π − 2θ)P および

Ak =
1

2 cos θ
· sinBk

sin(Bk + θI)
(4)

を満たす Bk ∈ Mn が唯一つとれる910．このとき，B0 = 0, Bn = (π − 2θ)P である．また，
A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An より

sinB0

sin(B0 + θI)
≤ sinB1

sin(B1 + θI)
≤ · · · ≤ sinBn

sin(Bn + θI)

である．次の命題が重要である．
命題 1. 各 k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し，

‖(I −Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒ tr (Bk −Bk−1) ≤ θ,

‖(I −Ak−1)
1/2A

1/2
k ‖ < (2 cos θ)−1 ⇐⇒ tr (Bk −Bk−1) < θ

が成り立つ．
まずこれを用いて ν(Pm) = (2 cos θ)−1 を導こう．

ν(Pm) ≥ (2 cos θ)−1 の証明.

( max
1≤k≤n

‖P⊥
k−1PPk‖ =) max

1≤k≤n
‖(I −Ak−1)

1/2A
1/2
k ‖ < (2 cos θ)−1

を仮定する．命題 1より，各 k に対し tr (Bk−Bk−1) < θ となる．したがって，tr (Bn−B0) < nθ

である．B0 = 0, Bn = (π − 2θ)P より，(π − 2θ)m < nθ，つまり θ > π( n
m + 2)−1 となり，矛盾

が得られた．
9右辺の分母の sin(Bk + θI) は可逆で，sinBk と sin(Bk + θI) は交換可能なので，分数のように表しても問題は起き

ない．見やすさのため，このような表記を今後多用する．
10この式のような変形が証明のポイントとなる．このようにするとうまくいく理由はいまひとつわかっていない．



ν(Pm) ≤ (2 cos θ)−1 の証明. 次の条件を満たす実数 βkl ∈ [0, π − 2θ] (1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ l ≤ k) を
（なんでもよいので）固定しておく．

(a) 任意の k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し
k∑

l=1

βkl = kθ である．

(b) 任意の k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し

βk,1 ≥ βk−1,1 ≥ βk,2 ≥ βk−1,2 ≥ · · · ≥ βk−1,k−1 ≥ βk,k

である．

(c) l ≤ m ならば βnl = π − 2θ，l > m ならば βnl = 0 である．

たとえば，
βkl = max{min{π − 2θ, kθ − (l − 1)(π − 2θ)}, 0}

とすれば条件を満たすことがかんたんに確かめられる．

αkl =
1

2 cos θ
· sinβkl

sin(βkl + θ)
∈ [0, 1]

とおく．関数 t 7→ sin t/ sin(t+ θ) は [0, π− 2θ] で単調なので，(b)より各 k ∈ {1, 2, . . . , n} に対し

αk,1 ≥ αk−1,1 ≥ αk,2 ≥ αk−1,2 ≥ · · · ≥ αk−1,k−1 ≥ αk,k

となる．ゆえに，補題 2を繰り返し用いることで，エルミート行列 Q ∈ Mn であって，各 k に
対し Q の左上 k × k 成分のなす小行列の固有値が αk1 ≥ αk2 ≥ · · · ≥ αkk となるようなもの
がとれる．(c) より，Q ∈ Pn,m である．Ak = QPkQ とおく．定理 3より，Ak = (PkQ)∗(PkQ)

と (PkQ)(PkQ)∗ = PkQPk の固有値は（重複度を込めて）一致する．よって，Ak の固有値は
αk1, αk2, . . . , αkk, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−k 個

である．0 ≤ Bk ≤ (π − 2θ)Q および (4) を満たす Bk ∈ Mn をとる

と，その固有値は βk1, βk2, . . . , βkk, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−k 個

である．したがって，(a) より tr (Bk −Bk−1) = θ

が k ∈ {1, 2, . . . , n}に対し成り立つ．ゆえに，命題 1を P = Qに適用すれば，各 k ∈ {1, 2, . . . , n}
に対し ‖P⊥

k−1QPk‖ = (2 cos θ)−1 であることがわかる．

以下，命題 1の証明を行う．まず補題を 3つ準備する．φ := θ/2 とおく．

補題 4. エルミート行列 B,B′ ∈ Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I, 0 ≤ B′ ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．
このとき，

sinB

sin(B + θI)
≤ sinB′

sin(B′ + θI)
⇐⇒ cot(B + φI) ≥ cot(B′ + φI)

である11．また，

rank

(
sinB

sin(B + θI)
− sinB′

sin(B′ + θI)

)
= rank (cot(B + φI)− cot(B′ + φI))

が成り立つ．

11cot t = cos t/ sin t = 1/ tan t は cotangent を表す．



証明. 公式 sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ を交換可能なエルミート行列に適用して，

sin(B + φI ± φI) = sin(B + φI) cos(φI)± cos(B + φI) sin(φI)

= cosφ sin(B + φI)± sinφ cos(B + φI)

を得る12．ゆえに，
sinB

sin(B + θI)
=

cosφ sin(B + φI)− sinφ cos(B + φI)

cosφ sin(B + φI) + sinφ cos(B + φI)
=

2I

I + tanφ cot(B + φI)
− I

が成り立つ．同様に，
sinB′

sin(B′ + θI)
=

2I

I + tanφ cot(B′ + φI)
− I

となる．ゆえに，
sinB

sin(B + θI)
≤ sinB′

sin(B′ + θI)

は
2I

I + tanφ cot(B + φI)
≤ 2I

I + tanφ cot(B′ + φI)

と同値である．定理 4より，これはさらに cot(B + φI) ≥ cot(B′ + φI) と同値である．
可逆行列に対する等式 X−1−Y −1 = X−1(Y −X)Y −1 より，階数に関する等式も得られる．

補題 5. エルミート行列 B,B′ ∈ Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I, 0 ≤ B′ ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．

A =
1

2 cos θ
· sinB

sin(B + θI)
, A′ =

1

2 cos θ
· sinB′

sin(B′ + θI)

とおく．このとき，

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒ cot(B′ + φI) ≥ cot(B + 3φI), (5)

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ < (2 cos θ)−1 ⇐⇒ cot(B′ + φI) > cot(B + 3φI) (6)

が成り立つ．

証明. sinB + sin(B + 2θI) = 2 sin(B + θI) cos(θI) = 2 cos θ sin(B + θI) より，

I − 1

2 cos θ
· sinB

sin(B + θI)
=

1

2 cos θ
· sin(B + 2θI)

sin(B + θI)

となる．ゆえに，

‖(I −A)1/2(A′)1/2‖ ≤ (2 cos θ)−1 ⇐⇒

∥∥∥∥∥
(
sin(B + 2θI)

sin(B + θI)

)1/2(
sinB′

sin(B′ + θI)

)1/2
∥∥∥∥∥ ≤ 1

が成り立つ．また，補題 4の証明と同様の計算から，S = tanφ cot(B+3φI), T = tanφ cot(B′+φI)

に対し
sin(B + 2θI)

sin(B + θI)
=

I + tanφ cot(B + 3φI)

I − tanφ cot(B + 3φI)
=

I + S

I − S

および
sinB′

sin(B′ + θI)
=

I − tanφ cot(B′ + φI)

I + tanφ cot(B′ + φI)
=

I − T

I + T

12交換可能なエルミート行列の組は，あるユニタリ行列により同時に対角化できるため，このような式が成立する．



が成り立つ13．∥∥∥∥∥
(
I + S

I − S

)1/2(
I − T

I + T

)1/2
∥∥∥∥∥ ≤ 1

(2)⇐⇒
(
I − T

I + T

)1/2(
I + S

I − S

)(
I − T

I + T

)1/2

≤ I

(1)⇐⇒ (I − T )1/2
(

2I

I − S
− I

)
(I − T )1/2 ≤ I + T

⇐⇒ 2(I − T )1/2(I − S)−1(I − T )1/2 ≤ 2I

⇐⇒ (I − T )1/2(I − S)−1(I − T )1/2 ≤ I

(2)⇐⇒ (I − S)−1/2(I − T )(I − S)−1/2 ≤ I

(1)⇐⇒ I − T ≤ I − S

⇐⇒ cot(B′ + φI) ≥ cot(B + 3φI)

であるから，(5)が示された．同様の同値変形より (6)も得られる．

補題 6. エルミート行列 B ∈ Mn が 0 ≤ B ≤ (π− 2θ)I を満たすとする．E ∈ Mn を階数 1の射
影とする．max{t ∈ R | cot(B + φI)− tE ≥ cot(B + 3φI)} を t0 とおくとき，

tr (arccot(cot(B + φI)− t0E)− (B + φI)) = θ

が成り立つ14．また，実数 t に対し

cot(B + φI)− tE > cot(B + 3φI) ⇐⇒ tr (arccot(cot(B + φI)− tE)− (B + φI)) < θ

である．

証明. C = cot(B+φI)−t0E, D = arccotC とおく．補題 3より，rank (C−cot(B+3φI)) = n−1

が成り立つ．cot(B + φI) の固有値を λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn，C = cot(B + φI) − t0E の固有値を
λ′
1 ≥ λ′

2 ≥ · · · ≥ λ′
n とおくとき，interlacing inequality より，

λ1 ≥ λ′
1 ≥ λ2 ≥ λ′

2 ≥ · · · ≥ λn ≥ λ′
n

が成り立つ．したがって，

0 < arccotλ1 ≤ arccotλ′
1 ≤ arccotλ2 ≤ arccotλ′

2 ≤ · · · ≤ arccotλn ≤ arccotλ′
n < π

を得る．
tr (B + φI) =

n∑
k=1

arccotλk, trD =

n∑
k=1

arccotλ′
k

であるから，
tr (B + φI) ≤ trD < tr (B + φI) + π (7)

が従う．
cot t = i

(
2

e2it − 1
+ 1

)

13−I ≤ S ≤ I, −I ≤ T ≤ I である．I − S, I + T は可逆だが，I + S, I − T は可逆と限らないことに注意．
14arccot は cot : (0, π) → R の逆関数（arccotangent）を表す．



より

t0E = cot(B + φI)− cotD

= i

(
2I

e2i(B+φI) − I
+ I

)
− i

(
2I

e2iD − I
+ I

)
= 2i((e2i(B+φI) − I)−1 − (e2iD − I)−1)

= 2i(e2i(B+φI) − I)−1(e2iD − e2i(B+φI))(e2iD − I)−1,

ゆえに
1 = rank (t0E) = rank (e2iD − e2i(B+φI)) = rank (e2iDe−2i(B+φI) − I) (8)

である．同様に，

n−1 = rank (C− cot(B+3φI)) = rank (e2iD−e2i(B+3φI)) = rank (e2iDe−2i(B+φI)−e4iφI) (9)

である．(8), (9) より，ユニタリ e2iDe−2i(B+φI) の固有値はひとつを除き 1 で，残りのひとつは
e4iφ = e2iθ である．e2iDe−2i(B+φI) の行列式を考える15ことで，e2itrDe−2itr (B+φI) = e2iθ を得
る．よって，2itrD − 2itr (B + φI) = 2iθ + 2iπl, つまり trD − tr (B + φI) = θ + πl なる整数 l

が存在する．(7) より，l = 0 である．ゆえに，trD − tr (B + φI) = θ が従う．これが目標として
いた等式に他ならない．
後半は，cot : (0, π) → R が狭義単調減少な全単射であることと，補題 1，補題 3，および前半よ

り従う．

命題 1 は補題 4, 5, 6 より直ちに従う（B = Bk−1, B
′ = Bk = arccot(cot(B + φI)− tE)− φI

の場合を考えよ）．

5 von Neumann 環への一般化
B(H) の ∗部分代数（部分ベクトル空間で，∗および合成演算について閉じているもの）であっ

て，I を含み，かつ強作用素位相（各点収束位相）で閉であるものを von Neumann 環という．
von Neumann 環であって，その中心が CI であるものを因子環とよぶ．von Neumann 環における
ほとんどの話題は因子環の場合に帰着される．以下でも因子環の場合に限って考えることにする．
因子環は 5つのタイプ（型）に分類される．前節で扱った行列環Mn は In型とよばれる因子環

であり，これはもっとも簡単な von Neumann 環であると考えられる．そのほかに次の 4つのタイ
プがある．

• I∞ 型環 · · · 無限次元 Hilbert 空間 H に対する B(H) がこれにあたる．

• II1 型環 · · · 無限離散群の左正則表現から構成されるたくさんの例などがある．

• II∞ 型環 · · · II1 型環と I∞ 型環のテンソル積で表される．

• III型環 · · · ほかと比べかなり扱いが難しい．冨田竹崎理論を用いて調べられる．

15一般に，エルミート行列 X に対し det e2iX = e2itrX であることに注意．



因子環 A とその元 A に対し，A に属するベキ零作用素全体と A との距離を νA(A) と表すこと
にする．射影 P ∈ A に対する νA(P ) について，先に述べた Herrero の結果および von Neumann

環の一般論から，次がわかる16．

定理 8 ([7, Corollary 9], [14, Section 8]). A を I∞, II∞, III のいずれかのタイプの因子環とする．
P ∈ A \ {0} を射影とする．

• V ∗V = I − P かつ I − P 6= V V ∗ ≤ I − P なる V ∈ A が存在するならば，νA(P ) = 1/2 で
ある．

• そうでないならば，νA(P ) = 1 である．

残されていたのが In 型と II1 型の場合である．これらの環は有限型の環とよばれ，特別な性質
をもつ．von Neumann 環 A 上の線形汎関数 τ : A → C が条件

• 任意の A ∈ A に対し τ(A∗A) ≥ 0,

• 任意の A,B ∈ A に対し τ(AB) = τ(BA),

• τ(I) = 1

を満たすとき，τ をトレース状態という．実は，有限型因子環はトレース状態を唯一つ持ち，また
トレース状態を持つ因子環は有限型である．論文 [8]では，有限型因子環について，射影 P ∈ A に
対する νA(P ) を完全に決定した．

定理 9 ([8]). A を因子環，τ を A 上のトレース状態，P ∈ A \ {0} を射影とする．このとき，

νA(P ) =

(
2 cos

τ(P )π

1 + 2τ(P )

)−1

が成り立つ．

A = Mn のときは τ(A) = trA/n であるため，定理 9は前節の結果の拡張となる．定理 9を II1

型環に対し証明するにあたり，νA(P ) の上からの評価については前節の結果を応用できる（II1型
環の中にMn のコピーが作れる，という事実を用いる）．下からの評価を得るためには前節と少
し違う議論が必要となる．これは，Mn を考える際に有効な「階数の差が 1以下である行列の組」
を用いる方法などが II1型環では使えず，命題 1 にあたる部分がそのままの形では成り立たないた
めである．そのかわりに，「連続値の階数」の役割を果たす量などをうまく考えることで証明がで
きる．詳しくは論文 [8]を参照されたい．
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