
GL(n)の局所ラングランズ対応
三枝 洋一（東京大学大学院数理科学研究科）

目 次
0 はじめに 2

1 GL(n)の許容表現 4

1.1 基本事項の復習 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Zelevinsky分類 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 不分岐表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.4 保型形式・保型表現との関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 LパラメータとWeil-Deligne表現 29

2.1 Lパラメータ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Weil-Deligne表現と ℓ進表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3 局所ラングランズ対応 38

3.1 局所ラングランズ対応の主張 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.2 補足：GLn(R), GLn(C)の局所ラングランズ対応 . . . . . . . . . . 43

3.3 ラングランズ関手性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.4 局所ラングランズ対応の具体的な記述 . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4 局所ラングランズ対応の証明について 66

4.1 証明のあらすじ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.2 Local geometry — 非可換 Lubin-Tate理論 . . . . . . . . . . . . . . 81

4.3 Global geometry — モジュラー曲線の場合 . . . . . . . . . . . . . . 98

1



0 はじめに
F を p進体とする．本稿のタイトルにある「GL(n)の局所ラングランズ対応」と

は，GLn(F )の既約スムーズ表現（あるいは同じことだが，既約許容表現）とF の n

次元Galois表現とを結び付ける理論である．この対応は，GLn(F )の既約表現（一
般には無限次元）をGalois群（より正確には，Weil群）の有限次元表現という「分か
りやすい」対象によってパラメータ付けていると見ることもできるし，F のGalois

表現という数論的に興味深い対象を，組織的に研究の進んでいる簡約群の表現論に
よって理解することができると見ることもできる．このように，どちらか一方の側
が簡単だとも言い切れず，それぞれに調べやすいところと調べにくいところのある
二つの世界が結び付いているのがラングランズ対応の大きな魅力だといえる．さら
に，局所ラングランズ対応は代数体上の大域ラングランズ対応（これは保型表現と
大域的Galois表現の間の対応であり，大域類体論の一般化とみなすことができる）
の局所成分を記述するという，より数論的な役割も持っている．p進簡約群の表現
論は，まさに局所ラングランズ対応の存在によって，実簡約 Lie群の表現論の変種
という表現論的興味にとどまらない深い数論的意義を獲得しているといえよう．
局所ラングランズ対応は全く違った二つの数学的対象を結び付けているので，対

応が存在するということだけからも多くの示唆が得られる．その代表的な例とし
て，ラングランズ関手性が挙げられる．局所ラングランズ対応におけるGalois表現
の側は有限次元表現が対象となるので，表現の制限や誘導，直和やテンソル積など
の通常の表現論的操作が可能である．したがって，p進簡約群の表現論の側にも対
応する操作があるはずだという予想を立てることができる．このような表現の対応
をラングランズ関手性と呼ぶ．これは保型形式の底変換の理論（の局所版）やWeil

表現によるGL2(F )の超尖点表現の構成などの古典的理論を含んでいる．また，エ
ンドスコピーリフトと呼ばれる特別な形の（しかし多くの古典的理論を含む）ラン
グランズ関手性については，Langlandsによって提示された安定跡公式を用いる方
針に沿う形で，現在に至るまでに膨大な結果が蓄積されている．本稿では，単に局
所ラングランズ対応の主張を紹介するだけではなく，ラングランズ関手性について
もなるべく詳しい説明を与えるようにした．局所ラングランズ対応の例や証明を考
える際には随所にラングランズ関手性が現れることからも，その重要性は理解して
いただけると思う．
一般の連結簡約代数群 Gに対しても局所ラングランズ対応を定式化することが

可能であり，Gが Sp2nや SO2n+1の場合などには（跡公式の安定化に関するいく
つかの残された技術的問題を除けば）証明されているが，そのなかでもG = GLn

の場合は特別な重要性を有している．G ̸= GLnの場合に現状で知られている局所
ラングランズ対応の証明は，G(F )の既約表現とGLn(F )の既約表現を表現論的手
法によって関連付け，GLn の局所ラングランズ対応に帰着させることによって行
われるからである（言い換えると，GとGLnの間のラングランズ関手性を証明す
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るということになる）．一方，G = GLnの場合には，志村多様体論を始めとする数
論幾何的な道具立てを駆使することで，直接 GLn(F )の表現と局所 Galois表現の
間の橋渡しをしなくてはならない．G = U(2),U(3)の場合には池松氏による解説
[池松]があるので，本稿ではG = GLnの場合に絞って話を進めることにした．た
だ，なるべく一般の Gに対しても通用するような定式化を行うように努めたつも
りである．
本稿の構成について述べる．まず第 1節では，GLn(F )の許容表現の理論を概観

する．この部分は本報告集の他の解説との重複もあり，また文献も多いため，証明
などはほとんど省略している．その一方で，本稿単独でも読みやすいように，記号
の固定も兼ねて，重要な定義や定理は一通り紹介しておいた．既に述べたように，
大域ラングランズ対応との関係（局所・大域整合性）は局所ラングランズ対応の無
視できない重要な一面であり，局所ラングランズ対応自体の証明にも必要となる．
大域ラングランズ対応を正確に述べるための準備として，第 1節の後半ではGL(n)

の保型表現論について少し詳しく解説を行った．サマースクールにおいては残念な
がらほとんど言及されなかったが，保型表現論との関係は p進簡約群の表現論を考
える主要な動機である．この部分の解説が補足として役立てば幸いである．第 2節
では，Galois表現側の基本事項について簡単にまとめた．続く第 3節は局所ラング
ランズ対応の解説に充てられている．まず局所ラングランズ対応の純表現論的な性
質をまとめた後，大域ラングランズ対応との関係について述べる．その後，ラング
ランズ関手性の例である底変換と保型誘導を導入する．これらはいずれも局所ラン
グランズ対応の証明に登場するものである．最後に，超尖点表現に対する局所ラン
グランズ対応の最も簡単な例として，Deligne-Lusztig表現から構成される深度 0の
超尖点表現がどのようなGalois表現に対応するかを見る（ここでも保型誘導の理論
が用いられる）．局所ラングランズ対応がどのようなものかを知りたい読者は，こ
の第 3節まで読めば十分であろう．
残りの部分である第 4節では，局所ラングランズ対応の証明について解説する．

証明の方法はいくつかあるが，私の知っている中で最も見通しがよいものを選んだ
つもりである．ただ，文献のない証明であるため，ある程度詳しく書かざるを得ず，
本節は想定よりも長くなってしまった．既に述べたように，GL(n)の局所ラングラ
ンズ対応の証明においては数論幾何的な技術が駆使されるが，読みやすさを重視し
て，なるべく数論幾何の部分を分離するように努めた．まず 4.1節では，数論幾何
を使う部分をブラックボックスとして定理の形で述べ，それからどのように表現論
的な議論を行って主定理を導くかを説明した．この小節だけでも証明の雰囲気は伝
わると思う．続く 4.2節，4.3節では，p可除群やエタールコホモロジー，リジッド
幾何などの知識を仮定して，ブラックボックスの中身についてのより詳しい解説を
試みた．
局所ラングランズ対応はヒドラのような予想だ（[HT01, p. 1]，[伊藤]）とはよ

3



く言ったもので，一つの項目について解説を書くと二つ書きたいことが生まれると
いう状況で，いつのまにかこのように長大な解説記事となってしまった．筆者の力
不足をお詫びしたい．また，原稿の執筆も締切よりかなり遅れてしまい，サマース
クール世話人の皆様には多大なご迷惑をおかけした．この場を借りてお詫びすると
ともに，原稿の完成を辛抱強く待ってくださったことを感謝する．

記号・用語

本稿全体にわたり，特に断りのない限り以下の記号を用いる．pを素数とし，F
を p進体（Qpの有限次拡大）とする．F の整数環をOF とし，その素元ϖを一つ固
定する．OF の剰余体OF /ϖOF を κで表し，その位数を qとおく．vF : F× −→ Z
を F の正規化された加法的付値とする．F = Qpのときは vQp のことを単に vpと
書く．|−| : F −→ R≥0を F の p進絶対値とする．a ∈ F×に対し |a| = q−vF (a)で
ある．

1 GL(n)の許容表現
1.1 基本事項の復習

まずはじめに，表現論に関する基本事項を簡単に思い出しておく．詳細について
は [BH06]の冒頭部などを参照されたい．
Gを局所副有限群（コンパクト開部分群からなる単位元の基本近傍系を持つよう

な位相群）とし，以下ではGのC上の表現を考える．(π, V )をGの表現とするとき，
v ∈ V がスムーズであるとは，StabG(v) = {g ∈ G | π(g)v = v}がGの開部分群に
なることをいう．V のスムーズな元全体を V smと書き，V のスムーズ部分と呼ぶ．
V = V smであるとき，すなわち任意の v ∈ V に対し StabG(v)がGの開部分群にな
るとき，(π, V )はスムーズ表現であるという．Gのコンパクト開部分群Kに対し，
V のK 不変部分 {v ∈ V | π(k)v = v (k ∈ K)}を V K と書くことにする．このと
き，Gが局所副有限群であるという仮定から，V sm =

∪
K ⊂ G：コンパクト開部分群 V

K

となる．Gのスムーズ表現のなす圏Rep(G)（射はG準同型，すなわちGの作用
と可換な C線型写像とする）はアーベル圏になる．これはほぼ明らかであろう．
Gのスムーズ表現 (π, V )が許容表現であるとは，Gの任意のコンパクト開部分群

K に対し，V K が有限次元 Cベクトル空間となることをいう．有限次元スムーズ
表現はもちろん許容表現であるが，実際は無限次元の許容表現がほとんどである．
Gの許容表現のなす圏はRep(G)の部分アーベル圏となる．これは許容表現の商
表現がまた許容表現になるという若干非自明な主張（系 1.7 i)において示す）の帰
結である．
(π, V )を Gのスムーズ表現とするとき，その代数的な双対表現 (π∗, V ∗) (V ∗ =

HomC(V,C))は一般にはスムーズ表現ではない．V ∨ = (V ∗)smとおき，π∗の V ∨
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への制限を π∨と書くと，(π∨, V ∨)は Gのスムーズ表現である．これを (π, V )の
反傾表現と呼ぶ．後で示すように（系 1.7 ii)参照），(V ∨)K = (V K)∗が成立する．
特に，(−)∨はRep(G)からRep(G)への完全な反変関手を与える．また，自然な
G準同型 π −→ π∨∨があるが，これは一般には同型ではなく，これが同型になるこ
とと (π, V )が許容表現であることは同値である．
有限群の表現論のときと同様，スムーズ表現 (π, V )が既約表現であるとは，V ̸= 0

かつ，0 ⊊ W ⊊ V となるG安定な部分空間W が存在しないことと定義する．一
般に，πが既約であっても π∨が既約であるとは限らないが，πが既約許容表現な
らば π∨も既約許容表現となる．
GL(n)の局所ラングランズ対応においては，G = GLn(F )（F は p進体）の場合

の既約許容表現の分類がテーマとなる．次の定理により，G = GLn(F )の場合には
既約許容表現と既約スムーズ表現は同じものである：

定理 1.1

GLn(F )の既約なスムーズ表現は許容表現である．

どちらでも同じなので，本稿では基本的に「既約スムーズ表現」という言葉づかいを
する．上の定理は F 上の簡約代数群Gに対するG(F )に対しても成立するが，一
般の局所副有限群に対して成り立つわけではないことに注意せよ．例えば [BH06,

8.2, Remark]において反傾表現 π∨が既約にならない既約スムーズ表現 πの例が与
えられているが，上に述べたことからこの πは許容的でない．

G = GLn(F )の場合などには，既約表現に対する Schurの補題が成立する：

補題 1.2

Gのあるコンパクト開部分群 K に対し，G/K が可算集合になると仮定する．
このとき，Gの既約スムーズ表現 (π, V )に対し， HomG(π, π) = Cが成立する．
すなわち，πから πへのG準同型はスカラー倍しか存在しない．

証明は濃度の議論によって行われる．[BH06, §2]などを参照．なお，(π, V )が既
約許容表現の場合にはGに対する仮定なしに Schurの補題が成立する．

例 1.3

G = GLn(F )の場合を考える．K = GLn(OF )とおくと，これは Gのコンパク
ト開部分群である．G/K の元は Fn の OF 格子と g 7→ gOn

F によって一対一に対
応する．後者は可算集合であることが容易に分かるので，G/Kも可算集合であり，
G = GLn(F )は上の補題の条件を満たすことが分かる．
より一般に，Gを F 上の線型代数群とし，G = G(F )とすると，Gはある nに

対するGLn(F )の閉部分群であるから，K = G ∩GLn(OF )とおくとG/Kは可算
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集合である．したがってG = G(F )は上の補題の条件を満たす．

Gが補題 1.2の仮定を満たすとし，Gの中心を ZGと書く．このとき，Gの既約
スムーズ表現 (π, V )に対し，π(z) (z ∈ ZG)は V にスカラー倍で作用する．このス
カラーを ωπ(z)と書くと，ωπ : ZG −→ C× は ZG のスムーズ指標である．これを
(π, V )の中心指標と呼ぶ．

次に，許容表現を扱う際に重要な役割を果たすHecke代数について復習する．以
下では，GのHaar測度を一つ固定する．

定義 1.4

G上のC値局所定数関数でコンパクト台を持つもの全体をH(G)と書き，Gの
Hecke代数と呼ぶ．H(G)は通常の加法および畳み込み積

(f1 ∗ f2)(g) =
∫
G
f1(h)f2(h

−1g)dh

によって C代数となる．
G のコンパクト開部分群 K に対し，H(G) の元で両側 K 不変なもの全体を
H(G,K)と書く．これはH(G)の部分C代数である．H(G) =

∪
K⊂GH(G,K)が

成り立つ．

次は容易である．

命題 1.5

G のコンパクト開部分群 K に対し，K の特性関数を 1K と書き，eK =

vol(K)−11K とおく．このとき，次が成り立つ：

eK ∗ eK = eK , H(G,K) = eK ∗ H(G) ∗ eK．

特に eK ∈ H(G,K)であり，H(G,K)は eK を単位元に持つ．

これに対し，H(G)は一般に単位元を持たない．

(π, V )をGのスムーズ表現とするとき，v ∈ V および f ∈ H(G)に対して

π(f)v =

∫
G
f(g)π(g)v dg

と定めると，V はH(G)加群となり，H(G)V = V を満たす（H(G)は単位元を持
つとは限らないので，これは非自明な等式である）．逆に，H(G)V = V を満たす
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H(G)加群はGのスムーズ表現から上のような手続きで作られる注 1．これにより，
Rep(G)はH(G)加群 V でH(G)V = V を満たすもの（非退化加群と呼ばれる）の
圏と圏同値になる．
Hecke代数の作用を用いると，例えば次のようなことが証明できる．

命題 1.6

(π, V )をGのスムーズ表現とする．KをGのコンパクト開部分群とするとき，
次が成り立つ：

i) π(eK) : V −→ V の像は V K であり，核は {π(k)v − v | k ∈ K}で C上生成
される．

ii) VK = V/⟨π(k)v − v | k ∈ K⟩を V のK 余不変商 (coinvariant quotient)と
すると，自然な写像 V K −→ VK は同型である．

略証 π(eK) : V −→ V は線型写像 VK −→ V K を誘導する．これは自然な写像
V K −→ VK の逆写像となっているので，ii)が従う．i)は π(eK) : VK −→ V K が全
単射であることの言い換えに他ならない．

系 1.7

i) (π, V )をGの許容表現とし，(π′, V ′)をその商表現とする．このとき，(π′, V ′)

も許容表現である．
ii) (π, V )をGのスムーズ表現とし，KをGのコンパクト開部分群とするとき，

(V ∨)K ∼= (V K)∗である．

証明 i) KをGのコンパクト開部分群とすると，VK −→ V ′
K は明らかに全射であ

る．命題 1.6 ii)より VK ∼= V K , V ′
K
∼= V ′K である．(π, V )の許容性より前者は有

限次元なので後者も有限次元であり，(π′, V ′)が許容表現であることが分かる．
ii) V ∨の定義より，(V ∨)K = (V ∗)K である．命題 1.6 ii)より

(V ∗)K = HomC(V,C)K = HomC(VK ,C) ∼= HomC(V
K ,C) = (V K)∗

となるのでよい．

K を Gのコンパクト開部分群とする．(π, V )を Gのスムーズ表現とするとき，
V K = π(eK)V なので，V KにはH(G,K) = eK ∗H(G)∗ eKが作用することに注意
しよう．これによって，V K ̸= 0となるような既約許容表現 (π, V )を単純H(G,K)

加群として捉えることができる：
注 1具体的に g ∈ Gの作用を決めるには，以下のようにすればよい：H(G)V = V および H(G) =∪
K⊂GH(G,K) =

∪
K⊂G eK ∗H(G)∗ eK より，v ∈ V に対し，v = π(eK)v′となるK ⊂ G, v′ ∈ V

が存在する．このとき，π(g)v = vol(K)−1π(1gK)v′ と定める．
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定理 1.8

V 7→ V K は次の 2つの集合の間の全単射を与える：
• Gの既約許容表現 (π, V )で V K ̸= 0を満たすものの同型類．
• 有限次元単純H(G,K)加群の同型類．

証明は [BH06, 4.3]等を参照．この考え方は，後に (G,K) = (GLn(F ),GLn(OF ))

に対して適用される（不分岐表現）．また，KがGLn(F )の岩堀部分群（modϖし
て上三角行列になるGLn(OF )の元全体）の場合にも有効である 注 2．この場合に
対応するHecke代数をアフィンHecke代数と呼ぶ．

Hecke代数は許容表現の指標を考える際にも不可欠である．

定義 1.9

(π, V )をGの許容表現とするとき，各 f ∈ H(G)に対して f ∈ H(G,K)となるコ
ンパクト開部分群Kをとると，Imπ(f) ⊂ V Kであるから，Trπ(f) = Tr(π(f);V K)

と定義する．これはK のとり方によらない．
線型写像H(G) −→ C; f 7→ Trπ(f)を Trπ と書き，πの指標超関数と呼ぶ．

(π, V )が既約（あるいは長さ有限）であり，Gが F 上の連結簡約代数群Gを用
いてG(F )と書けるときには，Trπ はG上の局所 L1関数によって与えられる．

定理 1.10

Gを F 上の連結簡約代数群（例えばGLn）とし，G = G(F )とする．Gの正則
半単純元（GLnなら固有値が相異なる元）全体のなす開集合をGrsと書く．Gの
既約スムーズ表現 (π, V )に対し，以下が成り立つ：

i) TrπのGrsへの制限は局所定数関数である．すなわち，Grs上の局所定数関
数 θπ が（一意的に）存在して，f ∈ H(G)が supp f ⊂ Grsを満たすならば

Trπ(f) =

∫
Grs

f(g)θπ(g)dg

が成り立つ．
ii) i)の θπ はG上の局所 L1関数であり，任意の f ∈ H(G)に対し

Trπ(f) =

∫
Grs

f(g)θπ(g)dg

が成り立つ（右辺の積分が収束することが「局所 L1関数」の意味である）．

注 2この場合は，より強く，V K が V を生成するようなスムーズ表現 (π, V )の圏と H(G,K)加群
の圏に V 7→ V K で与えられる圏同値が存在する．
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i)の証明は比較的容易である（[HC80]参照）．一方，ii)の証明はかなり難しい
（[HC99, Theorem 16.3]参照）．ここで導入した θπは，後に底変換や保型誘導，局
所 Jacquet-Langlands対応などを述べる際に用いられる．

最後に，小さい群の表現から大きい群の表現を構成する典型的な方法である誘導
表現について思い出しておく．H をGの閉部分群とし，δG, δH をG, H のモジュ
ラー指標 注 3とする．

定義 1.11

(σ,W )をH のスムーズ表現とするとき，Cベクトル空間

{f : G −→W | f(hg) = σ(h)f(g) (g ∈ G,h ∈ H)}

は右移動による作用によってGの表現となる．これのスムーズ部分として得られ
るGの表現を (IndGH σ, IndGH W )と書き，H からGへの誘導表現と呼ぶ．
IndGH(δ

1/2
G δ

−1/2
H ⊗ σ)を n-IndGH σと書き，正規化誘導表現と呼ぶ．

IndGH は制限関手ResGH の右随伴関手となっている（Frobenius相互律）．n-IndGH
は，ユニタリ表現がユニタリ表現にうつり，反傾表現が反傾表現にうつるように誘
導表現を正規化したものである．n-Indの方を Indと書く場合も多い．

G = GLn(F )の場合には，H として放物型部分群を考えるのが有効である．B
を上三角行列よりなるGLnのBorel部分群とするとき，Bを含むGLnの連結部分
代数群をGLnの標準放物型部分群と呼ぶのであった．GLnの標準放物型部分群は
nの分割 n = n1 + · · · + nk と一対一に対応する．一般の放物型部分群は，標準放
物型部分群と共役な部分群のことを指す．
P をGLnの放物型部分群とし，NP をその羃単根基とする．Levi商LP = P/NP

はGLいくつかの直積と同型である（P が分割 n = n1 + · · · + nk と対応する標準
放物型部分群なら，LP

∼= GLn1 × · · · ×GLnk
）．LP (F )のスムーズ表現 σに対し，

それを全射 P (F ) −↠ LP (F )によって P (F )のスムーズ表現とみなし，誘導表現を
とったものを IndGP (F ) σと書く．正規化誘導の方は n-IndGP (F ) σと書く．これらを
放物型誘導表現と呼ぶ．放物型誘導は通常の誘導表現とは少し異なり，LP (F )の
表現を P (F )の表現にのばすというステップがあるため，その左随伴関手は制限関
手ではなく，Jacquet関手と呼ばれるものになる．Jacquet関手はGLn(F )の表現
論において極めて重要ではあるが，以下で直接現れることがほとんどないため注 4，
解説は割愛する．

注 3Gの左 Haar測度を dg としたとき，d(gx) = δG(x)dg (x ∈ G)で決まる指標のこと．δ−1
G (g)dg

は右 Haar測度となる．Gが F 上の簡約代数群の F 値点ならば δG は自明な指標である．
注 44.3節でのみ登場する．
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放物型誘導表現については以下が基本的である：

命題 1.12

LP (F )のスムーズ表現 σに対し，以下が成り立つ：
i) σが許容表現ならば，IndGP (F ) σ, n-Ind

G
P (F ) σはGの許容表現である．

ii) σが既約ならば，IndGP (F ) σ, n-Ind
G
P (F ) σはGの表現として長さ有限である．

i)はG/P (F )がコンパクトであること（P (F )が比較的「大きい」部分群である
こと）の帰結であり，証明は易しい．ii)は幾何的補題を用いて示される．
この命題より，小さいGLの既約スムーズ表現の放物型誘導を既約分解すること

で，GLn(F )の非自明な既約スムーズ表現が得られることが期待される．これにつ
いては次小節でもう少し説明する．

誘導表現の変種に，コンパクト誘導表現というものがある．コンパクト誘導表現
はH がGの開部分群である場合によく用いられるため，以下ではそのように仮定
する（下記の定義そのものはH がGの閉部分群であっても通用するが，その下の
説明は通用しない）．

定義 1.13

(σ,W )をH のスムーズ表現とする．f ∈ IndGH W のうち supp f がH を法とし
てコンパクトなもの全体はG不変な部分空間である．こうして得られるGの表現
を (c-IndGH σ, c-IndGH W )と書き，H からGへのコンパクト誘導表現と呼ぶ．

IndGH W は

{f : G −→W | f(hg) = σ(h)f(g), supp f はH を法としてコンパクト }

と記述することもできる（この空間の元は自動的にスムーズになる）．HがGの開
部分群ならば δG = δH であるから，正規化の必要はない．c-IndGH は ResGH の左随
伴関手であり，(c-IndGH σ)∨ = IndGH σ∨が成り立つ．
c-IndGH は有限生成表現を有限生成表現にうつすが，一般に許容表現を許容表現

にうつすとは限らない．
コンパクト誘導表現は，GLn(F )の超尖点表現を構成する際などに用いられる（3.4

節参照）．

1.2 Zelevinsky分類

n ≥ 1を整数とする．GLn(F )の既約スムーズ表現は行列係数の漸近挙動によっ
ていくつかのクラスに分けられる．まず，行列係数の定義を思い出しておく．
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定義 1.14

(π, V )をGLn(F )のスムーズ表現とするとき，v ∈ V , v∨ ∈ V ∨に対しGLn(F )

上の関数 fv,v∨ を fv,v∨(g) = ⟨π(g)v, v∨⟩で定める．このようにして得られる関数
を πの行列係数と呼ぶ．

定義 1.15

πをGLn(F )の既約スムーズ表現とする．
i) πが超尖点表現であるとは，πの任意の行列係数の台がGLn(F )の中心 F×

を法としてコンパクトであることをいう．
ii) πが二乗可積分表現であるとは，πの中心指標ωπがユニタリであり，かつπの
任意の行列係数 fが

∫
GLn(F )/F× |f(g)|2dg <∞を満たすことをいう（z ∈ F×,

g ∈ GLn(F )に対し f(zg) = ωπ(z)f(g)であるから，|f(g)|は GLn(F )/F
×

上の関数となることに注意）．
iii) πが緩増加表現であるとは，πの中心指標ωπがユニタリであり，かつ πの任
意の行列係数 f および任意の実数 ε > 0に対し

∫
GLn(F )/F× |f(g)|2+εdg <∞

となることをいう．
iv) πが本質的二乗可積分表現あるいは離散系列表現であるとは，GLn(F )の指
標 χをうまくとると π⊗χが二乗可積分表現となることをいう．πが本質的
緩増加表現であることも同様に定義する．

注意 1.16

i) πの既約性より，条件中の「任意の行列係数」は「ある 0でない行列係数」に
置き換えても同じことである．

ii) 「離散系列表現」という用語は二乗可積分表現を指すことも多い．
iii) πが二乗可積分表現であることは，πがユニタリな離散系列表現であること
と同値である．実際，(π, V )が二乗可積分表現ならば，v∨0 ∈ V ∨ \ {0}を固定
し，v, v′ ∈ V に対して

(v, v′) =

∫
GLn(F )/F×

⟨π(g)v, v∨0 ⟩⟨π(g)v′, v∨0 ⟩dg

（⟨−,−⟩ : V × V ∨ −→ Cは自然なペアリング）とおくと (−,−)は V 上の G

不変な内積を定める．逆に，πがユニタリな離散系列表現であるとする．明
らかに ωπ はユニタリである．また π ⊗ χが二乗可積分表現となるような指
標 χもユニタリである．このことから，πの行列係数の絶対値は π ⊗ χの行
列係数の絶対値と一致するので，πが二乗可積分表現であることが従う．
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注意 1.17

行列係数の代わりに Jacquet加群を用いて上記の表現のクラスを特徴付けること
もできる（[森山]参照）．実用的にはこちらが便利であることも多い．

次の定理が示すように，超尖点表現とは，より小さい群からの放物型誘導表現と
しては決して得られない表現のことである．

定理 1.18

GLn(F )の既約スムーズ表現 πに対し，以下は同値である：
• πは超尖点表現である．
• 任意の放物型部分群 P ⊊ GLnおよびLP (F )の既約スムーズ表現 σに対し，
πは n-Ind

GLn(F )
P (F ) σの部分商に現れない．

本節の残りの部分では，超尖点表現を構成要素として，GLn(F )の既約スムーズ
表現をどのように表すことができるかについて概観する．次の定理はかなり粗い結
果であるが，一般の連結簡約代数群に対しても通用するものである：

定理 1.19

(π, V )をGLn(F )の既約スムーズ表現とするとき，GLnの標準放物型部分群 P

および LP (F )の既約超尖点表現 σが存在して，n-Ind
GLn(F )
P (F ) σは πを部分商とし

て含む．

P に対応する nの分割を n = n1+ · · ·+nkとすると，LP (F ) = GLn1(F )× · · ·×
GLnk

(F )である．したがって，LP (F )の既約超尖点表現 σは，GLni(F )の既約超
尖点表現 πi (1 ≤ i ≤ k)を用いて π1 ⊠ · · ·⊠ πkと書くことができる．

定義 1.20

πをGLn(F )の既約スムーズ表現とする．πが n-Ind
GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)の部

分商に現れるように P および π1, . . . , πk をとると，多重集合 {π1, . . . , πk}（元に
重複があるかもしれない）は πに対して well-definedに決まる．この多重集合を
πの超尖点台と呼び，supp(π)と書く．

超尖点台の well-definednessの証明については [BZ77, Theorem 2.9]を参照．

次に，より精密な結果として，

（超尖点表現）⊂（離散系列表現）⊂（本質的緩増加表現）⊂（既約スムーズ表現）

という包含において隣接する表現のクラスの相互関係を順に見ていくことにする．
まず，離散系列表現は超尖点表現を用いて以下のように分類される．
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定義 1.21

mを nの約数とし，Pmを分割 n = n/m+ · · ·+ n/mに対応する標準放物型部
分群とする．GLn/m(F )の既約超尖点表現 πに対し，

n-Ind
GLn(F )
Pm(F )

(
π ⊗ |det|

1−m
2 ⊠ · · ·⊠ π ⊗ |det|

m−1
2

)
（|det| : GLn/m(F ) −→ C×は detと p進絶対値 |−|の合成）は唯一の既約商を持
つ．これを Stm(π)と書き，一般化 Steinberg表現と呼ぶ．

定理 1.22（Bernstein, [Zel80, Theorem 9.3]）
Stm(π)は既約離散系列表現である．逆に，GLn(F )の任意の既約離散系列表現
はこの形に一意的に書くことができる．

この定理は GLn 特有のものである．F 上の一般の連結簡約代数群 G に対し，
G(F )の既約離散系列表現を超尖点表現を用いて記述する統一的な方法は知られて
いないと思う．個別の群に対しては [MT02]や [Mœg07]などの結果がある．

例 1.23

m = nかつ π = 1（自明表現）のとき，Stn(1)を単に Stnと書き，Steinberg表
現と呼ぶ．Stnは Ind

GLn(F )
B(F ) 1の唯一の既約商である．

次に，離散系列表現を用いて本質的緩増加表現がどのように表されるかを述べる．

定理 1.24

n = n1 + · · ·+ nkを nの分割とし，対応する標準放物型部分群を P とする．πi
を GLni(F )の既約離散系列表現とする．πiの中心指標の複素絶対値は実数 siを
用いて |−|si という形に書けるが，それが n−1

1 s1 = · · · = n−1
k skを満たしていると

仮定する．このとき，放物型誘導表現 n-Ind
GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)は既約本質的緩

増加表現となる．この放物型誘導表現は π1, . . . , πk の並べ換えによって不変であ
る．逆に，GLn(F )の既約本質的緩増加表現は n-Ind

GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)という

形に π1, . . . , πkの並べ換えを除いて一意的に書くことができる．

この定理は，連結簡約代数群に対するR群の理論（[成田]参照）の特別な場合と考え
ることができる．GLnの場合はR群が自明になるので，放物型誘導n-Ind

GLn(F )
P (F ) (π1⊠

· · ·⊠ πk)が既約になるということである．

最後に，一般の既約スムーズ表現が本質的緩増加表現を用いてどのように記述さ
れるかを紹介する．

13



定理 1.25（Langlands分類）
n = n1 + · · ·+ nkを nの分割とし，対応する標準放物型部分群を P とする．πi
をGLni(F )の既約本質的緩増加表現とする．πiの中心指標の複素絶対値は実数 si

を用いて |−|si という形に書けるが，それが n−1
1 s1 > · · · > n−1

k skを満たしている
と仮定する．このとき，放物型誘導表現 n-Ind

GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)は唯一の既約

商を持つ．
逆に，GLn(F )の既約スムーズ表現 πに対し，nの分割 n = n1 + · · ·+ nkおよ
び GLni(F )の既約本質的緩増加表現 πiで上記の仮定を満たすものが一意的に存
在して，πは n-Ind

GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)の既約商となる．

この定理は，一般の連結簡約代数群に対してもそのまま通用する．証明は [Ren10,

VII.4.2]を参照．

定理 1.24と定理 1.25を組み合わせた記号を導入しよう．

定義 1.26

n = n1 + · · ·+ nkを nの分割とし，対応する標準放物型部分群を P とする．πi
を GLni(F )の既約離散系列表現とする．πiの中心指標の複素絶対値は実数 siを
用いて |−|si という形に書ける．π1, . . . , πk を並べ換えて，n−1

1 s1 ≥ · · · ≥ n−1
k sk

となるようにしておく．このとき，放物型誘導表現 n-Ind
GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)は

唯一の既約商を持つ．この既約商を π1 ⊞ · · ·⊞ πkと書き，π1, . . . , πkのラングラ
ンズ和と呼ぶ．π1 ⊞ · · ·⊞ πkは π1, . . . , πkの並べ換えによらない．

例 1.27

n = 2の分割2 = 1+1を考える．GL1(F )の指標としてχ1 = |−|−1/2, χ2 = |−|1/2

をとる．n-Ind
GL2(F )
B(F ) (χ1 ⊠ χ2)の既約商は St2であり，n-Ind

GL2(F )
B(F ) (χ2 ⊠ χ1)の既

約商は自明表現 1である．定義 1.26の条件を満たすためには χ2, χ1の順に並べな
くてはならないので，χ1 ⊞ χ2 = 1となる．

ラングランズ和を用いると，GLn(F )の既約スムーズ表現は以下のように記述で
きることが分かる．

系 1.28（Zelevinsky分類）
GLn(F )の既約スムーズ表現 πに対し，
• nの分割 n = n1 + · · ·+ nk

• niの約数mi

• GLni/mi
(F )の既約超尖点表現 πi

が存在し，π ∼= Stm1(π1)⊞ · · ·⊞ Stmk
(πk)となる．
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また，同様のデータ n = n′1 + · · ·+ n′k′ , m
′
i | n′i, π′iに対し，

Stm1(π1)⊞ · · ·⊞ Stmk
(πk) ∼= Stm′

1
(π′1)⊞ · · ·⊞ Stm′

k′
(π′k′)

となるためには，k = k′かつ，(n′1,m
′
1, π

′
1), . . . , (n

′
k,m

′
k, π

′
k)の適切な並べ換えが

(n1,m1, π1), . . . , (nk,mk, πk)に一致することが必要十分である．

注意 1.29

セグメントによる分類（[近藤]参照）との関係は以下の通りである．n = n1+· · ·+nk
をnの分割，miをniの約数，πiをGLni/mi

の既約超尖点表現とする．また，セグメ
ント∆iを∆i = [πi(

1−mi
2 ), . . . , πi(

mi−1
2 )]で定める．このとき，Stmi(πi) = ⟨∆i⟩t,

Stm1(π1)⊞ · · ·⊞ Stmk
(πk) = ⟨∆1, . . . ,∆k⟩tである．

注意 1.30

n = n1 + · · · + nk を nの分割とし，πiをGLni(F )の既約スムーズ表現とする．
系 1.28を用いることで，これらのラングランズ和 π1 ⊞ · · ·⊞ πkを定義することが
できる．実際，各 iに対して πi = πi1 ⊞ · · ·⊞ πiki（πij は既約離散系列表現）と表
し，πij (1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ki)全てのラングランズ和をとればよい．

1.3 不分岐表現

K0 = GLn(OF ) とおく．これは GLn(F ) の超スペシャルコンパクト部分群で
ある．

定義 1.31

GLn(F )の既約スムーズ表現 πが不分岐表現であるとは，πK0 ̸= 0を満たすこ
とをいう．

定理 1.8より，このような表現を分類するためには，Hecke代数H(GLn(F ),K0)

上の単純加群を分類すればよいのであった．H(GLn(F ),K0)の構造は次の定理で
与えられる：

定理 1.32（佐武同型）
C代数の同型H(GLn(F ),K0) ∼= C[X±1

1 , . . . , X±1
n ]Sn がある．

略証 同型を誘導する写像H(GLn(F ),K0) −→ C[X±1
1 , . . . , X±1

n ]の構成のみ行う．
対角行列からなる GLn の部分群を T と書く．また，上三角行列からなる GLn の
Borel部分群Bの羃単根基をN とする．K0, T (F ), N(F )のHaar測度 dk, dt, dn

を vol(K0) = 1, vol(T (OF )) = 1, vol(N(OF )) = 1となるように正規化しておく．
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このとき，GLn(F )のHaar測度 dgで次を満たすものが存在する：∫
GLn(F )

f(g)dg =

∫
T (F )

∫
N(F )

∫
K0

f(tnk)dtdndk．

diag(t1, . . . , tn) 7→ (vF (t1), . . . , vF (tn))により同型 T (F )/T (OF )
∼=−−→ Znが得られ

るから，H(T (F ), T (OF )) ∼= C[X±1
1 , . . . , X±1

n ]である（diag(ϖm1 , . . . , ϖmn)T (OF )

の特性関数をXm1
1 · · ·Xmn

n にうつせばよい）．
一方，f ∈ H(GLn(F ),K0)に対し，fB ∈ H(T (F ), T (OF ))が

fB(t) = δ
−1/2
B (t)

∫
N(F )

f(tn)dn

で定まる（t = diag(t1, . . . , tn)に対し，δB(t) = |t1|−n+1|t2|−n+3 · · · |tn|n−1である）．
f 7→ fB は C代数の準同型H(GLn(F ),K0) −→ H(T (F ), T (OF ))を与えることが
確かめられる．これとH(T (F ), T (OF )) ∼= C[X±1

1 , . . . , X±1
n ]を合成したものが求

める準同型である．

この定理は F 上の連結簡約代数群に一般化することもできる．一般化した定理
の証明は原論文 [Sat63]の他，例えば [Car79, §4.2]にある．GLn(F )に限った証明
は [Lau96, Chapter 4]に載っている．別の方法として，Bernstein中心の理論から
出すこともできる（[Roc09, Theorem 1.10.3.1]参照）．

例 1.33

n = 2とし，f(ϖ,1)をK0

(
ϖ 0

0 1

)
K0の特性関数とする．このとき，t = diag(t1, t2)

に対して

fB(ϖ,1)(t) = |t1|
1/2|t2|−1/2

∫
F
f(ϖ,1)

((t1 t1x+ t2

0 t2

))
dx

である．単因子論より，
(
t1 t1x+ t2

0 t2

)
がK0

(
ϖ 0

0 1

)
K0に属することはvF (t1t2) =

1 かつ F の分数イデアル (t1, t2, t1x + t2) が OF に一致することと同値である．
vF (t1) = 1, vF (t2) = 0の場合と vF (t1) = 0, vF (t2) = 1の場合に分けて計算を
行うと，fB(ϖ,1) = q1/21diag(ϖ,1)T (OF ) + q1/21diag(1,ϖ)T (OF )となることが分かる．し
たがって，f(ϖ,1)の佐武同型による像は q1/2(X1 +X2)である．

一方，f(ϖ,ϖ)をK0

(
ϖ 0

0 ϖ

)
K0の特性関数とすると，同様の計算により，f(ϖ,ϖ)

の佐武同型による像はX1X2となることが分かる．C[X±1
1 , X±1

2 ]S2 は C代数とし
てX1+X2と (X1X2)

±1で生成されるので，H(GL2(F ),K0)はC代数として f(ϖ,1),

f±1
(ϖ,ϖ)で生成される．
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系 1.34

πをGLn(F )の不分岐表現とするとき，dimC π
K0 = 1が成り立つ．

証明 定理 1.8より，πK0は単純H(GLn(F ),K0)加群である．定理 1.32よりHecke

代数H(GLn(F ),K0)は可換であるから，その上の単純加群は 1次元である．

定義 1.35

πを GLn(F )の不分岐表現とする．H(GLn(F ),K0)の πK0 への作用から C代
数の準同型 ϕ : H(GLn(F ),K0) −→ EndC(π

K0) = Cが定まる（系 1.34参照）．佐
武同型H(GLn(F ),K0) ∼= C[X±1

1 , . . . , X±1
n ]Sn から，このような ϕは順序を考慮

しない n個の 0でない複素数の組 (z1, . . . , zn) ∈ (C×)n/Snと一対一に対応する．
具体的には，si ∈ C[X1, . . . , Xn]

Sn を i次基本対称式とし，z1, . . . , zn を方程式
Tn − ϕ(s1)Tn−1 + · · ·+ (−1)nϕ(sn) = 0の根として定める．
この (z1, . . . , zn)を不分岐表現 πの佐武パラメータと呼ぶ．

C[X±1
1 , . . . , X±1

n ]上の単純加群は 1次元であることに注意すると，定理 1.8より，
GLn(F )の不分岐表現の同型類は (C×)n/Sn の元と一対一に対応することが分か
る．与えられた佐武パラメータを持つ不分岐表現は，誘導表現を用いて構成するこ
とができる：

命題 1.36

(z1, . . . , zn) ∈ (C×)nとし，不分岐指標 χi : F
× −→ C×を χi(a) = z

vF (a)
i で定

める．このとき，n-Ind
GLn(F )
B(F ) (χ1 ⊠ · · ·⊠χn)は不分岐な既約部分商 πをただ一つ

持つ．πは佐武パラメータが (z1, . . . , zn)である不分岐表現である．

証明 定理 1.32の略証と同じ記号を用いる．T (F )の指標χをχ(diag(t1, . . . , tn)) =

χ1(t1) · · ·χn(tn)で定める．
まず，(n-IndGLn(F )

B(F ) χ)K0が1次元であることを示す．岩澤分解GLn(F ) = B(F )K0

と誘導表現の定義から，f ∈ (n-Ind
GLn(F )
B(F ) χ)K0を決めるには f(1)を決めればよい．

よって (n-Ind
GLn(F )
B(F ) χ)K0 は 1次元以下である．g ∈ GLn(F )に対し g = bkとなる

b ∈ B(F ), k ∈ K0をとり，ψ0(g) = δ
−1/2
B (b)χ(b)と定める．g = bkという書き方は

一意的ではないが，δ−1/2
B χがB(F ) ∩K0上で自明であることから，ψ0(g)はwell-

definedであることが分かる．ψ0 ∈ (n-Ind
GLn(F )
B(F ) χ)K0 なので (n-Ind

GLn(F )
B(F ) χ)K0 は

1次元であることが従う．
関手 (−)K0の完全性と n-Ind

GLn(F )
B(F ) χが長さ有限であることから，n-IndGLn(F )

B(F ) χ

が不分岐な既約部分商 πを一つだけ持つことが直ちに分かる．πの佐武パラメータ
を計算するには，(n-Ind

GLn(F )
B(F ) χ)K0 = Cψ0 へのH(GLn(F ),K0)の作用を見れば
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よい．f ∈ H(GLn(F ),K0)が ψ0 ∈ n-Ind
GLn(F )
B(F ) χに c倍で作用するとし，佐武同

型による f の像を Pf (X1, . . . , Xn)と書くと，

c =

∫
GLn(F )

f(g)ψ0(g)dg =

∫
T (F )

∫
N(F )

∫
K0

f(tnk)ψ0(tnk)dtdndk

=

∫
T (F )

∫
N(F )

f(tn)δ
−1/2
B (t)χ(t)dtdn =

∫
T (F )

fB(t)χ(t)dt

= Pf

(
χ1(ϖ), . . . , χn(ϖ)

)
= Pf (z1, . . . , zn)

である．これより πの佐武パラメータが z1, . . . , znであることが従う．

注意 1.37

より強く，π = χ1 ⊞ · · ·⊞ χnであることも証明できる．[Jac79, (3.6)]等を参照．

1.4 保型形式・保型表現との関係

p進簡約代数群の表現論の主要な目的は，保型表現の局所因子を記述するという
点にある．また，局所ラングランズ対応の証明においても保型表現の理論は（少な
くとも現時点では）避けて通ることはできない．そのため，ここではGLnの保型
表現の理論を概観しておくことにする．また，古典的な保型形式の理論との関係に
ついても説明を行う．

1.4.1 保型表現の定義

Lを代数体とし，ALを Lのアデール環とする．A∞
L = Ẑ⊗Z L, L∞ = L⊗Q Rと

おくと AL = A∞
L × L∞である．

まずはじめに，GLn(AL)上の保型形式を定義する．Lの有限素点 vに対し，K0,v =

GLn(OLv) ⊂ GLn(Lv)とおく．また，Lの無限素点 vに対して，GLn(Lv)のコン
パクト部分群Kv を次のように定める：

Kv =

O(n) （vが実素点のとき）,
U(n) （vが複素素点のとき）．

K∞
0 =

∏
v∤∞K0,v, K∞ =

∏
v|∞Kv, K0 = K∞

0 × K∞ とおく．これらは順に
GLn(A∞

L ), GLn(L∞), GLn(AL)のコンパクト部分群である．
Lの無限素点 vに対して，gv = LieGLn(Lv)⊗R Cとおく．vが実素点のときは

gv = glnであり，vが複素素点のときは gv = gln ⊕ glnである．gvの普遍包絡環を
U(gv)と書き，その中心を Z(gv)と書く．g∞ =

⊕
v|∞ gv, U(g∞) =

⊗
v|∞ U(gv),

Z(g∞) =
⊗

v|∞ Z(gv)と定める．

18



定義 1.38

GLn(AL)上の保型形式とは，GLn(AL)上の複素数値関数 φであって以下の 5

条件を満たすものとする：
i) φはスムーズである．すなわち，GLn(A∞

L )×GLn(L∞)上の関数φ(g∞, g∞)

は g∞に関し局所定数であり，g∞に関し C∞級である．
ii) （保型性）g ∈ GLn(AL), γ ∈ GLn(L)に対し φ(γg) = φ(g)となる．

上の 2つの条件を満たす関数全体をC∞(GLn(L)\GLn(AL))と書く．これには右
移動でGLn(AL)が作用する．したがって，g∞や U(g∞)の作用も誘導される．
iii) （K 有限性）{gφ | g ∈ K0}で張られる C∞(GLn(L)\GLn(AL))の部分 C
ベクトル空間は有限次元である．

iv) （Z 有限性）Z(g∞)のイデアル J で Z(g∞)/J が C上有限次元であるもの
が存在して，任意のX ∈ J に対しXφ = 0が成り立つ．

v) （緩増加性）ある実数 r > 0, C > 0が存在して，任意の g ∈ GLn(AL)に対
し |φ(g)| ≤ C∥g∥rが成り立つ．
ここで，g ∈ GLn(AL)に対し ∥g∥ =

∏
v maxi,j{|gij |v, |(g−1)ij |v}とおいた

（gij , (g−1)ij はそれぞれ g, g−1の (i, j)成分）．
GLn(AL)上の保型形式全体をA(GLn(AL))とおく．これには右移動でGLn(A∞

L ),

g∞, K∞が作用し，GLn(A∞
L )× (g∞,K∞)加群になる．

ZをGLnの中心とし，ωをZ(AL)/Z(L)の指標とする．φ ∈ A(GLn(AL))で任
意の g ∈ GLn(AL)および z ∈ Z(AL)に対し φ(gz) = ω(z)φ(g)を満たすもの全体
をA(GLn(AL), ω)と書く．また，J をZ(g∞)のイデアルでZ(g∞)/J がC上有限
次元であるものとするとき，φ ∈ A(GLn(AL))で任意のX ∈ J に対しXφ = 0を
満たすもの全体をAJ(GLn(AL))と書く．

注意 1.39

K有限性がGLn(L∞)の作用で保たれないため，GLn(L∞)はA(GLn(AL))に作
用しない．このためA(GLn(AL))はGLn(AL)の表現にはならないが，以下では便
宜上，GLn(A∞

L )× (g∞,K∞)加群のことをGLn(AL)の表現と呼ぶことがある．

定義 1.40

A(GLn(AL)) の既約な部分商として現れる GLn(A∞
L ) × (g∞,K∞) 加群を

GLn(AL)の保型表現と呼ぶ．

以下の定理は，重さとレベルを固定した保型形式が有限次元であることの一般化
である（1.4.3節参照）：

定理 1.41（Harish-Chandra）
J を Z(g∞)のイデアルで Z(g∞)/J が有限次元Cベクトル空間となるものとす
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る．このとき，AJ(GLn(AL))は許容的なGLn(A∞
L )× (g∞,K∞)加群である．特

に，任意の保型表現は許容的である．

このことから，任意の保型表現は局所成分の制限テンソル積に分解することが
従う：

系 1.42

Πを保型表現とするとき，
• Lの各有限素点 vに対しGLn(Lv)の既約スムーズ表現Πv，
• Lの各無限素点 vに対し既約許容 (g∞,K∞)加群Πv

が同型を除き一意的に存在して，ほとんど全ての有限素点 vに対し Πv は不分岐
であり，Π ∼=

⊗
v Πv が成り立つ．

Πv をΠの v成分という．

制限テンソル積
⊗

v Πv（
⊗′とも書く）について説明しておこう．Sを Lの素点

からなる有限集合で，無限素点を全て含み，v /∈ Sならば Πv は不分岐表現となる
ようなものとする．このとき，テンソル積 (

⊗
v∈S Πv)⊗ (

⊗
v/∈S Π

GLn(OLv )
v )が定義

できる．これの Sに関する順極限が
⊗

v Πv である．

次に尖点的な保型形式，保型表現の定義を行う．

定義 1.43

φ ∈ A(GLn(AL))が尖点形式であるとは，任意の放物型部分群 P ⊊ GLnおよ
び g ∈ GLn(AL)に対し， ∫

NP (L)\NP (AL)
φ(ng)dn = 0

が成り立つことをいう．尖点形式全体のなすCベクトル空間をA0(GLn(AL))と書
く．これはA(GLn(AL))の部分GLn(A∞

L )×(g∞,K∞)加群である．A0(GLn(AL))

の部分商に現れる保型表現を尖点的保型表現と呼ぶ．
ωをZ(AL)/Z(L)の指標とするとき，A0(GLn(AL))∩A(GLn(AL), ω)のことを
A0(GLn(AL), ω)と書く．

尖点表現については，次の結果が重要である．

定理 1.44（重複度 1定理）
ωを Z(AL)/Z(L)の指標とするとき，A0(GLn(AL), ω) =

⊕
ΠΠと直和分解す

る．ここでΠは中心指標 ωを持つ尖点的保型表現を動く．
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つまり，尖点的保型表現ΠはA0(GLn(AL), ω)の部分表現として実現でき，さら
にΠの重複度は 1であるということである．

尖点的保型表現は有限個を除いた局所成分から決まることが知られている（強重
複度 1定理）．より強い形で主張を述べたいため，等圧的な保型表現を定義する．

定義 1.45

ΠをGLn(AL)の保型表現とする．このとき，nの分割 n = n1 + · · ·+ nk およ
びGLni(AL)の尖点的保型表現Πiが存在して，Πは n-Ind

GLn(AL)
P (AL)

Πiの部分商に
現れることが知られている（P は分割 n = n1 + · · ·+ nkに対応する標準放物型部
分群）．Lの任意の素点 vに対しΠv = Π1,v ⊞ · · ·⊞Πk,v となるとき，Πは等圧的
(isobaric)であるという．
nの分割 n = n1 + · · · + nk およびGLni(AL)の尖点的保型表現 Πiが与えられ
たとき，n-Ind

GLn(AL)
P (AL)

Πiの部分商に現れる等圧的保型表現が一意的に存在する．
これをΠ1 ⊞ · · ·⊞Πkと書き，Π1, . . . ,Πkのラングランズ和と呼ぶ．

等圧性についてのより詳しい説明は [Clo90, §1.1]を参照．

定理 1.46（Jacquet-Shalika [JS81a], [JS81b]）
Π, Π′をGLn(AL)の等圧的な保型表現とする．Lの素点の有限集合 Sに対し，

Πv
∼= Π′

v (v /∈ S)が成り立っているならば，Π ∼= Π′である．

1.4.2 無限小指標と保型表現の代数性

定義 1.38における Z 有限性について，もう少し詳しく見ておくことにする．
vを Lの無限素点とする．Z(gv)の構造は次の定理によって完全に記述できる：

定理 1.47（Harish-Chandra同型）
g = glnおよび対角行列からなる gの Cartan部分代数 t に対し，自然な同型

γHC : Z
(
g
) ∼=−−→ Z

(
t
)Sn = C[X1, . . . , Xn]

Sn

が存在する．

注意 1.48

佐武同型のとき（命題 1.36の証明参照）と同様，Harish-Chandra同型は極大トー
ラスからの正規化放物型誘導と両立する．すなわち，対角行列全体からなる部分群
T (R) ⊂ GLn(R)上のスムーズ指標を χとすると，n-Ind

GLn(R)
B(R) χへの Z(g)の作用

は χへの Z(t)の作用を γHCで引き戻したものと一致する．γHCはこの条件で特徴
付けられる．
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もう少し具体的に書くと次のようになる．χ = χ1 ⊠ · · ·⊠χn（χiはR×のスムー
ズ指標）と書き，siを χi(t) = tsi (t ∈ R>0)となる複素数とすると，n-Ind

GLn(R)
B(R) χ

へのX ∈ Z(g)の作用は γHC(X)(s1, . . . , sn)倍である．

例 1.49

ξを最高ウェイトが diag(t1, . . . , tn) 7→ a1t1+ · · ·+antn（a1, . . . , anは a1 ≥ · · · ≥
anとなる整数）であるような gの有限次元既約表現とする．T の指標 χa1,...,an を
χ(t1, . . . , tn) = ta11 · · · tann で定めると，ξ|B(R) は B(R)の表現 χを部分表現として
含むから，単射 ξ∨ ↪−→ Ind

GLn(R)
B(R) χ∨ = n-Ind

GLn(R)
B(R) (δ

1/2
B χ∨)が存在する．よって ξ

は n-Ind
GLn(R)
B(R) (δ

−1/2
B χ)の商である．これと注意 1.48から，X ∈ Z(g)に対し

ξ(X) = γHC(X)
(
a1 +

n− 1

2
, a2 +

n− 3

2
, . . . , an +

1− n
2

)
となることが分かる．これで γHCを特徴付けることもできる．

例 1.50

n = 2のとき，γHC : Z
(
g
) ∼=−−→ C[X1, X2]

S2 を記述してみる．まず，gは Cベク
トル空間として以下の元を基底に持つ：

H =

(
1 0

0 −1

)
, E =

(
0 1

0 0

)
, F =

(
0 0

1 0

)
, A =

(
1 0

0 1

)
．

Aは gの中心の元であるから，A ∈ Z(g)である．一方，Casimir元 Ω = 1
2H

2 +

EF + FE ∈ U(g)も Z(g)に属することが知られている．
s1, s2 ∈ Cとし，R×の指標 χ1, χ2を χi(t) = tsiで定める．n-Ind

GL2(R)
B(R) (χ1⊠χ2)

への A, Ω の作用を計算しよう．ϕ ∈ n-Ind
GL2(R)
B(R) (χ1 ⊠ χ2) に対し，(Aϕ)(1) =

(s1 + s2)ϕ(1), (Hϕ)(1) = (s1 − s2 + 1)ϕ(1), (Eϕ)(1) = 0であることが簡単に
分かる．Hϕ,Fϕ ∈ n-Ind

GL2(R)
B(R) (χ1 ⊠ χ2)より，(H2ϕ)(1) = (s1 − s2 + 1)2ϕ(1),

(EFϕ)(1) = 0もいえる．EF − FE = H より Ω = 1
2H

2 −H + 2EF であるから，
(Ωϕ)(1) = 1

2(s1−s2+1)2ϕ(1)−(s1−s2+1)ϕ(1) = 1
2(s

2
1−2s1s2+s22−1)ϕ(1)である．

Z(g)の元は n-Ind
GL2(R)
B(R) (χ1 ⊠ χ2)にスカラー倍で作用するので，Aϕ = (s1 + s2)ϕ,

Ωϕ = 1
2(s

2
1−2s1s2+s22−1)ϕが分かる．したがって，γHC(A) = X1+X2, γHC(Ω) =

1
2(X

2
1 − 2X1X2 +X2

2 − 1)である．特に，A,Ωは C代数として Z(g)を生成する．

定理 1.47より，vが実素点ならば Z(gv) ∼= C[X1, . . . , Xn]
Sn であり，vが複素素

点ならば Z(gv) ∼= C[X1, . . . , Xn]
Sn ⊗C C[Y1, . . . , Yn]Sn である．Z(gv)の極大イデ

アルは
• vが実素点のとき，Cn/Snの元と一対一に対応し，
• vが複素素点のとき，Cn/Sn × Cn/Snの元と一対一に対応する．
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また，Z(gv)のイデアル J で Z(gv)/J が C上有限次元であるものは有限個の極大
イデアルの積である．

定義 1.51

GLn(AL)の保型表現Πおよび無限素点 vに対し，Πvへの Z(gv)の作用は全射
準同型 Z(gv) −→ Cを定め（Schurの補題），したがって Z(gv)の極大イデアルを
定める．これに対応するCn/SnないしCn/Sn×Cn/Snの元をΠvの無限小指標
と呼ぶ．

無限小指標を使って保型表現の正則性と代数性を定義する．

定義 1.52

ΠをGLn(AL)の保型表現とする．
i) Πが Lの無限素点 vにおいて正則であるとは，次を満たすこととする：

• v が実素点のとき，Πv の無限小指標を (av,1, . . . , av,n) とすると，
av,1, . . . , av,nは相異なる．

• vが複素素点のとき，Πv の無限小指標を (av,1, . . . , av,n, bv,1, . . . , bv,n)

とすると，av,1, . . . , av,nおよび bv,1, . . . , bv,nはそれぞれ相異なる．
Πが任意の無限素点 vにおいて正則であるとき，単に正則であるという．

ii) ΠがLの無限素点 vにおいてL代数的であるとは，Πvの無限小指標がZn/Sn

ないし Zn/Sn × Zn/Sn に属することとする．Πが任意の無限素点 vにお
いて L代数的であるとき，単に L代数的であるという．

iii) Π が L の無限素点 v において C 代数的であるとは，Πv の無限小指標が
(Zn + ρ)/Snないし (Zn + ρ)/Sn × (Zn + ρ)/Snに属することとする．た
だし，ρ = (n−1

2 , n−3
2 , . . . , 1−n

2 )である．
Πが任意の無限素点 vにおいて C代数的であるとき，単にC代数的である
という．これはΠ⊗ |det|

1−n
2 が L代数的であることと同値である．

iv) Πが代数的保型表現であるとは，等圧的かつ L代数的であることとする．

注意 1.53

i) ここでの代数性の用語は [BG14]によるものである．この論文では，一般の簡
約代数群の保型表現に対し L代数的，C代数的を定義しているが，一般には
これらは指標の捻りでうつりあうわけではない．[Clo90, §1.2.3]で定義され
ている代数性は，（その名の通り）「C 代数的」の方に一致する 注 5．

ii) Πが正則C代数的であることは次と同値である：Q上の代数群ResL/QGLn,L

の既約代数的表現 ξが存在して，Lの任意の無限素点においてΠと ξの無限
小指標が一致する．[HT01]などでは後者の条件で書いている．

注 5「C」は “cohomological”からとっているとのことだが……
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例 1.54

Π = 1（自明表現）の場合を考える．自明表現の最高ウェイトは (0, . . . , 0)であ
るから，例 1.49より，Lの無限素点 vにおけるΠvの無限小指標は vが実素点なら
ば ρであり，複素素点ならば (ρ, ρ)である．よって，Πは正則 C代数的であり，L
代数的ではない．

1.4.3 古典理論との関係

ここでは n = 2, L = Qとして，正則保型形式と保型表現の関係について解説す
る．整数N ≥ 1に対し，

Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0, d ≡ 1 mod N

}
とおく．w ≥ 1を整数とする．複素上半平面H = {z ∈ C | Im z > 0}上の正則関数
f が重さw，レベル Γ1(N)の保型形式であるとは，次の 2つの条件を満たすことを
いうのであった：

• z ∈ H, γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ1(N)に対し，

f(γz) = f
(az + b

cz + d

)
= (cz + d)wf(z)．

• Γ1(N)の任意のカスプにおいて f は正則．
f を GL2(AQ)上の保型形式に持ち上げたい．まず，いくつか記号を用意する．

GL+
2 (R) = {g ∈ GL2(R) | det g > 0}とおく．GL+

2 (R)はHに一次分数変換で推移

的に作用する．g =

(
a b

c d

)
∈ GL+

2 (R)および z ∈ Hに対し，µ(g, z) = cz + dと

おく．これはコサイクル条件 µ(gg′, z) = µ(g, g′z)µ(g′, z) (g, g′ ∈ GL+
2 (R), z ∈ H)

を満たす．

K1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ GL2(Ẑ)

∣∣∣∣ c ≡ 0, d ≡ 1 mod N

}
とおく．これはGL2(A∞

Q )のコンパクト開部分群であり，局所成分の積に分解する：
K1(N) =

∏
pK1,p(p

vp(N))．ここで，m ≥ 0および素数 pに対し，K1,p(p
m)は

K1,p(p
m) =

{(
a b

c d

)
∈ GL2(Zp)

∣∣∣∣ c ≡ 0, d ≡ 1 mod pm
}

で定まるGL2(Qp)のコンパクト開部分群である．
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補題 1.55

次が成り立つ：
i) GL2(AQ) = GL2(Q)K1(N)GL+

2 (R)．
ii) GL2(Q) ∩K1(N)GL+

2 (R) = Γ1(N)．

証明 強近似定理より GL2(AQ) = GL2(Q)K1(N)GL2(R)である．よって，任意
の g ∈ GL2(AQ)は g = γkh (γ ∈ GL2(Q), k ∈ K1(N), h ∈ GL2(R))と分解す

る．deth > 0ととれることを示したい．τ =

(
−1 0

0 1

)
∈ GL2(Z)とおき，これ

を GL2(Q)の元と見たものを τQ，K1(N)の元と見たものを τ∞，GL2(R)の元と
見たものを τ∞と書く．もし deth < 0なら，γ′ = γτ−1

Q , k′ = τ∞k, h′ = τ∞hと
おくと γ′ ∈ GL2(Q), k′ ∈ K1(N), h′ ∈ GL+

2 (R)で g = γ′k′h′ を満たす．よって
GL2(AQ) = GL2(Q)K1(N)GL+

2 (R)が示された．
ii)は容易なので省略する．

この補題を用いて，H上の正則保型形式 f をGL2(AQ)に持ち上げる．GL2(AQ)

上の関数 ϕf を次のように定める：補題 1.55 i)を用いて g ∈ GL2(AQ)を g = γkh

(γ ∈ GL2(Q), k ∈ K1(N), h =

(
a b

c d

)
∈ GL+

2 (R))と分解したとき，

ϕf (g) = µ(h, i)−wf(hi) = (ci+ d)−wf
(ai+ b

ci+ d

)
．

gの分解に依存しないことは，補題 1.55 ii)と f の保型性から従う．

命題 1.56

ϕf ∈ A(GL2(AQ))である．ϕf が尖点形式であることと f が尖点形式であるこ
とは同値である．

略証 定義よりϕfがスムーズであること，保型性ϕf (γg) = ϕf (g) (γ ∈ GL2(Q), g ∈
GL2(AQ))を満たすことは直ちに分かる．ϕf はK1(N)の作用で固定されるので，

K 有限性を示すには SO(2)有限性を示せばよい．kθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
∈ SO(2)

の ϕf への作用を考える．定義の通りに計算すると，

(kθϕf )(g) = ϕf (gkθ) = (cos θ + i sin θ)−wϕf (g)

となる（kθi = iに注意）．よって SO(2)はCϕf を保つので，ϕf が SO(2)有限であ
ることが分かった．
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次に Z有限性を示す．例 1.50で定めたA,Ω ∈ Z(g∞)が ϕf にスカラー倍で作用
することを示せば十分である．定義に従って計算すると，

Aϕf = −wϕf , Ωϕf =
(w2

2
− w

)
ϕf

となるのでよい（Ωの作用の計算はそれほど簡単ではない．[Bor97, Lemma 5.15]

等を参照）．
ϕf が緩増加であることは f のカスプでの正則性より従うが，ここでは省略する．

尖点性が対応することの証明も省略する．

以下では w ≥ 2とし，f を正規化されたHecke固有新形式とする．このとき，f
はNebentypus ε : (Z/NZ)× −→ C×を持つ．

Γ0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
とおき，γ ∈ Γ0(N)に対してその (2, 2)成分を dγ と書くと，εは

f(γz) = ε(dγ)µ(γ, z)
wf(z)

(
z ∈ H, γ ∈ Γ0(N)

)
を満たす指標であった．εを用いて ϕf への Z(AQ)/Z(Q)の作用を記述することが
できる：

命題 1.57

Z(AQ)/Z(Q) = A×
Q/Q

× は ϕf に指標 ωf = ε−1|−|−w によって作用する
（A×

Q/Q
× = Ẑ×R>0 −↠ Ẑ× −↠ (Z/NZ)× を合成することで，εを A×

Q/Q
× の

指標とみなしている）．

これを証明するために，後でも用いる次の補題を準備する．

補題 1.58

f を重さ w ≥ 2，レベル Γ1(N)の正規化された Hecke固有新形式とし，εをそ
のNebentypusとする．

K0(N) =

{(
a b

c d

)
∈ GL2(Ẑ)

∣∣∣∣ c ≡ 0 mod N

}
とおき，k ∈ K0(N)に対しkの (2, 2)成分のmodNをdkとおく．これは (Z/NZ)×

の元であり，k 7→ dkは群準同型である．
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i) γ ∈ GL2(Q), k ∈ K0(N), h ∈ GL+
2 (R)に対し，次が成り立つ：

ϕf (γkh) = ε(dk)
−1µ(h, i)−wf(hi)．

ii) k ∈ K0(N)に対し kϕf = ε(dk)
−1ϕf が成り立つ．

証明 まず i)を示す．m ∈ Zをm mod N = d
−1
k となるようにとる．dk ∈ (Z/NZ)×

よりmと N は互いに素なので，rm − sN = 1となる整数 r, sが存在する．ξ =(
r s

N m

)
∈ SL2(Z)とおき，ξのGL2(Q), GL2(A∞

Q ), GL+
2 (R)における像をそれぞ

れ ξQ, ξ
∞, ξ∞と書く．このとき γkh = (γξ−1

Q )(ξ∞k)(ξ∞h)である．ξ∞k ∈ K1(N)

であるから，右辺はGL2(AQ) = GL2(Q)K1(N)GL+
2 (R)に対応する分解を与える．

よって ϕf (γkh) = µ(ξ∞h, i)
−wf(ξ∞hi)である．ξ∞ ∈ Γ0(N)と Nebentypusの定

義から，

（右辺）= µ(ξ∞h, i)
−wε(dξ∞)µ(ξ∞, hi)

wf(hi) = ε(dξ∞)µ(h, i)−wf(hi)

= ε(m)µ(h, i)−wf(hi) = ε(dk)
−1µ(h, i)−wf(hi)

を得る．
ii)は i)より直ちに従う．

命題 1.57の証明 λ = ab (a ∈ Ẑ×, b ∈ R>0)に対し，zλ = diag(λ, λ)の作用を考
える．g ∈ GL2(AQ)に対し，補題 1.58 ii)から

ϕf (gzλ) = ϕf (gzazb) = b−wϕf (gza) = b−wε(a mod N)−1ϕf (g)

= ε(λ)−1|λ|−wϕf (g) = ωf (λ)ϕf (g)

となるのでよい．

ϕf で生成されるA(GL2(AQ), ωf )の部分表現はGL2(AQ)の尖点的保型表現であ
る．これをΠf と書き，f に伴う保型表現と呼ぶ．Πf の無限小指標，中心指標，佐
武パラメータは以下の通りとなる．

命題 1.59

f を重さw ≥ 2，レベルΓ1(N)の正規化されたHecke固有新形式とし，その q展
開を f(z) =

∑∞
n=1 anq

n (q = e2πiz)とする．また，εを f のNebentypusとする．
i) (Πf )∞の無限小指標は (−1/2,−w + 1/2)である．特に，Πf は正則 C 代数
的である．

ii) Πf の中心指標は ωf = ε−1|−|−wである．
iii) pを素数とする．p ∤ N ならば (Πf )pは不分岐であり，その佐武パラメータ
を (αp, βp)とすると αp + βp = p1/2ap, αpβp = ε(p)pwである．
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証明 無限小指標を (a, b) (a ≥ b)とすると，例 1.50と命題 1.56の略証より，

a+ b = −w, 1

2
(a2 − 2ab+ b2 − 1) =

1

2
w2 − w

である．第 2式より a− b = w − 1であるから (a, b) = (−1/2,−w + 1/2)を得る．
ii)は命題 1.57より明らかである．
iii)を示す．ϕf は K1(N)の作用で固定されるので，K1,p(p

vp(N))の作用でも固
定される．p ∤ N ならばこの群はGL2(Zp)に一致するので，(Πf )

GL2(Zp) ̸= 0であ
る．特に (Πf )

GL2(Zp)
p ̸= 0となるので (Πf )pは不分岐表現である．(Πf )pの佐武パラ

メータを計算するためには，例 1.33における f(p,1), f(p,p) ∈ H(GL2(Qp),GL2(Zp))

の ϕf への作用を見ればよい．まず前者を計算しよう．

GL2(Zp)

(
p 0

0 1

)
GL2(Zp) =

⨿
a,d>0,ad=p,

0≤b<d

(
d −b
0 a

)
GL2(Zp)

である．∆ =

{(
d −b
0 a

) ∣∣∣∣ a, d > 0, ad = p, 0 ≤ b < d

}
とおき，δ ∈ ∆ に

対し，それを GL2(Q), GL2(Qp), GL2(A∞
Q ), GL+

2 (R)の元と見たものをそれぞれ
δQ, δp, δ

∞, δ∞と書く．定義より (f(p,1)ϕf )(g) =
∑

δ∈∆ ϕf (gδp)である．g = γkh

を GL2(AQ) = GL2(Q)K1(N)GL+
2 (R) に対応する分解とする．δ ∈ ∆ に対し，

kpδp ∈ GL2(Zp)

(
p 0

0 1

)
GL2(Zp) であるから，δ′ ∈ ∆ で kpδp ∈ δ′pGL2(Zp) と

なるものが一意的に存在する．このとき gδp = (γδ′Q)((δ
′∞)−1kδp)(δ

′−1
∞ h)であり，

(δ′∞)−1kδp ∈ K0(N)であるから，補題 1.58 i)より

ϕf (gδp) = ε(dδ′)µ(δ
′−1
∞ h, i)−wf(δ′−1

∞ hi) = ε(dδ′)µ(δ
′−1
∞ , hi)−wµ(h, i)−wf(δ′−1

∞ hi)

となる．δ 7→ δ′が∆から∆への全単射であることに注意すると，δ′ =
(
d −b
0 a

)

のとき δ′−1
∞ = p−1

(
a b

0 d

)
であるから，

∑
δ∈∆

ϕf (gδp) =
∑

a,d>0,ad=p,
0≤b<d

ε(a)pwd−wµ(h, i)−wf
(a(hi) + b

d

)

となる．これは古典理論におけるHecke作用素 Tpを f に作用させて得られる正則
保型形式

(Tpf)(z) = pw−1
∑

a,d>0,ad=p,
0≤b<d

ε(a)d−wf
(az + b

d

)
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（[Miy89, (4.5.26)]等を参照）をGL2(AQ)に持ち上げたもの ϕTpf の p倍である．よ
く知られているように Tpf = apf であるから，例 1.33より p1/2(αp + βp) = papす
なわち αp + βp = p1/2apとなる．
一方，ii)より f(p,p)の ϕf への作用は εp(p)

−1|p|−w
p = ε(p)pwである（εpは εの p

成分）．よって例 1.33より αpβp = ε(p)pwが得られる．

注意 1.60

f(p,p)の ϕf への作用と Tpの f への作用が対応するように，保型形式 f に対して
保型表現Πf ⊗ |det|を考えることも多い．モジュラー曲線の 1次エタールコホモロ
ジーに現れるのはこのタイプの保型表現である（4.3節参照）．

次の定理を用いると，保型表現Πf から ϕf および f を復元することができる．

定理 1.61（[Cas73], [JPSS81]）
ΠをGL2(AQ)の尖点的保型表現とする．
i) 各素数 pに対し，整数 cp ≥ 0で dimCΠ

K1,p(p
cp )

p = 1を満たすものが一意的
に存在する．

Πpが不分岐なら cp = 0であるから，cpは有限個を除いて 0である．N =
∏

p p
cp

とおく（Πの導手と呼ぶ）．
ii) Π∞の無限小指標が (−1/2,−w+1/2)（w ≥ 2は整数）という形であるとす
る．SO(2)の指標χwを kθ 7→ (cos θ+ i sin θ)−wで定める（kθは命題 1.56の
略証において定めた記号）．このとき，{ϕ ∈ ΠK1(N) | ϕ(gkθ) = χw(kθ)ϕ(g)}
は 1次元ベクトル空間である．さらに，重さ w，レベル Γ1(N)の正規化さ
れたHecke固有新形式 f が一意的に存在して，ϕf は上のベクトル空間の元
を与える．特にΠ = Πf である．

この定理より，正規化されたHecke固有新形式の理論は保型表現論の一部とみな
せることが分かる．

2 LパラメータとWeil-Deligne表現
ここでは，GLn(F )の既約スムーズ表現をパラメータ付けることになる Lパラ

メータを導入する．まず，p進体 F のWeil群について簡単に思い出しておく．
F の絶対Galois群Gal(F/F )を ΓF と書く．同様に Γκも定める．κの自己同型

a 7→ aq の逆写像を Frobq と書き，幾何学的 Frobenius元と呼ぶ．Γκは Frobq に
よって位相的に生成され，Zの副有限完備化 Ẑ = lim←−m

Z/mZと同型である．
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定義 2.1

自然な全射 ΓF −→ Γκの核を IF と書き，F の惰性群と呼ぶ．IF は ΓF からの
誘導位相によってコンパクト群となる．
σ ∈ ΓF に対し，その全射ΓF −→ Γκによる像をσと書く．σ ∈ FrobZq となるよう
な σ ∈ ΓF 全体をWF と書き，F のWeil群と呼ぶ．σ ∈WF に対し，σ = Frob

d(σ)
q

によって d(σ) ∈ Zを定める．
d(φ) = 1となるような φ ∈ WF（Frobenius持ち上げ）を一つとる．このと
き，WF =

⨿
m∈Z φ

mIF であるから，右辺を可算個の IF の直和とみなして位相を
入れることで，WF は IF を開部分群とする局所コンパクト群になる（この位相は
ΓF からの誘導位相とは異なることに注意）．

Weil群のアーベル化は局所類体論で記述されるのであった．

定理 2.2（局所類体論）
位相群の自然な同型ArtF : F× ∼=−−→W ab

F が存在する．

注意 2.3

ここでは，局所類体論の同型の正規化として，素元が幾何学的Frobenius元の持ち上
げにうつるものを採用する．このとき，任意のa ∈ F×に対してd(ArtF (a)) = vF (a)

が成立する．

F× = GL1(F )であるから，局所類体論の同型を用いると，GL1(F )の既約スムー
ズ表現（すなわち，スムーズ指標）は以下のように分類できる．これが局所ラング
ランズ対応の出発点である．

定理 2.4（GL1(F )の局所ラングランズ対応）
GL1(F )の既約スムーズ表現の同型類とWF の 1次元スムーズ表現の同型類は
一対一に対応する．

証明 χをGL1(F )の既約スムーズ表現，すなわちスムーズ指標 F× −→ C×とす

ると，WF −→ W ab
F

Art−1
F−−−−→∼=

F× χ−−→ C×はWF の 1次元スムーズ表現である．逆
に，WF の 1次元スムーズ表現はW ab

F を経由するので，ArtF によってGL1(F )の
スムーズ指標とみなすことができる．

例 2.5

|−| : GL1(F ) −→ C×; a 7→ |a| = q−vF (a)はGL1(F )のスムーズ指標である．こ
れに対応するWF の指標は，WF −→ C×; σ 7→ q−d(σ)である．この指標が定める
WF の 1次元表現を C(1)と書く．より一般に，m ∈ Rに対し，指標WF −→ C×;
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σ 7→ q−m·d(σ) の定める WF の 1 次元表現を C(m) と書く．さらに，WF の表現
(r, V )に対し，C(m)とのテンソル積を (r(m), V (m))と書く（ベクトル空間として
は V = V (m)である）．

2.1 Lパラメータ

Lパラメータは以下のWeil-Deligne群を用いて定義される．

定義 2.6

WF × SL2(C)を F のWeil-Deligne群という．

定義 2.7

GLn(F )の Lパラメータとは，準同型 ϕ : WF × SL2(C) −→ GLn(C)で次の条
件を満たすもののことである．
• ϕ|WF

: WF −→ GLn(C)はWF のスムーズ表現．
• ϕ|SL2(C) : SL2(C) −→ GLn(C)は SL2(C)の代数的表現（つまり，ϕは代数
群の準同型 SL2 −→ GLnから来る）．

• 任意の σ ∈WF に対し，ϕ(σ, 1)はGLn(C)の半単純元．
2つの Lパラメータ ϕ, ϕ′が同値であるとは，それらがGLn(C)共役であること，
すなわち g ∈ GLn(C)が存在して ϕ′ = Int(g) ◦ ϕとなることとする．これは，ϕ
と ϕ′がWF × SL2(C)の表現として同型であることと同値である．
GLn(F )の Lパラメータの同値類全体を Φ(GLn(F ))と書く．

注意 2.8

より一般に，F 上の連結簡約代数群Gに対してもG = G(F )の Lパラメータを
定義することができる．この場合には，Gの L群 LG = Ĝ(C)⋊WF に値を持つ準
同型WF × SL2(C) −→ LGのうちいくつかの条件を満たすものを Lパラメータと
呼ぶ．G = GLn(F )のときには LG = GLn(C)×WF なので上の定義と若干違うよ
うにも見えるが，両者は第一射影GLn(C)×WF −→ GLn(C)の合成によって一対
一に対応するので，ここではより簡便な上記の定義を採用している．

Lパラメータの条件の 3つ目（ϕ(σ, 1)の半単純性）は，ϕ|WF
がWF の半単純表現

（既約表現の直和）であることと同値である（例えば [BH06, 28.7]参照）．SL2(C)
の代数的表現が半単純であることと合わせると，これは ϕがWF × SL2(C)の表現
として半単純であるということとも同値である．この条件より，Lパラメータ ϕは⊕k

i=1 ϕi ⊠ ρi（ϕiはWF の既約スムーズ表現，ρiは SL2(C)の既約代数的表現）と
直和分解できることが分かる．
一方，SL2(C) の既約代数的表現の分類は古典的によく知られている．Std を
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SL2(C)のスタンダード表現とすると，m ≥ 1に対し Symm−1 Stdは SL2(C)の唯
一の既約m次元代数的表現であり，既約な代数的表現はこれで尽くされる．この
ことを用いると，GLn(F )の Lパラメータは以下のように分類できる：

命題 2.9

ϕ ∈ Φ(GLn(F ))はWF × SL2(C)の表現として以下のように直和分解する：

ϕ =

k⊕
i=1

ϕi ⊠ Symmi−1 Std．

ここで ϕ1, . . . , ϕk は WF の既約スムーズ表現であり，m1, . . . ,mk は n =∑k
i=1mi dimC ϕiを満たす正整数である．

定義 2.10

ϕ ∈ Φ(GLn(F ))がWF ×SL2(C)の表現として既約であるとき，ϕは離散的なL

パラメータであるという．これは，ϕの像のGLn(C)の中での中心化群ZGLn(C)(ϕ)

がGLn(C)の中心 C×と一致すると言っても同じことである．

命題 2.9は，GLn(F )の既約スムーズ表現の分類（系 1.28）と以下の点において
類似していることに注目していただきたい．
• 一般のLパラメータは，離散的なLパラメータの直和である．「直和」を「ラ
ングランズ和」に読み換えると，ちょうどGLn(F )の既約スムーズ表現の既
約離散系列表現を用いた分類になる．

• 離散的な Lパラメータは，nの約数 mと，既約スムーズ表現 ϕ′ : WF −→
GLn/m(C)を決めると決まる．「既約スムーズ表現」を「GLn/m(F )の既約超
尖点表現」に読み換えると，ちょうど既約離散系列表現の分類になる．

2.2 Weil-Deligne表現と ℓ進表現

Lパラメータの言い換えとして，次で定義するWeil-Deligne表現というものが
ある．

定義 2.11

WF の n次元Weil-Deligne表現とは，次のような組 (r, V,N)のことである：
• (r, V )はWF の n次元スムーズ表現．
• N ∈ EndC(V )はNr(σ) = qd(σ)r(σ)N (σ ∈ WF )を満たす自己準同型（モ
ノドロミー作用素）．例 2.5の記号を用いると，これはN : V −→ V (−1)が
WF 準同型になるという条件と同値である．

Weil-Deligne表現の同型，部分表現，既約性なども自然に定義できる．
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注意 2.12

(r, V,N)をn次元Weil-Deligne表現とするとき，Nは羃零である．実際，Frobenius
持ち上げ φ ∈ WF に対し r(φ)−1Nr(φ) = qN であるから，N の固有値の集合は q

倍で保たれる．よってN の固有値は 0のみである．

定義 2.13

WF の n次元Weil-Deligne表現 (r, V,N)に対し，次は同値である：
• rは半単純表現である．
• ある Frobenius持ち上げ φに対し，r(φ)は半単純（対角化可能）な線型写
像である．

• 全ての Frobenius持ち上げ φに対し，r(φ)は半単純な線型写像である．
(r, V,N)がこの同値な 3条件を満たすとき，Frobenius半単純なWeil-Deligne表
現であるという．
一般のWeil-Deligne表現 (r, V,N)が与えられたとき，それから Frobenius半
単純なWeil-Deligne表現を次のようにして得ることができる：Frobenius持ち上
げ φ ∈ WF を固定し，r(φ)の Jordan分解 r(φ) = su = usをとる（sは半単純，
uは羃単）．これを用いて rss(φnσ) = snr(σ) (σ ∈ IK)と定める．(rss, V,N)は
Frobenius半単純なWeil-Deligne表現であり，その同型類は φのとり方によらな
い．これを (r, V,N)の Frobenius半単純化といい，(r, V,N)Frob-ssと書く．
また，Weil-Deligne表現 (rss, V, 0)を (r, V,N)ssで表し，(r, V,N)の半単純化と
いう．これは通常の半単純化，すなわち既約部分商を直和したものと一致する．

例 2.14

雰囲気をつかむために，2次元の Frobenius半単純なWeil-Deligne表現を分類し
てみよう．まず，N = 0となるような Frobenius半単純Weil-Deligne表現を考え
る．これはWF の半単純スムーズ表現に他ならないから，2次元のものは以下の 2

種類に分けられる：
• (r, V, 0)：(r, V )はWF の 2次元既約スムーズ表現．
• (χ1 ⊕ χ2,C2, 0)：χ1, χ2はWF のスムーズ指標．
次にN ̸= 0となるような (r, V,N)を考える．KerN ⊂ V はWF の作用で安定な

部分空間である．Nは羃零なので，KerN = ImNはV の 1次元部分空間であり，N
はWF 同型 V/KerN

∼=−−→ (ImN)(−1) = (KerN)(−1)を誘導する．V はWF 表現
として半単純であったから，WF 安定な V の 1次元部分空間 V ′で V = KerN ⊕V ′

となるものが存在する．上記の同型から，WF の表現として V ′ = (KerN)(−1)で
あることが分かる．V ′の基底 e2を一つとると，e1 = Ne2はKerN の基底であり，

V の基底 e1, e2のもとでのN の行列表示は
(
0 1

0 0

)
となる．以上より，KerN へ
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のWF の作用が定める指標を χと書くと，

(r, V,N) ∼=
(
χ⊕ χ(−1),C2,

(
0 1

0 0

))
である．これは異なる χに対しては同型でないWeil-Deligne表現を与えるので，
N ̸= 0の場合の分類が得られた．

命題 2.15

GLn(F ) の L パラメータの同値類は WF の Frobenius 半単純な n 次元Weil-

Deligne表現の同型類と一対一に対応する．

証明 Lパラメータ ϕに対し，

r(σ) = ϕ
(
σ,

(
q−d(σ)/2 0

0 qd(σ)/2

))
, N = log ϕ

(
1,

(
1 1

0 1

))
と定めると，(r,Cn, N)は Frobenius半単純な n次元Weil-Deligne表現となる．
上の構成で，離散的な Lパラメータ ϕ⊠ Symm−1 Std（ϕはWF の既約スムーズ

表現）に対応するWeil-Deligne表現が直既約になること，および異なる組 (ϕ,m)に
対応するWeil-Deligne表現が同型でないことは容易に分かる．したがって，次の 2

つを示せばよい：
(a) 直既約な Frobenius半単純Weil-Deligne表現は離散的なLパラメータより得
られる．

(b) Frobenius半単純なWeil-Deligne表現は一意的に直既約分解される．
(a)を示す．(r, V,N)を直既約な Frobenius半単純Weil-Deligne表現とする．r

は
⊕m

i=0 ρ(−i) ⊗C Wi（ρはWF の既約スムーズ表現，m ≥ 0, Wi は 0でない有
限次元 Cベクトル空間）という形に書けることが容易に分かる．N を与えること
は各 0 ≤ i ≤ m − 1に対して WF 準同型 ρ ⊗C Wi+1 −→ ρ ⊗C Wi を与えるこ
とと同じであり，さらに Schurの補題より，これは C線型写像N ′

i : Wi+1 −→ Wi

を与えることと同じである．W =
⊕m

i=0Wi とおくと，N ′
i はW 上の羃零自己線

型写像 N ′ を定める．Jordan標準形の理論により，x1, . . . , xk ∈ W が存在して，
{N ′lxj | 1 ≤ j ≤ k, l ≥ 0} \ {0}がW の基底となる．xj のWi 成分が 0でない
ような最大の iを ij とおき，それより小さい iに対するWi成分を全て 0に置き換
えて得られる元を yj とすると，y1, . . . , yk も x1, . . . , xk と同じ条件を満たす．各 j

に対し {N ′lyj | l ≥ 0}で張られるW の部分空間をW (j) とおく．N ′lyj は直和分
解W =

⊕m
i=0Wiに関して斉次であるから，Wiの（0次元または 1次元の）部分

空間W
(j)
i が存在してW (j) =

⊕m
i=0W

(j)
i となる．このとき

⊕m
i=0 ρ(−i) ⊗C W

(j)
i

はWeil-Deligne表現になり，これらの 1 ≤ j ≤ k にわたる直和が (r, V,N)であ
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る．(r, V,N)は直既約と仮定していたので k = 1となる．さらにこのことから，
dimWi = dimW

(1)
i = 1およびN ′

i : Wi+1 −→ Wiが同型であることも従う．よっ
て (r, V,N)は離散的なLパラメータ ρ(−m

2 )⊠ Symm Stdに対応するWeil-Deligne

表現と同型になることが分かり，(a)が示された．
(b)を示す．Frobenius半単純なWeil-Deligne表現のなす圏が Krull-Schmidt圏

であること，すなわち，任意の直既約な対象の自己準同型環が局所環であることを
示せばよい．離散的な Lパラメータ ϕ⊠ Symm−1 Stdに対応するWeil-Deligne表
現の自己準同型環は Cなので，主張が従う 注 6．

例 2.16

i) Lパラメータ ϕ ∈ Φ(GLn(F ))が ϕ|SL2(C) = 1を満たすとき，ϕはWF の n次
元スムーズ表現とみなすことができる．このとき，ϕに対応するWeil-Deligne

表現は (ϕ,Cn, 0)である．
ii) L パラメータ 1 ⊠ Symn−1 Std ∈ Φ(GLn(F )) に対応する Weil-Deligne 表
現 (r, V,N)は以下のように記述される：V = Cn であり，その標準基底を
e1, . . . , enとすると，

r(σ)ei = qd(σ)(2i−n−1)/2ei (σ ∈WF ), Nei =

ei−1 (2 ≤ i ≤ n),
0 (i = 1)．

このWeil-Deligne表現を Spnと書く．

一方，WF に対しては ℓ進表現を考えることもできる．

定義 2.17

ℓを素数とする．WF の n次元 ℓ進表現とは，n次元Qℓベクトル空間 V と連続
準同型 ρ : WF −→ GL(V )（GL(V )には ℓ進位相を入れる）の組 (ρ, V )のことで
ある．

ℓ進表現とWeil-Deligne表現の関係について考えよう．CとQℓは同型な体であ
るから，その同型 ι : Qℓ

∼=−−→ Cを一つ固定しておく．(r, V )をWF の（C上の）n
次元スムーズ表現とするとき，ιによって (r, V )を Qℓ上の n次元スムーズ表現と
みなすことができる．これは特にWF の n次元 ℓ進表現である．
一般の ℓ進表現はスムーズであるとは限らないので，全ての ℓ進表現がこのよう

にして得られるわけではない．以下では，ℓ ̸= pと仮定して，Weil-Deligne表現を
用いてスムーズでない ℓ進表現をつくる方法を説明する．Zℓ(1) = lim←−m

µℓm(F )と
注 6一般に，全ての対象が長さ有限であるようなアーベル圏は Krull-Schmidt圏になることが知られ
ているので，それを用いてもよい．
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おく．F の素元ϖの ℓm乗根の系 (ϖ1/ℓm)mを一つとると，σ ∈ IF に対し tℓ(σ) =

(σ(ϖ1/ℓm)/ϖ1/ℓm)m は Zℓ(1)の元を与える．IF が Zℓ(1)に自明に作用することに
注意すると，tℓ(σ)は (ϖ1/ℓm)mのとり方によらないことが分かる．tℓ : IF −→ Zℓ(1)

を ℓ進馴指標と呼ぶ．これは連続な全射であり，この写像によって IF の最大副 ℓ商
は Zℓ(1)と同一視できる．同型 Zℓ(1) ∼= Zℓおよび Frobenius持ち上げ φ ∈ WF を
固定する．このとき，n次元Weil-Deligne表現 (r, V,N)（C上の表現だが，固定し
た同型 ιによってQℓ上の表現とみなす）に対し，

ρ(σ) = r(σ) exp
(
tℓ(φ

−d(σ)σ)N
)
∈ EndQℓ

(V ) (σ ∈WF )

で定めると，(ρ, V )はWF 上の n次元 ℓ進表現になる．ただし，tℓ(φ−d(σ)σ)N は固
定した同型 Zℓ(1) ∼= Zℓ を用いて EndQℓ

(V )の羃零元とみなしている．(ρ, V )は同
型 Zℓ(1) ∼= Zℓおよび Frobenius持ち上げ φに依存するが，(ρ, V )の同型類は依存
しない．
実は，全ての n次元 ℓ進表現はこの方法によって構成されることが分かる：

定理 2.18（Grothendieckのモノドロミー定理）
ℓ ̸= pのとき，有限次元Weil-Deligne表現の圏と有限次元 ℓ進表現の圏は前述
の構成によって圏同値になる．特に，n次元Weil-Deligne表現の同型類と n次元
ℓ進表現の同型類は一対一に対応する．

証明は [ST68, Appendix]あるいは [BH06, 32.5, Theorem]を参照．

注意 2.19

定理 2.18より特に，既約な有限次元 ℓ進表現はスムーズであることが分かる．

注意 2.20

具体的な ℓ進表現 (ρ, V )に対して，N は以下の式で計算できる：

N = lim
σ∈IF ,tℓ(σ)̸=0

σ→1

tℓ(σ)
−1 log ρ(σ)．

なお，tℓ(σ) ̸= 0となる σ ∈ IF が 1に十分近いとき，
• ρ(σ)は羃単（すなわち ρ(σ)− 1が羃零）であり，したがって log ρ(σ)をとる
ことができる

• tℓ(σ)−1 log ρ(σ)は σによらず一定である
ということが定理 2.18より保証されるので，右辺の極限は well-definedである．

定理 2.18によって Frobenius半単純なWeil-Deligne表現に対応する ℓ進表現を
Frobenius半単純な ℓ進表現という．有限次元 ℓ進表現 (ρ, V )が Frobenius半単純
であることは，ある Frobenius持ち上げ φ ∈ WF に対して ρ(φ)が半単純であるこ
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とと同値である．有限次元 ℓ進表現の Frobenius半単純化，半単純化も定義するこ
とができる．
以上の議論から，ℓ ̸= pのとき，
• GLn(F )の Lパラメータの同値類
• WF の Frobenius半単純な n次元 ℓ進表現の同型類

は（同型 C ∼= Qℓ を固定するごとに）一対一に対応することが分かった．ϕ ∈
Φ(GLn(F ))に対応する ℓ進表現を rϕと書くことにする．

Lパラメータは一般の連結簡約代数群に対して定義できるという長所がある一方，
ℓ進表現はエタールコホモロジーによって幾何学的な対象から構成できるという長
所がある（以下の例を参照）．実際にGLn(F )の局所ラングランズ対応を証明する
際にも，ℓ進表現の側に移って議論を進めることになる．

例 2.21

EをF 上の楕円曲線とする．このとき，Eの ℓ進Tate加群TℓE = lim←−m
E[ℓm](F )

は ΓF が連続に作用する階数 2の自由 Zℓ加群であるから，V = TℓE ⊗Zℓ
QℓはWF

の 2次元 ℓ進表現となる（これの双対が 1次エタールコホモロジーH1(E⊗F F ,Qℓ)

である）．
特に，EがTate曲線，すなわち F 上分裂乗法的還元を持つと仮定する．このと

き，p進一意化の理論により，vF (qE) > 0となる qE ∈ F×および F 上のリジッド
空間の同型E ∼= Gm/q

Z
E が存在する．特に，F の代数閉包（したがってQpの代数

閉包）の完備化をCpと書くと，ΓF の作用と両立する同型E(Cp) ∼= C×
p /q

Z
Eがある．

よってE[ℓm](F ) = E[ℓm](Cp) ∼= (C×
p /q

Z
E)[ℓ

m]である．図式

0 // µℓm+1(Cp) //

ℓ 乗
��

(C×
p /q

Z
E)[ℓ

m+1]
ℓm+1 乗

//

ℓ 乗
��

qZE/q
ℓm+1Z
E

//

��

0

0 // µℓm(Cp) // (C×
p /q

Z
E)[ℓ

m]
ℓm 乗

// qZE/q
ℓmZ
E

// 0

は可換であり，横列は完全系列なので，mについての逆極限をとることで完全系
列 0 −→ Zℓ(1) −→ TℓE −→ Zℓ −→ 0が得られる．Zℓへの ΓF の作用を自明な作
用として定めると，この完全系列は ΓF の作用と両立する．特に，WF の ℓ進表現
V = TℓE ⊗Zℓ

Qℓは自明表現QℓのQℓ(1) = Zℓ(1)⊗Zℓ
Qℓによる拡大となっている．

この表現V のモノドロミー作用素を計算してみよう．1の ℓm乗根の系 ζ = (ζℓm)m

(ζℓ ̸= 1)および qE の ℓm乗根の系 ξ = (q
1/ℓm

E )mをそれぞれ一つとると，ζ, ξ ∈ TℓE
は V の基底となる．これらの元への σ ∈ IF の作用は σ(ζ) = ζ, σ(ξ) = tℓ(σ)

vF (qE)ξ

で与えられる．1を ζにうつす同型 Zℓ
∼= Zℓ(1)によって tℓ(σ)を Zℓの元とみなし，

結果を加法的に書き直すと，σ(ζ) = ζ, σ(ξ) = vF (qE)tℓ(σ)ζ + ξとなる．よって，
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基底 ζ, ξのもとで，モノドロミー作用素N は行列
(
0 vF (qE)

0 0

)
で与えられる（注

意 2.20の方法を用いた）．特に，V はスムーズでない ℓ進表現である．
Frobenius持ち上げ φ ∈ WF を一つとる．このとき，φ(ζ) = ζq

−1 である．一
方，φ(ξ) = ζaξ となる a ∈ Zp が存在するので，ξ を ζaq(q−1)−1

ξ で置き換える
ことで，φ(ξ) = ξ となるようにできる．このようにとった ζ, ξ に対し，e1 = ζ,

e2 = vF (qE)
−1ξとおくと，e1, e2 ∈ TℓE ⊗Zℓ

Qℓは V の基底であり，

φ(e1) = q−1e1, φ(e2) = e2, σ(e1) = e1, σ(e2) = tℓ(σ)e1 + e2 (σ ∈ IF )

が成り立つ．この表示から，WF の ℓ 進表現 V に対応するWeil-Deligne 表現は(
C(1)⊕ C,

(
0 1

0 0

))
= Sp2 ⊗ C(1/2)であることが分かる．

3 局所ラングランズ対応
3.1 局所ラングランズ対応の主張

前節に引き続き，体同型 ι : Qℓ

∼=−−→ Cを固定し，Qℓと Cを同一視する．
ここでは，局所ラングランズ対応の主張を紹介する．まず，大雑把な主張は次の

通りである．

定理 3.1（GLn(F )の局所ラングランズ対応）
GLn(F )の既約スムーズ表現の同型類のなす集合 Irr(GLn(F ))とGLn(F )の L

パラメータの同値類のなす集合Φ(GLn(F ))の間に全単射が存在し，様々な性質を
満たす．

π ∈ Irr(GLn(F ))に対応する Lパラメータを ϕπ と書く．pと異なる素数 ℓを固
定し，WF の Frobenius半単純な n次元 ℓ進表現の同型類の集合を Gn,ℓ(F )で表す．
同型 ι : Qℓ

∼=−−→ Cを固定すると，全単射Φ(GLn(F ))
∼=−−→ Gn,ℓ(F )が得られるが，こ

れと Irr(GLn(F )) −→ Φ(GLn(F )); π 7→ ϕπ の合成を recF とおく．
以下では，π 7→ ϕπ および recF が満たす「様々な性質」を説明していく．まず，

n = 1のときは定理 2.4と一致することを要請する：

性質 3.2（局所類体論との関係）
n = 1のとき，χ ∈ Irr(GL1(F ))に対し次が成り立つ：

ϕχ = (χ ◦Art−1
F )⊠ 1, recF (χ) = χ ◦Art−1

F ．
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以後，Irr(GL1(F )), Φ(GL1(F )), G1,ℓ(F )を同一視し，これらの元を同じ記号で
書く．

性質 3.3（表現論的な操作との関係）
π ∈ Irr(GLn(F ))について次が成り立つ：
（指標による捻り）F×のスムーズ指標 χに対し，

ϕπ⊗(χ◦det) = ϕπ ⊗ χ, recF
(
π ⊗ (χ ◦ det)

)
= recF (π)⊗ χ．

（中心指標）πの中心指標を ωπ と書くと，

ωπ = det ◦ϕπ = det
(
recF (π)

)
．

（双対）ϕπ∨ = ϕ∨π , recF (π
∨) = recF (π)

∨．
また，F ′を別の p進体とし，Qp上の体同型 F

∼=−−→ F ′が与えられたとすると，次
が成り立つ：
（関手性）以下の図式は可換である：

Irr
(
GLn(F )

) π 7→ϕπ //

∼=
��

Φ
(
GLn(F )

)
∼=
��

Gn,ℓ(F )

∼=
��

Irr
(
GLn(F

′)
) π′ 7→ϕπ′

// Φ
(
GLn(F

′)
)

Gn,ℓ(F ′)．

性質 3.4（Zelevinsky分類との関係）
i) π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，以下は同値である：

• πは超尖点表現である．
• ϕπ は離散的（定義 2.10参照）かつ ϕπ|SL2(C) = 1である．
• recF (π)は既約である．

ii) π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，以下は同値である：
• πは離散系列表現である．
• ϕπ は離散的である．
• recF (π)は直既約である．

iii) π ∈ Irr(GLn(F ))を既約離散系列表現とし，π = Stm(π′)（π′はGLn/m(F )

の既約超尖点表現）と書いておく（定理 1.22参照）．このとき次が成り立つ：

ϕπ = ϕπ′ ⊠ Symm−1 Std， recF (π) = recF (π
′)⊗ Spm．

ここで，Weil-Deligne表現 Spm（例 2.16 ii)参照）に対応する ℓ進表現を同
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じ記号 Spmで表した．
iv) n = n1 + · · ·+ nkを nの分割とし，πi ∈ Irr(GLni(F ))を既約離散系列表現
とする．このとき，π = π1 ⊞ · · ·⊞ πkに対し次が成り立つ：

ϕπ = ϕπ1 ⊕ · · · ⊕ ϕπk
, recF (π) = recF (π1)⊕ · · · ⊕ recF (πk)．

性質 3.5（不分岐表現との関係）
π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，以下は同値である：
• πは不分岐表現である．
• ϕπ は自然な全射WF × SL2(C) −↠WF /IF を経由する．
• recF (π)は不分岐である．すなわち，IF は recF (π)に自明に作用する．

π の佐武パラメータを (z1, . . . , zn)とすると，Frobq ∈ WF /IF の ϕπ（あるいは
recF (π)）への作用の固有値は z1, . . . , znで与えられ，これによってWF /IF の半
単純表現 ϕπ（あるいは recF (π)）は特徴付けられる．

注意 3.6

注意 1.37を用いると，性質 3.5は性質 3.4から導くことができる．その一方で，
GLn(F )の不分岐表現とWF の不分岐表現の間に一対一対応があること（不分岐局
所ラングランズ対応）は佐武同型の帰結であり，局所ラングランズ対応が証明され
るよりもはるかに前から知られていた．一般の連結簡約代数群に対しても佐武同型
は証明されているので不分岐局所ラングランズ対応も得られており，その形から，
局所ラングランズ対応に L群が現れる理由の一端を見てとることができる．

次に，局所ラングランズ対応と大域ラングランズ対応との関係について述べる．
そのためにまず，大域ラングランズ対応について簡単に説明を行う．詳しい説明は
例えば [Tay04]を参照していただきたい．

定義 3.7

Lを代数体とし，ΠをGLn(AL)の等圧的保型表現とする．ℓを素数とする．
ΓL = Gal(L/L)の n次元半単純 ℓ進表現 Rが Πに対応するとは，Lの有限素
点全体の集合から有限個の元を除いた集合 Sが存在して次を満たすことをいう：

v ∈ SならばΠv は不分岐表現であり，RFrob-ss
v = recLv(Πv)となる．

注意 3.8

i) Chebotarev密度定理より，Πに対応する Rは存在すれば一意的である．ま
た，定理 1.46より，ΠとΠ′が同じRに対応するならばΠ = Π′である．

ii) 上の定義には不分岐ラングランズ対応しか使っていないので，ΠとRが対応
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するという定義をするためには局所ラングランズ対応を証明する必要はない
（注意 3.6参照）．

以下に述べる予想が，GLnの大域ラングランズ対応の一つの定式化である．

予想 3.9（GLnの大域ラングランズ対応）
定義 3.7に述べた対応によって，以下の 2つは一対一に対応する．
• GLn(AL)の代数的保型表現．
• ΓLの n次元半単純代数的 ℓ進表現．

さらに，GLn(AL)の代数的保型表現で尖点的なものは ΓLの n次元既約代数的 ℓ

進表現に対応する．

GLn(AL)の保型表現が代数的であることは定義 1.52 iv)を参照．一方，ΓLの n

次元 ℓ進表現が代数的であるとは，ほとんど全ての有限素点で不分岐であり，かつ
ℓの上にある Lの素点において de Rhamであることをいう 注 7．

予想 3.9において，特に保型表現Πに対してそれに対応する ℓ進表現Rを構成す
る問題をGalois表現の構成問題と呼ぶ．この問題が解かれているときに，それが
局所ラングランズ対応と整合的であるかを問うことができる：

予想 3.10（局所・大域整合性）
Lを代数体とし，ΠをGLn(AL)の代数的保型表現とする．Rが Πに対応する

n次元 ℓ進表現であるとき，Lの任意の有限素点 v ∤ ℓに対して次が成り立つ：

RFrob-ss
v = recLv(Πv)．

注意 3.11

上の予想は，v | ℓの場合にも Fontaineによって定義された関手Dpstを用いるこ
とで定式化することができる．

局所・大域整合性は局所ラングランズ対応と整数論の関わりを明確にする，非常
に重要な予想である．後に紹介する局所ラングランズ対応の証明も，Galois表現の
構成問題および局所・大域整合性の部分的解決を経由することによって行われる．
Galois表現の構成問題および局所・大域整合性については近年大きく研究が進展

した．局所・大域整合性まで分かっているケースとしては，次の定理が挙げられる．

定理 3.12

Lを総実体または CM体とする．Πを GLn(AL)の正則代数的な尖点的保型表
注 7以前は「幾何学的」と呼ばれていたこともあったが，本当に幾何から来るものと紛らわしいので，
最近は保型表現側の用語と合わせて「代数的」と呼ばれている．
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現で Π∨ ∼= Πcを満たすものとする（cは Lの複素共役を表す）．このとき，Πに
対応する n次元半単純代数的 ℓ進表現RΠが存在して，局所・大域整合性

(RΠ)
Frob-ss
v = recLv(Πv)

を満たす．

注意 3.13

i) LについているCM体という条件，およびΠ∨ ∼= Πcという条件は，n ≥ 3の
ときGLnに志村多様体がないため，まず保型表現の理論を用いてL+ = Lc=1

上のユニタリ群に移り，ユニタリ志村多様体の ℓ進エタールコホモロジーを
用いてGalois表現を構成するという事情によるものである（総実体の場合は
CM体のときに帰着させる）．CM体，総実体以外の代数体上での Galois表
現の構成についてはほとんど何も分かっていない．

ii) 予想 3.9にあるように，RΠ は既約であることが期待されているが，一般に
は証明されていない．Πがある有限素点 vにおいて離散系列表現となるとき
は，vにおける局所・大域整合性を用いるとRΠが既約であることが分かる．
また，n = 2の場合には，L関数を用いる議論によって既約性が分かってお
り（Ribetによる．[Tay95, Proposition 3.1]参照），その手法を発展させるこ
とで，一般の nについても，Πが無限素点において強い正則性 (“extremely

regular”)を有するときにはDirichlet密度 1の素数 ℓに対してRΠが既約にな
ることが証明されている ([BLGGT14b, Theorem D])．

定理 3.12を証明するには膨大なステップが必要であり，多くの研究者が関わっ
ている．それぞれの段階が非自明であるため，詳しく説明したいところではある
が，本題と若干離れるため割愛し，論文 [HT01], [TY07], [Shi11], [CH13], [Car12],

[BLGGT12], [BLGGT14a]を挙げるだけに留めておく．

局所・大域整合性はまだ証明されていないが Galois表現の構成ができている場
合としては，次の定理がある．

定理 3.14（Harris-Lan-Taylor-Thorne [HLTT13], Scholze [Sch13c]）
Lを総実体あるいは CM体とし，Πを GLn(AL)の正則代数的な尖点的保型表
現とする．このとき，Πに対応する ΓLの n次元半単純 ℓ進表現RΠが存在する．

このRΠはほとんど全ての有限素点において不分岐であるが，ℓの上にある Lの
素点において de Rhamであることはまだ分かっていない．また，局所・大域整合
性も未解決である．v ̸= ℓの場合に (RΠ)

ss
v と recLv(Πv)

ssが一致すること（モノド
ロミー作用素以外の整合性）については，最近 Ila Varmaによるアナウンスがあっ
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たようである 注 8．

最後に，局所ラングランズ対応とL因子，ε因子との関係を書いておく．ψ : F −→
C×を非自明な加法的指標とする．π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，その不変量 L(s, π),

ε(s, π, ψ)が定まるのであった（[GJ72], [石井]参照）．L(s, π)は保型表現の L関数
の局所成分となっている．すなわち，Lを代数体とし，ΠをGLn(AL)の保型表現
とするとき，L(s,Π) =

∏
v L(s,Πv), ε(s,Π) =

∏
v ε(s,Πv,Ψv)（ΨはAL/Lの非自

明指標）とおくと，L(s,Π)はRes≫ 0で絶対収束し，全平面に有理型に解析接続
される．さらに，関数等式 L(s,Π) = ε(s,Π)L(1− s,Π∨)を満たす．n = 2, L = Q
であり，Πが正則保型形式に伴うときには，L(s,Π)はDirichlet級数を用いて定義
される L関数と（無限成分等を調整すれば）一致する．
一方，WF の n次元 ℓ進表現 ρに対しても同様の不変量 L(s, ρ), ε(s, ρ, ψ)を定め

ることができる．L因子の定義は

L(s, ρ) = det(1− Frobq ·q−s; ρIF )−1

である．ε因子の定義はずっと複雑なので省略する．[Del76], [BH06, §30]を参照．

性質 3.15（L因子・ε因子との関係）
π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，以下が成り立つ：

L(s, π) = L
(
s, recF (π)

)
, ε(s, π, ψ) = ε

(
s, recF (π), ψ

)
．

注意 3.16

整数 n,m ≥ 1および π1 ∈ Irr(GLn(F )), π2 ∈ Irr(GLm(F ))に対し，対のL因子
L(s, π1×π2)および対の ε因子 ε(s, π1×π2, ψ)というものが定義できる（[JPSS83]

参照）．recF はこれらの局所因子も保つ：

L(s, π1 × π2) = L
(
s, recF (π1)⊗ recF (π2)

)
,

ε(s, π1 × π2, ψ) = ε
(
s, recF (π1)⊗ recF (π2), ψ

)
．

さらに，この性質によって局所ラングランズ対応を特徴付けることもできる．[Hen93],

[Hen02]参照．

3.2 補足：GLn(R), GLn(C)の局所ラングランズ対応

前小節では p進体 F に対する GLn(F )の局所ラングランズ対応を述べたが，F
がアルキメデス局所体（RまたはC）のときにも類似した理論が存在する．本題と
は外れるが，重要な内容であり，また後の説明においても便利であるため，簡単に
紹介しておきたい．より詳しい解説は [Kna94]などを参照．
注 82014年 6月時点．
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■GLn(R)の局所ラングランズ対応

既約 (gln, O(n))加群 V が許容的であるとは，O(n)の任意の既約連続表現 ρが
V に重複度有限で現れることをいうのであった．今後は既約許容 (gln, O(n))加群
のことを GLn(R)の既約許容表現と呼ぶことにする．これを以下で定義する Rの
Weil群で分類するのがGLn(R)の局所ラングランズ対応である：

定義 3.17

R のWeil 群 WR を以下で定める：集合としては WR = C× ⨿ jC×，演算は
j2 = −1, jzj−1 = z (z ∈ C×)となるようにする．WR は Z/2Z = Gal(C/R)の
C×による非分裂な拡大である．
WRには自然に位相が入り，局所コンパクト群となる．

まずWRの既約連続表現を分類しよう．

命題 3.18

WRの C上の既約連続表現は以下の 3種類である：
• 1次元表現 θ+s : WR −→ C×; z 7→ |z|s, j 7→ 1 (s ∈ C)．
• 1次元表現 θ−s : WR −→ C×; z 7→ |z|s, j 7→ −1 (s ∈ C)．
• 2次元表現 IndWR

C× θk,s（k ∈ Z>0, s ∈ C, θk,sはC×の指標 z 7→ (z/|z|)k|z|s）．

証明 まずC× ∼= U(1)×R>0の既約連続表現は θk,s (k ∈ Z, s ∈ C)という形である
ことがすぐに分かる．WRの既約表現は IndWR

C× θk,sの既約成分として得られる．θk,s
へ j ∈ WRを作用させると θ−k,sとなるので，k ̸= 0のとき IndWR

C× θk,sは既約であ
り，IndWR

C× θk,s ∼= IndWR
C× θ−k,sである．また，k = 0のときは IndWR

C× θ0,s = θ+s ⊕ θ−s
となる．以上より主張が従う．

θ+s , θ
−
s , Ind

WR
C× θk,sに対応する表現は以下のように構成される：

定義 3.19

i) s ∈ Cとする．GL1(R)の指標 χ+
s , χ

−
s を χ+

s (a) = |a|s, χ−
s (a) = sgn(a)|a|s

(a ∈ R×)で定める．recR(θ
+
s ) = χ+

s , recR(θ
−
s ) = χ−

s とおく．
ii) k ∈ Z>0, s ∈ Cとする．GL2(R)の既約表現 Dk,s を以下のように定める．
まず，GL+

2 (R)の表現D+
k を{

f : H −→ C：正則
∣∣∣∣ ∫

H
|f(x+ yi)|2yk−1dxdy <∞

}
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に g =

(
a b

c d

)
∈ GL+

2 (R)を

(gf)(z) = (det g)
k+1
2 (bz + d)−(k+1)f

(az + c

bz + d

)
と作用させることによって定義する（正確にはこれに伴う (gl2, O(2))加群
を考える）．これを用いてDk,s = Ind

GL2(R)
GL+

2 (R)
D+

k ⊗ |det|
sと定める．

注意 3.20

i) Dk,sの中心指標はa 7→ sgn(a)k+1|a|2sであり，無限小指標は (k/2+s,−k/2+s)
である．

ii) f を重さw ≥ 2の正規化されたHecke固有新形式とし，f に伴うGL2(AQ)の
保型表現（1.4.3節参照）をΠf と書くと，(Πf )∞ ∼= Dw−1,−w/2である．

iii) D1,0は Steinberg表現の類似であり，構成も同様にすることができる．すな
わち，P1(R)上のO(2)有限な関数全体の空間を定数関数全体の空間で割った
ものにGL2(R)を作用させて得られるGL2(R)の表現はD1,0と同型である．

実は，GLn(R) (n ≥ 1)の既約離散系列表現は上で定義した χ+
s , χ

−
s , Dk,sのみで

あることが知られている．これらに対して，定義 1.26と同様にラングランズ和を
定義することができる：

定義 3.21

n = n1+· · ·+nkをnの分割とし，1 ≤ ni ≤ 2と仮定する．πiをGLni(R)の既約
離散系列表現とする（すなわち，ni = 1なら πi ∈ {χ+

s , χ
−
s | s ∈ C}であり，ni = 2

なら πi ∈ {Dm,s | m ∈ Z>0, s ∈ C}である）．π1, . . . , πk に対応する sをそれぞ
れ s1, . . . , sk と書き，必要なら並べ換えを行うことによって Re s1 ≥ · · · ≥ Re sk

となるようにしておく．このとき，Ind
GLn(R)
P (R) (π1 ⊠ · · ·⊠ πk)は唯一の既約商を持

つ（P は分割 n = n1 + · · · + nk に対応する標準放物型部分群）．この既約商を
π1 ⊞ · · ·⊞ πkとおく．

このラングランズ和を用いると，WRの一般の半単純連続表現に対して recRが定
義できる：

定義 3.22

ϕ = ϕ1⊕· · ·⊕ϕkをWRの n次元半単純連続表現（= Lパラメータ）とする（ϕi
はWRの既約表現）．このとき，recR(ϕ) = recR(ϕ1)⊞ · · ·⊞ recR(ϕk)と定める．
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定理 3.23（GLn(R)のラングランズ対応）
WRの n次元半単純連続表現の同型類（= LパラメータのGLn(C)共役類）と

GLn(R)の既約許容表現の同型類は recRによって一対一に対応する．

この定理はGLn(R)に対する Langlands分類に他ならない．

■GLn(C)の局所ラングランズ対応

ここでは，GLn(C)の既約許容表現，すなわち既約許容 (gln, U(n))加群の分類を
考える．GLn(R)のときとほとんど同じなので，ごく簡単に述べる．

定義 3.24

WC = C×を CのWeil群と呼ぶ．これは局所コンパクト群である．

定義 3.25

WC = C×の指標 ϕをGL1(C) = C×の指標とみなしたものを recC(ϕ)と書く．
ϕ = ϕ1⊕ · · · ⊕ ϕnをWCの n次元半単純連続表現とするとき（ϕiはWCの既約表
現，すなわち指標），recC(ϕ) = recC(ϕ1)⊞ · · ·⊞ recC(ϕn)と定める．

定理 3.26（GLn(C)のラングランズ対応）
WCのn次元半単純連続表現の同型類とGLn(C)の既約許容表現の同型類は recC

によって一対一に対応する．

3.3 ラングランズ関手性

p進体の場合に話を戻そう．局所ラングランズ対応により Irr(GLn(F ))と対応す
る Gn,ℓ(F )は群WF の（既約とは限らない）有限次元表現からなっているので，制
限，誘導，直和，テンソル積などといった通常の表現論的操作をすることができる．
したがって Irr(GLn(F ))の方でも対応する操作が存在することになるが，こちら
は一般にかなり非自明な操作となる（例えば直和に対応する操作はラングランズ和
であった）．このような，Galois側の観察から存在が期待される操作を総称してラ
ングランズ関手性と呼ぶ．ラングランズ関手性については，局所ラングランズ対応
がまだ予想であった頃（一般の p進簡約群に対しては今もそうである）から研究が
行われており，いくつかの場合は局所ラングランズ対応とは独立に表現論的操作が
構成されていた．興味深いことに，GLnの局所ラングランズ対応の証明にはこうし
た部分的なラングランズ関手性が使われるのである．
ここでは，ラングランズ関手性の代表例として，表現の制限に対応する底変換，

誘導表現に対応する保型誘導を紹介する．
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3.3.1 底変換

E を F の有限次拡大とする．WE ⊂ WF より，制限写像 ResWF
WE

: Gn,ℓ(F ) −→
Gn,ℓ(E)が存在する．したがって，局所ラングランズ対応によれば，自然な写像

Irr
(
GLn(F )

)
−→ Irr

(
GLn(E)

)
が存在することになる．これを底変換と呼び，BCE/F と書く．
EがF の巡回拡大であるときには，局所ラングランズ対応を使わずに純表現論的

な手法で底変換BCE/F を定式化し，構成することができる（Arthur-Clozel [AC89]

による）．以下ではそれを説明しよう．Eを F の巡回拡大とし，その拡大次数を d

とする．ここでは簡単のため，dは素数であるとする 注 9．
生成元 τ ∈ Gal(E/F )を固定する．π を GLn(E)のスムーズ表現とするとき，

GLn(E)の表現 πτ を πτ (g) = π(τ(g)) (g ∈ GLn(E))で定める．π ∼= πτ であると
き，πは τ 安定であるという．
(π, V )を GLn(E)の τ 安定な既約スムーズ表現とする．このとき，C同型写像

Iτ : V
∼=−−→ V で Iτ ◦ π(g) = π(τ(g)) ◦ Iτ (g ∈ GLn(E))を満たすものが定数倍を除

いて唯一存在する．この Iτ を以下のように正規化する：
• πが本質的緩増加である場合．F の非自明指標 ψを固定する．Borel部分群
B ⊂ GLnの羃単根基をN と書く．指標 η : N(E) −→ C×を

x = (xij) 7→ ψ
(
TrE/F (x1,2 + x2,3 + · · ·+ xn−1,n)

)
で定める．このとき，HomGLn(E)(π, Ind

GLn(E)
N(E) η) = HomN(E)(π|N(E), η)は

1次元ベクトル空間になることが知られている 注 10．ητ = ηに注意すると，
Iτ は

HomN(E)(π|N(E), η) = HomN(E)(π
τ |N(E), η

τ )

= HomN(E)(π
τ |N(E), η)

∼=−−→ HomN(E)(π|N(E), η)

を誘導するので，これが恒等写像となるように Iτ を定数倍して正規化する．
• πが一般の場合，定理 1.25より，nの分割 n = n1 + · · ·+ nkおよびGLni(E)

の既約本質的緩増加表現 πiが存在して，πは n-Ind
GLn(E)
P (E) (π1 ⊠ · · · ⊠ πk)の

唯一の既約商となる（P は分割 n = n1 + · · · + nk に対応する標準放物型

注 9[AC89]においては素数次でない巡回拡大に対して様々な主張が証明されているが，[Art05, p. 191]
にあるように，この証明にはギャップがある．底変換の存在のように，素数次の場合の結果を繰り返
し使うことで一般の巡回拡大に対して証明できる主張もあるが，全てがそうではない．
注 10一般に，このような条件を満たす既約スムーズ表現 πを生成的であるという．本質的緩増加表現
が生成的になるのは GLn の特殊事情であり，一般の p進簡約群の場合には生成的でない超尖点表現
も存在する．
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部分群）．Langlands 分類の一意性より πi は τ 安定となるから，これに上
の議論を適用することで Iτ : πi

∼=−−→ πτi を定めることができる．これから

Iτ : n-Ind
GLn(E)
P (E) (π1⊠ · · ·⊠πk)

∼=−−→ n-Ind
GLn(E)
P (E) (π1⊠ · · ·⊠πk)τ が誘導され，

唯一の既約商に移ることで π
∼=−−→ πτ が得られる．

この Iτ を用いて，πの「捻られた指標」を定義する．

定義 3.27

(π, V )を GLn(E)の τ 安定な既約スムーズ表現とする．f ∈ H(GLn(E))に対
し，f ∈ H(GLn(E),K)を満たすGLn(E)の τ 安定なコンパクト開部分群Kをと
ると，π(f) ◦ Iτ は V K を V K にうつす．Trπ,τ (f) = Tr(π(f) ◦ Iτ ;V K)とおく．こ
れはK のとり方によらない．
Trπ,τ : f 7→ Trπ,τ (f)を捻られた指標超関数と呼ぶ．

定理 1.10と同様，捻られた指標超関数はGLn(E)上の局所L1関数となる．より
正確に定理を述べるため，一つ定義をしておく．

定義 3.28

g ∈ GLn(E)に対し，gτ(g) · · · τd−1(g) ∈ GLn(E)とGLn(E)共役なGLn(F )の
元が GLn(F )共役を除いて一意的に存在する．この元を gのノルムと呼び，N g
で表す．
g, g′ ∈ GLn(E)が τ 共役であるとは，g′ = h−1gτ(h)となる h ∈ GLn(E)が存
在することをいう．g, g′が τ 共役ならばN gとN g′はGLn(F )共役である．
N gが GLn(F )の正則半単純元であるとき，g ∈ GLn(E)は τ 正則であるとい
う．τ 正則なGLn(E)の元全体をGLn(E)τ -regで表す．

定理 3.29

GLn(E)τ -reg上の局所定数関数 θπ,τ でGLn(E)上局所 L1であるものが存在し，
任意の f ∈ H(GLn(E))に対し

Trπ,τ (f) =

∫
GLn(E)τ-reg

f(g)θπ,τ (g)dg

が成り立つ．θπ,τ は τ 共役で不変な関数である．

捻られた指標 θπ,τ を用いて本質的緩増加表現の底変換を定義しよう．

定義 3.30

πをGLn(F )の既約本質的緩増加表現とし，ΠをGLn(E)の τ 安定な既約スムー
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ズ表現とする．Πが πの底変換であるとは，任意の g ∈ GLn(E)τ -regに対し次の
指標関係式（新谷関係式）が成り立つことをいう：

θΠ,τ (g) = θπ(N g)．

底変換が存在すれば同型を除いて一意であることは次の補題よりすぐに分かる：

補題 3.31

π, π′を GLn(E)の τ 安定な既約スムーズ表現とする．π ≇ π′ならば，捻られ
た指標超関数 Trπ,τ , Trπ′,τ は線型独立である．

証明 τ 安定なコンパクト開部分群K ⊂ GLn(E)で πK , π′K ̸= 0となるものをと
る．定理 1.8より，H(GLn(E),K)加群として πK ≇ π′K である．πの表現空間を
V とし，V K の基底 e1, . . . , emをとると，f ∈ H(GLn(E),K)に対し

Trπ,τ (f) =
m∑
i=1

⟨
π(f)Iτ (ei), e

∨
i

⟩
である（e∨1 , . . . , e∨m ∈ (V K)∗ は e1, . . . , em の双対基底）．Iτ (ei)は e1, . . . , em の線
型結合であるから，Trπ,τ はH(GLn(E),K)加群 πK の行列係数の線型結合である．
Trπ′,τ についても同様であるから，πK と π′K の行列係数が線型独立であることに
帰着できる．これは一般の有限次元 C代数の有限次元表現に対してよく知られた
事実である．

例 3.32

n = 1のとき，GL1(F ) = F×のスムーズ指標 χの底変換は χ ◦NE/F である．

定理 3.33（Arthur-Clozel）
i) πをGLn(F )の既約本質的緩増加表現とするとき，その底変換BCE/F (π)が
存在し，本質的緩増加となる．BCE/F (π)は生成元 τ のとり方に依存しない．

ii) GLn(E)の τ 安定な既約本質的緩増加表現 Πに対し，Π = BCE/F (π)とな
るGLn(F )の既約本質的緩増加表現が少なくとも一つ存在する．

この定理 ([AC89, Chapter 1, Theorem 6.2])の証明は [AC89, Chapter 1, §6]に
おいて扱われている．i)について簡単な方針を述べよう．まず，πが二乗可積分表
現である場合に簡単に帰着できる．この場合の証明は以下のような大域的な方法を
用いる．代数体の d次巡回拡大L′/LおよびLの有限素点 vで，拡大 (L′⊗LLv)/Lv

がE/F と同型になるようなものをとる．このとき，GLn(F ) ∼= GLn(Lv)の表現 π
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はGLn(AL)の尖点的保型表現へとのばすことができる．したがって，指標超関数
Trπ(−)はGLn(AL)に対する（Arthur-Selberg型）跡公式のスペクトル側に現れる．
尖点的保型表現へののばし方に局所条件をつける 注 11ことにより，この場合は単
純跡公式 (simple trace formula)という，極めて簡単な形の跡公式を考えれば十分
である．一方，捻られた指標超関数は GLn(AL′)の捻られた跡公式 (twisted trace

formula)のスペクトル側に寄与するから，底変換の存在を示すには，GLn(AL)の
単純跡公式とGLn(AL′)の捻られた単純跡公式双方の幾何側，すなわち軌道積分を
比較し，それからスペクトル側の関係式を導けばよい．軌道積分の比較はおおむ
ね基本補題と呼ばれる問題にあたるが，この場合には直接計算によって示される．
[AC89, Chapter 1, §4]参照．なお，ii)も同様に，大域化して単純跡公式を用いる
ことで証明される．

以下で紹介する底変換の性質は，いずれも表現論的な手法によって証明されるが，
局所ラングランズ対応で Galois側に移って考えると理解しやすい．また，これら
の多くは局所ラングランズ対応の証明にも用いられる．

命題 3.34

πをGLn(F )の既約本質的緩増加表現とするとき，次が成り立つ：
i) F×のスムーズ指標 χに対し，BCE/F (π ⊗ χ) = BCE/F (π)⊗ (χ ◦NE/F )．
ii) πの中心指標を ωπ と書くと，ωBCE/F (π) = ωπ ◦NE/F．
iii) BCE/F (π)

∨ = BCE/F (π
∨)．

証明 いずれも指標関係式より容易に従う．

命題 3.35

πをGLn(F )の既約離散系列表現とする．GLn(F )の既約本質的緩増加表現 π′

がBCE/F (π) = BCE/F (π
′)を満たすならば，F×/NE/F (E

×)の指標 χが存在して
π ⊗ (χ ◦ det) ∼= π′となる．

証明 指標の直交関係を用いる．[AC89, Chapter 1, Proposition 6.7]参照．

命題 3.36

n = n1+ · · ·+nkを nの分割とし，πiをGLni(F )の既約緩増加表現とする．こ
のとき，BCE/F (π1 ⊞ · · ·⊞ πk) = BCE/F (π1)⊞ · · ·⊞ BCE/F (πk)が成り立つ．

注 11具体的には，ある有限素点で超尖点表現，別の有限素点で Steinberg表現となるようにのばす．
[AC89, Chapter 1, Lemma 6.5]参照．
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略証 分割 n = n1+ · · ·+nkに対応する標準放物型部分群を P と書く．π1, . . . , πk
が既約緩増加表現であることから，n-IndGLn(F )

P (F ) (π1⊠· · ·⊠πk)は既約表現となる．し
たがって π1⊞ · · ·⊞πk = n-Ind

GLn(F )
P (F ) (π1⊠ · · ·⊠πk)である．同様に，BCE/F (π1)⊞

· · · ⊞ BCE/F (πk) = n-Ind
GLn(E)
P (E) (BCE/F (π1) ⊠ · · · ⊠ BCE/F (πk)) である．誘導

表現の指標を与える公式 ([vD72], [Clo84]) から，n-Ind
GLn(F )
P (F ) (π1 ⊠ · · · ⊠ πk) と

n-Ind
GLn(E)
P (E) (BCE/F (π1)⊠ · · ·⊠ BCE/F (πk))が定義 3.30の指標関係式を満たすこ

とが容易に確認できる．

命題 3.36を用いると，本質的緩増加とは限らない既約スムーズ表現に対してもそ
の底変換を定義することができる．πをGLn(F )の（本質的緩増加とは限らない）
既約スムーズ表現とするとき，系 1.28より π = π1⊞ · · ·⊞πk（πiは既約離散系列表
現）と書けるので，BCE/F (π) = BCE/F (π1)⊞ · · ·⊞ BCE/F (πk)と定めればよい．
命題 3.36より，πが本質的緩増加である場合は以前の定義と一致することが従う．
なお，πが本質的緩増加でない場合には，BCE/F (π)は定義 3.30のような指標関係
式を満たすとは限らない．

例 3.37

πをGLn(F )の不分岐表現とし，その佐武パラメータを (z1, . . . , zn)とする．不分
岐指標χi : F

× −→ C×を命題 1.36の通りに定めると，π = χ1⊞ · · ·⊞χnである（注
意 1.37）．したがって，例 3.32より，BCE/F (π) = (χ1 ◦NE/F )⊞ · · ·⊞ (χn ◦NE/F )

となる．特に，E/F が不分岐拡大である場合には，BCE/F (π)は GLn(E)の不分
岐表現となり，その佐武パラメータは (zd1 , . . . , z

d
n)で与えられる．

命題 3.38

i) GLn(F )の既約超尖点表現πに対し，π ∼= π⊗(χ◦det)となるF×/NE/F (E
×)

の非自明指標 χが存在するならば，d | nであり，次が成り立つ：
(a) GLn/d(E)の τ 安定でない既約超尖点表現Πが存在して，BCE/F (π) =

Π⊞Πτ ⊞ · · ·⊞Πτd−1 となる．
(b) 整数 m ≥ 1に対し，BCE/F (Stm(π)) = Stm(Π) ⊞ Stm(Π)τ ⊞ · · · ⊞

Stm(Π)τ
d−1 が成り立つ．

ii) GLn(F )の既約超尖点表現πに対し，π ∼= π⊗(χ◦det)となるF×/NE/F (E
×)

の非自明指標 χが存在しないならば，次が成り立つ：
(a) BCE/F (π)はGLn(E)の既約超尖点表現である．
(b) 整数m ≥ 1に対し，BCE/F (Stm(π)) = Stm(BCE/F (π))が成り立つ．

iii) d | n であるとき，GLn/d(E) の τ 安定でない既約超尖点表現 Π に対し，
BCE/F (π) = Π ⊞ Πτ ⊞ · · · ⊞ Πτd−1 となる GLn(F )の既約超尖点表現 πが
一意的に存在する．さらに，BCE/F によるΠ⊞Πτ ⊞ · · ·⊞Πτd−1 の逆像は
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{π}となる．
iv) GLn(E)の τ 安定な既約超尖点表現 Πに対し，BCE/F (π) = Πを満たす

GLn(F )の既約超尖点表現 πが存在する．このような πを一つ固定すると，
BCE/F による Πの逆像は {π ⊗ (χ ◦ det) | χは F×/NE/F (E

×)の指標 }と
なる．

証明 i), ii)いずれも (a)は [AC89, Chapter 1, Proposition 6.6 (i), Lemma 6.10]

より，(b)は [AC89, Chapter 1, Lemma 6.12]より従う．
iii)を示す．定理 3.33 ii)よりBCE/F (π) = Π⊞Πτ⊞· · ·⊞Πτd−1となるGLn(F )の

既約本質的緩増加表現πが存在する．系1.28を用いてπ = Stm1(π1)⊞· · ·⊞Stmk
(πk)

と書いておく（πiはGLni/mi
(F )の既約超尖点表現，n = n1+ · · ·+nk）．命題 3.36

および i), ii)より，BCE/F (π)が Π ⊞ Πτ ⊞ · · · ⊞ Πτd−1 という形になるためには，
まずm1 = · · · = mk = 1となることが必要である．また，BCE/F (π1)をラングラ
ンズ和で書いたときに出てくる成分全体は {Π,Πτ , . . . ,Πτd−1}の τ 安定な部分集合
であり，Πが τ 安定でないことからこれは全体に一致しなければならない．このこ
とから k = 1となり，π = π1は超尖点表現であることが分かる．またこのとき π

は i)のタイプであるから，命題 3.35より BC−1
E/F (Π⊞Πτ ⊞ · · ·⊞Πτd−1

) = {π}と
なることが分かる．
iv)を示す．定理 3.33 ii)より BCE/F (π) = ΠとなるGLn(F )の既約本質的緩増

加表現 πが存在する．上と同様に π = Stm1(π1) ⊞ · · · ⊞ Stmk
(πk)と書くと，命題

3.36および i), ii)からm1 = · · · = mk = 1および k = 1が結論され，πが超尖点表
現であることが分かる．BC−1

E/F (Π)についての主張は命題 3.35より直ちに従う．

次の定理が示す通り，局所的な底変換は大域的な理論と整合的になる．

定理 3.39（Arthur-Clozel）
Lを代数体とし，L′を Lの d次巡回拡大とする．
ΠをGLn(AL)の等圧的保型表現とする．L′の素点wに対し，GLn(L

′
w)の既約

スムーズ表現Π′
wを以下のように定める：wの下にあるLの素点を vとするとき，

• L′
w = Lv ならばΠ′

w = Πv とする．
• L′

w ̸= Lv ならば L′
wは Lv の d次巡回拡大であるから，Π′

w = BCL′
w/Lv

(Πv)

とおく（v, wが無限素点である場合の底変換については説明していないが，
局所ラングランズ対応（定理 3.23，定理 3.26）を用いて構成することができ
る．[AC89, Chapter 1, §7]参照）．

このとき，Π′ =
⊗

w Π′
wはGLn(AL′)の等圧的保型表現となる．これをBCL′/L(Π)

と書き，Πの底変換と呼ぶ．

この定理については [AC89, Chapter 3, Theorem 4.2, Theorem 5.1]を参照．証
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明の方針は，定理 3.33と同様，GLn(AL)に対する跡公式とGLn(AL′)に対する捻
られた跡公式を比較するというものであるが，考える保型表現の局所成分に条件を
付けることができないため，単純跡公式を用いることができない．その代わりに，
Arthurによって構成された不変跡公式 ([Art81], [Art88a], [Art88b])を用いる．不
変跡公式の比較は単純跡公式の場合と比べてかなり難しく，[AC89, Chapter 2]全
てがその証明に割かれている．

大域的な底変換についても，命題 3.38と類似した性質が成り立つ：

定理 3.40

L′/Lを定理 3.39の通りとし，Gal(L′/L)の生成元 τ を固定する．
i) Πを GLn(AL)の尖点的保型表現とし，Π ∼= Π ⊗ (χ ◦ det)を満たすような

A×
L/L

×NL′/L(A×
L′)の非自明指標χが存在すると仮定する．このとき d | nで

あり，GLn/d(AL′)の τ安定でない尖点的保型表現Π′が存在してBCL′/L(Π) =

Π′ ⊞Π′τ ⊞ · · ·⊞Π′τd−1 となる．
ii) ΠをGLn(AL)の尖点的保型表現とし，i)のような指標 χが存在しないと仮
定する．このとき，BCL′/L(Π)はGLn(AL′)の尖点的保型表現である．

iii) d | nであるとき，GLn/d(AL′)の τ 安定でない尖点的保型表現 Π′ に対し，
BCL′/L(Π) = Π′ ⊞Π′τ ⊞ · · ·⊞Π′τd−1 となるGLn(AL)の尖点的保型表現Π

が一意的に存在する．
iv) GLn(AL′)の τ 安定な尖点的保型表現 Π′ に対し，BCL′/L(Π) = Π′ となる

GLn(AL)の尖点的保型表現Πが存在する．このようなΠを一つ固定すると，
BCL′/LによるΠ′の逆像は {Π⊗ (χ◦det) | χは A×

L/L
×NL′/L(A×

L′)の指標 }
となる．

証明 iv)の「BCL′/Lによる逆像」の部分以外は [AC89, Chapter 3, Theorem 4.2]

に含まれている．残った部分は [AC89, Chapter 3, Theorem 4.2]の証明から分か
る．

注意 3.41

保型表現に対する底変換の理論の存在の背景には，もちろん大域ラングランズ対
応（予想 3.9）がある．しかし，予想 3.9が代数的保型表現のみに関するものであ
るのに対し，定理 3.39や定理 3.40は代数的とは限らない保型表現をその対象とし
ている．このことは，代数的とは限らない保型表現を記述する，予想 3.9より一般
のラングランズ対応が存在すること（仮説的ラングランズ群の存在）を示唆してい
る．[Lan79]参照．

最後に，底変換が局所ラングランズ対応を介して制限関手 ResWF
WE
に対応するこ

とを定理の形で述べておく．
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定理 3.42

recE(BCE/F (π)) = recF (π)|WE
．

この定理は局所ラングランズ対応を証明する途中で得られ，底変換の理論と合わ
せて局所ラングランズ対応自体の証明に重要な役割を果たす．4.1節参照．

3.3.2 保型誘導

3.3.1節と同様，Eを F の有限次拡大とし，d = [E : F ]とおく．WE はWF の指
数 dの開部分群なので，誘導表現により写像 IndWF

WE
: Gn,ℓ(F ) −→ Gnd,ℓ(E)が導か

れる．したがって，局所ラングランズ対応により，自然な写像

Irr
(
GLn(E)

)
−→ Irr

(
GLnd(F )

)
が存在することになる．これを保型誘導と呼び，AIE/F と書く．
底変換のときと同様，E/F が巡回拡大のときには，保型誘導を指標関係式で特徴

付け，跡公式によって構成することができる (Henniart-Herb [HH95])．ここでは，
記号の煩雑さを避けるため，Kazhdanによって考察された n = 1の場合を紹介す
る．この場合はE×の指標からGLd(F )の既約スムーズ表現を構成することになる
が，記号をこれまでの話と合わせるため，dのことを nと書く．τ ∈ Gal(E/F )を
3.3.1節と同様の記号とし，ε : F× −→ C×をKer ε = NE/F (E

×)を満たす指標とす
る（これは局所類体論によりGal(E/F )の指標と対応する）．

定義 3.43

GLn(F )の既約スムーズ表現 (π, V )がπ ∼= π⊗(ε◦det)を満たすとし，Aπ : V
∼=−−→

V をこれらの間の同型写像とする（すなわち，Aπ は g ∈ GLn(F )に対して Aπ ◦
π(g) = ε(det g)π(g) ◦ Aπ を満たす C同型写像である）．Schurの補題より，この
ようなAπ は定数倍を除いて唯一存在する．
f ∈ H(GLn(F ))に対し，f ∈ H(GLn(F ),K)かつK ⊂ Ker(ε ◦ det)を満たす

GLn(F )のコンパクト開部分群K をとると，π(f) ◦ Aπ は V K を V K にうつす．
Trεπ(f) = Tr(π(f) ◦Aπ;V

K)とおく．これはK のとり方によらない．
定理 1.10や定理 3.29と同様に，GLn(F )

rs上の局所定数関数 θεπ で GLn(F )上
局所 L1であるものが存在し，任意の f ∈ H(GLn(F ))に対し

Trεπ(f) =

∫
GLn(F )rs

f(g)θεπ(g)dg

となる（Aπ の選び方に定数倍の任意性があるので，θεπ も定数倍を除いて決まる
ことに注意）．
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例 3.44

G = GLn(F ), Gε = Ker(ε ◦ det) とおく．ρ を Gε の既約スムーズ表現とし，
π = IndGGε

ρも既約であると仮定する．このとき，π ∼= π⊗ (ε ◦ det)であり，Aπと
して次をとることができる：

Aπ(f)(g) = ε(det g)−1f(g) (f ∈ IndGGε
ρ, g ∈ G)．

ρの指標を θρと書くと，θεπ は以下の式で与えられる：g ∈ GLn(F )
rsに対し，

θεπ(g) =


∑

t∈G/Gε
ε(det t)θρ(t

−1gt) (g ∈ Gε),

0 (g /∈ Gε)．

定義 3.45

a0 ∈ E×を τ(a0) = (−1)n−1a0を満たすように一つ固定する．a ∈ E×が正則
である，すなわち StabGal(E/F )(a) = {1}を満たすとき，

∆̃(a) =
∏

1≤i<j≤n

(
τ i(a)− τ j(a)

)
, ∆(a) = |NE/F (a)|−

n−1
2 |∆̃(a)a0| ε

(
∆̃(a)a0

)
とおく（τ(∆̃(a)) = (−1)n−1∆̃(a)より ∆̃(a)a0 ∈ F×であることに注意）．∆(a)は
a0のとり方を変えると定数倍だけ変わるので，∆は定数倍を除いて well-defined

である．
θを E×の指標とし，πをGLn(F )の既約スムーズ表現で π ∼= π ⊗ (ε ◦ det)を
満たすものとする．πが θの保型誘導であるとは，ある定数 c ∈ C×に対して次が
成り立つことをいう：

g ∈ GLn(F )を正則半単純元とし，gと共役なE×の元 ag が存在する
と仮定する（すなわち，ag は F 上の最小多項式が gの固有多項式と
一致するような E× の元である）．このとき以下の指標関係式が成立
する：

θεπ(g) = c∆
(
ag
)−1

∑
σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(ag)

)
．

注意 3.46

i) ここでの指標関係式は，[HH95]に合わせて修正したものであり，[Kaz84]の
ものとは少し異なる．

ii) θεπと∆の定義には定数倍の不定性があったが，指標関係式にも定数 cが含ま
れるので，πが θの保型誘導になっているかどうかは well-definedである．

iii) 正則半単純元 g ∈ GLn(F )がE×の元と共役でないときには，θεπ(g) = 0とな
ることが知られている ([Kaz84, §1, Lemma 1])．したがって，πが θの保型
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誘導であるときには，上の定義の指標関係式によって θεπが定数倍を除き完全
に指定されることになる．

iv) πが θの保型誘導であるとき，πの中心指標 ωπ は ε
n(n−1)

2 · θ|F× で与えられ
る．実際，θεπ(g) ̸= 0となる正則半単純元 g ∈ GLn(F )および z ∈ F×に対し，
θεπ(zg) = ε(z)

n(n−1)
2 θ(z)θεπ(g)となることが定義より確かめられる（ε

n(n−1)
2 が

位数 1または 2であることに注意）．

定理 3.47（Kazhdan [Kaz84, Theorem A]）
i) E×の指標 θに対し，θの保型誘導AIE/F (θ)が一意的に存在する．AIE/F (θ)

は ε, τ のとり方によらない．
ii) θ 7→ AIE/F (θ)は，以下の 2つの間の一対一対応を与える：

• E×の指標のGal(E/F )軌道．
• GLn(F )の既約スムーズ表現でπ ∼= π⊗(ε◦det)を満たすものの同型類．

iii) AIE/F (θ)が超尖点表現になるためには，θが正則な指標であること，すな
わち StabGal(E/F )(θ) = {1}となることが必要十分である．

例 3.48

E/F が n次不分岐拡大であり，θ : E× −→ C×も不分岐指標である場合を考え
る．θの佐武パラメータ（すなわち，Eの素元ϖEにおける値 θ(ϖE)）を zθとする
と，AIE/F (θ)はGLn(F )の不分岐表現であり，その佐武パラメータは {e

2πik
n z

1/n
θ |

0 ≤ k ≤ n− 1}である（[HH95, Corollary 5 of Theorem 5.6]参照）．

さらに，保型誘導は以下の意味で大域的なものと整合的である．

定理 3.49（Kazhdan [Kaz84, Theorem B]）
Lを代数体とし，L′をその n次巡回拡大とする．
Θを A×

L′/L′× の指標とする．Lの各素点 v に対し，v の上にある L′ の素点を
w1, . . . , wk とし，Πv = AIL′

w1
/Lv

(Θw1) ⊞ · · · ⊞ AIL′
wk

/Lv
(Θwk

)とおく．この定
義は v が有限素点の場合にしか意味を持たないが，v が無限素点の場合には局
所ラングランズ対応（定理 3.23，定理 3.26）を用いて定義することができる．
AIL′/L(Θ) =

⊗
v Πv とおく．このとき AIL′/L(Θ) は GLn(AL) の保型表現であ

り，指標 ε : A×
L/L

×NL′/L(A×
L′) −→ C×に対しAIL′/L(Θ) ∼= AIL′/L(Θ)⊗ (ε ◦ det)

が成り立つ．

期待される通り，局所ラングランズ対応によって保型誘導は誘導表現に対応する．
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定理 3.50

θをGL1(E) = E×のスムーズ指標とするとき，次が成り立つ：

recF
(
AIE/F (θ)

)
= IndWF

WE
recE(θ)．

注意 3.51

3.3.1節で紹介した底変換の理論を用いて保型誘導を構成することも可能である．
E/F を素数次巡回拡大とし，d = [E : F ]とおく．Gal(E/F )の生成元 τを固定する．
GLn(E)の既約超尖点表現 πに対し，GLnd(F )の既約スムーズ表現AIE/F (π)を以
下のように定める．πが τ 安定である場合には，命題 3.38 iv)より BCE/F (ρ) = π

となるGLn(F )の既約超尖点表現 ρが存在する．F×/NE/F (E
×)の非自明指標χを

固定すると，集合 {ρ⊗ (χi ◦ det) | 0 ≤ i ≤ d− 1}は ρのとり方に依存しないので，

AIE/F (π) = ρ⊞
(
ρ⊗ (χ ◦ det)

)
⊞ · · ·⊞

(
ρ⊗ (χd−1 ◦ det)

)
とする．一方，πが τ 安定でない場合には，命題 3.38 iii)より BCE/F (ρ

′) = π ⊞
πτ ⊞ · · · ⊞ πτ

d−1 となる GLnd(F )の既約超尖点表現 ρ′ が一意的に存在するので，
AIE/F (π) = ρ′とする．この構成は，

AIE/F

(
Stm(π)

)
=

Stm(ρ)⊞ Stm(ρ)τ ⊞ · · ·⊞ Stm(ρ)τ
d−1

(π ∼= πτ )

Stm(ρ′) (π ≇ πτ )

とすることで既約離散系列表現へと拡張でき，さらにラングランズ和と両立するよ
うにして一般の既約スムーズ表現へと拡張できる．局所ラングランズ対応（特に性
質 3.4）および定理 3.42のもとで recF (AIE/F (π)) = IndWF

WE
recE(π)となることが

容易に示せるので，ここで構成した AIE/F (−)が n = 1のときに定理 3.47のもの
と一致することも分かる．しかし，定義 3.45の指標関係式を直接確認するのは易
しくない（[HH95, p. 133]参照）．
同様に，定理 3.40を用いて等圧的保型表現の保型誘導を構成することもできる．

3.4 局所ラングランズ対応の具体的な記述

ここでは，局所ラングランズ対応の具体的な記述について考えてみる．性質3.4 iii),

iv)より，任意の既約超尖点表現 πに対して recF (π)が記述できればよい．GLn(F )

の既約超尖点表現はBushnell-Kutzko [BK93]によって完全に分類されているので，
その分類のパラメータを用いて対応するWF の表現を書くことができるか，という
ことが問題になる．この方向の研究は主にBushnell, Henniartによって行われてい
る（[BH05a], [BH05b], [BH10], [BH14]等を参照）が，現在でも完全には解決され
ていない．GL2(Q2)の場合でさえ，できていない部分があるようである．
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本小節では，具体的な記述がうまくいく場合として，以下のようなケースを考え
る．Eを F の n次不分岐拡大 (n ≥ 2)とし，θ : E× −→ C×を正則な馴分岐指標と
する．すなわち，以下の 2つを仮定する：
• StabGal(E/F )(θ) = {1}．
• θ|1+ϖO×

E
= 1．

このとき，誘導表現 IndWF
WE

θはWF の n次元既約スムーズ表現である．局所ラン
グランズ対応と性質 3.4 i)より，recF (π) = IndWF

WE
θとなるGLn(F )の既約超尖点

表現 πが存在する．この πが θからどのように構成されるかを紹介しよう．定理
3.50より π = AIE/F (θ)であるから，この問題は AIE/F (θ)を具体的に記述する問
題と言ってもよい．

ここでは，Fの剰余体κをFqと書く．Eの剰余体はFqnである．E× = ⟨ϖZ⟩×O×
E

であるから，θは θ(ϖ)と θ|O×
E
から決まる．仮定より，θ|O×

E
はF×

qn = O×
E/1+ϖO

×
E

上の指標 θ : F×
qn −→ C×を経由する．θは正則であったから，θも正則となる（σ ∈

Gal(E/F )に対し θσ(ϖ) = θ(ϖ)であることに注意）．
F×
qnの正則指標に対し，GLn(Fq)の既約表現を自然に定めることができる（Mac-

Donald対応）．この対応の構成にはいくつか方法があるが，ここでは代数多様体
の ℓ進コホモロジーを用いる Deligne-Lusztig理論を簡単に紹介する．この方法の
長所は，一般の連結簡約代数群に対して適用可能であるというところである．より
詳しい解説は，原論文 [DL76]の他，[庄司]などを参照されたい．

定義 3.52

方程式 (
det(Xqj−1

i )1≤i,j≤n

)q−1
= (−1)n−1

で定まる Fq上のアフィン代数多様体をGLn(Fq)のDeligne-Lusztig多様体と呼
び，DLnと表す．
左辺が

∏
(a1,...,an)∈Fn

q \{(0,...,0)}(a1X1+ · · ·+anXn)の定数倍に一致することに注
意すると，DLnには座標変換によってGLn(Fq)が右から作用することが分かる．
また，座標のスカラー倍によって F×

qn が（右から）作用する．

注意 3.53

一般に，Deligne-Lusztig多様体は Fq上の連結簡約代数群GとそのWeyl群注 12

の元 w ∈ W から定まる．上記の DLn は，G = GLn および Coxeter 元 w =

(1 2 · · · n) ∈ W = Sn に対応する Deligne-Lusztig多様体である（[DL76, 2.2]

参照）．

注 12ここでのWeyl群は，各極大トーラス T に対する絶対Weyl群WT の射影極限 lim←−T
WT として

定義されるものであり，Gのみから内在的に決まる抽象群である．[DL76, 1.1]参照．
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ℓ進エタールコホモロジー H i
c(DLn,Qℓ)は GLn(Fq) × F×

qn の有限次元表現であ
る．これを用いて，F×

qn の正則指標にGLn(Fq)の表現を対応させることができる．

定理 3.54

i) χをF×
qnの正則指標とすると，i ̸= n−1のときHomF×

qn
(χ,H i

c(DLn,Qℓ)) = 0

である．また，DL(χ) = HomF×
qn
(χ,Hn−1

c (DLn,Qℓ))とおくと，DL(χ)は
GLn(Fq)の既約尖点的表現である．ここで，GLn(Fq)の既約表現 πが尖点
的であるとは，任意の放物型部分群 P ⊊ GLnに対し πNP (Fq) = 0となるこ
ととする．これは πが小さい Levi部分群からの放物型誘導に現れないこと
と同値である．

ii) F×
qn の正則指標 χ, χ′に対してDL(χ) ∼= DL(χ′)となることは，χと χ′が同
じGal(Fqn/Fq)軌道に属することと同値である．

iii) GLn(Fq)の任意の既約尖点的表現 πに対し，ある F×
qn の正則指標 χが存在

して π ∼= DL(χ)となる．

略証 Fq ベクトル空間の同型 Fqn
∼= Fn

q を固定し，F×
qn を GLn,Fq の非等方的極大

トーラス T の Fq 値点とみなす．Gal(Fqn/Fq)の F×
qn への作用はW

ΓFq
T （WT は T

の絶対Weyl群）の T (Fq)への作用と同一視できるので，χが正則であることは
T (Fq)の指標として [DL76, Definition 5.19]の意味で一般的な位置にあること (in

general position)と同値である．[DL76, Proposition 5.16]より，これは χが非特
異 (non-singular)であること（[DL76, Definition 5.19]参照）とも同値である．
i)を示す．[DL76, Corollary 9.9]より HomF×

qn
(χ,H i

c(DLn,Qℓ)) = 0 (i ̸= n− 1)

である．特にDL(χ) = (−1)n−1Rχ
T なので，[DL76, Proposition 7.4, Theorem 8.3]

からDL(χ)が既約尖点的表現であることが従う．
ii)はDeligne-Lusztigの直交関係 [DL76, Theorem 6.8]の帰結である．
iii)について考える．まず [DL76, Corollary 7.7]より，GLn,Fq の極大トーラス T ′

および T ′(Fq)の指標 χが存在して，πはRχ
T ′ に現れることが分かる．もし T ′が非

等方的でないなら，放物型部分群P ⊊ GLn,Fq で T ′を含むものが存在する．このと
き，T ′ ⊂ LP = P/NP に対するRχ

T ′ を P (Fq)の表現と見たものをRχ
T ′,P と書くと，

[DL76, Proposition 8.2]より Rχ
T ′ = Ind

GLn(Fq)
P (Fq)

(Rχ
T ′,P )であるから，πが尖点的で

あることに矛盾する．このことから T ′は非等方的な極大トーラスである．GLn,Fq

の非等方的な極大トーラスは全て共役であるから（Fq の n次拡大体は全て同型で
あることによる），T ′ = T としてよい．
あとは χが T (Fq) = F×

qn の正則指標であることを示せばよいが，さらに細かい
議論が必要になるので，ここでは説明できない．本質的には，R1

T に既約尖点的表
現が現れないこと（羃単尖点的表現の非存在）を証明することになる．これはGLn
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に特有の現象であり，例えば Sp4の場合には θ10と呼ばれる有名な羃単尖点的表現
がある．

注意 3.55

χを F×
qnの正則指標とするとき，DL(χ)の中心指標は χ|F×

q
である．これは F×

q ⊂
GLn(Fq)と F×

q ⊂ F×
qn のDLnへの作用が一致することの帰結である．

定理 3.56

正則半単純元 g ∈ GLn(Fq)が F×
qn の元 ag と共役であるとき，次が成り立つ：

Tr
(
g; DL(χ)

)
= (−1)n−1

∑
σ∈Gal(Fqn/Fq)

χ
(
σ(ag)

)
．

証明 定理 3.54の略証と同様，F×
qn = T (Fq)とみなす．g = ag ∈ T (Fq)として

よい．g は正則半単純なので，g の中心化群は T に一致する．したがって [DL76,

Corollary 7.2]とDL(χ) = (−1)n−1Rχ
T より，

(−1)n−1Tr
(
g,DL(χ)

)
=

1

#T (Fq)

∑
h∈GLn(Fq)

h−1gh∈T (Fq)

χ(h−1gh)

である．右辺が
∑

σ∈Gal(Fqn/Fq)
χ(σ(ag))に一致することは容易に分かる．

注意 3.57

DL(χ)のより初等的な構成については，[Gre55]を参照．特に n = 2の場合には，
[原下, §3.3]の構成と一致する．

この DL(−)を用いて，正則馴分岐指標 θ : E× −→ C× に対応する GLn(F )の
既約超尖点表現を構成しよう．以下では，OF 加群の同型 OE

∼= On
F を固定し，

O×
E ⊂ GLn(OF ), E

× ⊂ GLn(F ), F×
qn ⊂ GLn(Fq)とみなす．

定義 3.58

H = E× ·GLn(OF ) = F× ·GLn(OF )とおく（二つ目の等号はEがF の不分岐拡
大であることから従う）．正則馴分岐指標 θ : E× −→ C×に対し，θ : F×

qn −→ C×

に対応する GLn(Fq)の既約尖点的表現 DL(θ)を GLn(OF )に持ち上げたものを
ρ(θ)と書くことにする．注意 3.55より ρ(θ)|O×

F
= θ|O×

F
であるから，H 上の有限

次元既約表現 ρ(θ)を，ρ(θ)|GLn(OF ) = ρ(θ), ρ(θ)|F× = θ|F× となるように一意的
に定めることができる．π(θ) = c-Ind

GLn(F )
H ρ(θ)とおく．
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命題 3.59

π(θ)はGLn(F )の既約超尖点表現である．

この命題の証明には次の補題を用いる：

補題 3.60

G = GLn(F )とし，HをGの中心を法としてコンパクトな開部分群とする．す
なわち，HはGの中心Z = F×を含み，H/Zはコンパクトであると仮定する．ρ
をH の既約スムーズ表現とする．
g ∈ Gに対し，g−1Hgの表現 ρg を ρg(g−1hg) = ρ(h) (h ∈ H)で定める．任意
の g ∈ G \Hに対しHomH∩g−1Hg(ρ, ρ

g) = 0ならば，c-IndGH ρはGの既約超尖点
表現である．

証明 まず c-IndGH ρの既約性を示す．g ∈ Gに対し Vg = {f ∈ c-IndGH ρ | supp f ⊂
HgH}とおくと，Vgは c-IndGH ρのH部分空間であり，(c-IndGH ρ)|H =

⊕
g∈H\G/H Vg

となる．さらに，Hの表現として Vg ∼= c-IndHH∩g−1Hg ρ
gであることが容易に確かめ

られる．よって (c-IndGH ρ)|H ∼=
⊕

g∈H\G/H c-IndHH∩g−1Hg ρ
g となる．H ∩ g−1Hg

はH の指数有限開部分群であるから，Frobenius相互律より

HomH(ρ, c-IndHH∩g−1Hg ρ
g) = HomH(ρ, IndHH∩g−1Hg ρ

g) = HomH∩g−1Hg(ρ, ρ
g)

である．g ∈ G \ H ならば仮定よりこれは 0であるから，ρから c-IndGH ρへのH

準同型は V1を経由することが分かり，HomH(ρ, (c-IndGH ρ)|H) = HomH(ρ, V1) ∼=
HomH(ρ, ρ)が従う．特に，ρから c-IndGH ρへの 0でないH 準同型の像は V1に一
致する．
U ̸= 0を c-IndGH ρのG部分空間とすると，

0 ̸= HomG(U, c-Ind
G
H ρ) ⊂ HomG(U, Ind

G
H ρ) = HomH(U |H , ρ)

である．ρの中心指標を ωとすると，c-IndGH ρ, U も中心指標 ωを持つ．中心指標
が ωであるようなH のスムーズ表現は完全可約であるから，HomH(ρ, U |H) ̸= 0

であることが従う．HomH(ρ, U |H) ⊂ HomH(ρ, (c-IndGH ρ)|H) = HomH(ρ, ρ)であ
り，HomH(ρ, ρ)は 1次元であるから，HomH(ρ, U |H) = HomH(ρ, (c-IndGH ρ)|H)で
ある．すなわち，ρから c-IndGH ρへの 0でないH 準同型の像 V1は U に含まれる．
c-IndGH ρはGの表現としてV1で生成されることが容易に分かるので，Uも c-IndGH ρ

を生成する．U はG不変な部分空間であったから，U = c-IndGH ρが従う．
次に c-IndGH ρが超尖点表現であることを示す．ρの表現空間をW とし，w ∈W ,

w∨ ∈W∨を ⟨w,w∨⟩ = 1となるようにとる．ϕw ∈ c-IndGH W , ϕw∨ ∈ c-IndGH W∨ ⊂
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IndGH W∨ = (c-IndGH W )∨を

ϕw(g) =

ρ(g)w (g ∈ H),

0 (g /∈ H),
ϕw∨(g) =

ρ∨(g)w∨ (g ∈ H),

0 (g /∈ H),

で定めることができる．ϕwと ϕw∨ から決まる c-IndGH ρの行列係数 fϕw,ϕw∨（定義
1.14参照）は fϕw,ϕw∨ (1) = 1および supp fϕw,ϕw∨ ⊂ H を満たすので，c-IndGH ρが
超尖点表現であることが従う（注意 1.16 i)も参照のこと）．

注意 3.61

証明の後半部に出てきた c-IndGH ρ∨ ⊂ IndGH ρ∨ = (c-IndGH ρ)∨ は実際には等式
c-IndGH ρ∨ = (c-IndGH ρ)∨となる．これは IndGH ρ∨ = (c-IndGH ρ)∨が既約であること
から従う．

命題 3.59の証明 H = F× ·GLn(OF )に上の補題を適用する．K0 = GLn(OF ),

K1 = Ker(GLn(OF )→ GLn(Fq))とおく．g ∈ G \H とすると，g−1K0g ̸= K0で
ある．このとき，ある放物型部分群 P ⊊ GLn,Fq が存在して次を満たす：
• K0 ∩ g−1K0gのGLn(Fq)における像は P (Fq)．
• K0 ∩ g−1K1gのGLn(Fq)における像はNP (Fq)．

これは Cartan分解GLn(F ) =
⨿

λ1≥···≥λn
K0diag(ϖ

λ1 , . . . , ϖλn)K0を使うと容易
に証明できる．
HomH∩g−1Hg(ρ(θ), ρ(θ)

g) = 0を示すためには，HomK0∩g−1K1g(ρ(θ), ρ(θ)
g) = 0

を示せば十分である．ρ(θ)|K0∩g−1K1g はDL(θ)|NP (Fq)をK0 ∩ g−1K1gに持ち上げ
たものである．一方，ρ(θ)g|g−1K1g = (ρ(θ)|K1)

g は自明表現の直和である．した
がって，

HomK0∩g−1K1g

(
ρ(θ), ρ(θ)g

)
= HomNP (Fq)

(
DL(θ),1dimC DL(θ)

)
= HomC

(
DL(θ)NP (Fq),1

dimC DL(θ)
)
= HomC

(
DL(θ)NP (Fq),1dimC DL(θ)

)
を得る．定理 3.54 i)よりDL(θ)は尖点的であるから，これは 0である．

命題 3.62

θ を定義 3.58の通りとする．3.3.2節と同様，指標 ε : F× −→ C× を Ker ε =

NE/F (E
×)を満たすように固定する．

i) π(θ) ∼= π(θ)⊗ (ε ◦ det)が成り立つ．
ii) λ ∈ F×

qn が正則であるとは，StabGal(Fqn/Fq)(λ) = {1}を満たすこととする
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（これは Fqn = Fq(λ)と同値である）．a ∈ O×
E とし，その F×

qn における像 a

が正則であると仮定する．このとき，次が成り立つ：

θεπ(θ)(a) = c
∑

σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(a)

)
（c ∈ C×は aによらない定数）．

証明 例 3.44と同様，Gε = Ker(ε ◦det)とおく．H = F× ·GLn(OF ) ⊂ Gεである
から，π(θ) = Ind

GLn(F )
Gε

(c-IndGε
H ρ(θ))である．これより特にπ(θ) ∼= π(θ)⊗(ε◦det)

となるので，i)が従う．
ii)を示す．例3.44のようにAπ(θ)をとってθεπ(θ)を計算する．π′(θ) = c-IndGε

H ρ(θ)

とおくと，例 3.44と a ∈ E× ⊂ Gεより，

θεπ(θ)(a) =
∑

t∈G/Gε

ε(det t)θπ′(θ)(t
−1at)

が成り立つ．一方，aはGLn(F )の元として楕円正則半単純注 13であるから，π′(θ) =
c-IndGε

H ρ(θ)の指標の aでの値は次のように計算できる：

θπ′(θ)(a) =
∑

z∈Gε/H
z−1az∈H

Tr
(
z−1az; ρ(θ)

)
．

（これの証明は難しくない．[Hen92, Appendice, Théorème A2]参照．）
さらに計算を進めるために，g ∈ GLn(F )に対し，g−1ag ∈ Hならば g ∈ Hであ

ることを証明しておこう．g /∈ H であると仮定する．命題 3.59の証明中にあるよ
うに，放物型部分群 P ⊊ GLnが存在して，GLn(OF )∩ gGLn(OF )g

−1のGLn(Fq)

における像は P (Fq)となる．a ∈ GLn(OF )∩ gHg−1 = GLn(OF )∩ gGLn(OF )g
−1

より 注 14，a ∈ P (Fq)である．a ∈ F×
qn の正則性の仮定より，aはGLn(Fq)の元と

して楕円正則半単純であるから，これは矛盾である．
このことから直ちに

θπ′(θ)(a) = Tr
(
a; ρ(θ)

)
= Tr

(
a; DL(θ)

) (∗)
= (−1)n−1

∑
σ∈Gal(Fqn/Fq)

θ
(
σ(a)

)
= (−1)n−1

∑
σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(a)

)
を得る（(∗)の等号において定理 3.56を用いた）．一方，t ∈ G \ Gεのとき，任意
の z ∈ Gεに対し z−1(t−1at)z /∈ H である（そうでなければ tz ∈ H ⊂ Gεとなって
注 13中心化群の連結成分が中心を法として非等方的な極大トーラスになるということ．GLn(F )の場
合は，固有多項式が既約になることと同値．
注 14h ∈ H = F× ·GLn(OF )が deth ∈ O×

F を満たすなら h ∈ GLn(OF )であることに注意．
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矛盾する）から，θπ′(θ)(t
−1at) = 0である．よって

θεπ(θ)(a) = θπ′(θ)(a) = (−1)n−1
∑

σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(a)

)
となり ii)が従う．

次が目標の定理である：

定理 3.63（Henniart [Hen92]）
δ : E× −→ C×; δ(a) = (−1)vE(a)を位数 2の不分岐指標とするとき，次が成り
立つ：

AIE/F (θ) = π(δn−1θ), recF
(
π(δn−1θ)

)
= IndWF

WE
θ．

証明 命題 3.62 i) と定理 3.47 ii) より，π(δn−1θ) = AIE/F (φ) となる正則指標
φ : E× −→ C×が存在する．θとφのGal(E/F )軌道が一致することを証明したい．
注意3.46 iv)より，AIE/F (φ)の中心指標は (δn−1φ)|F×である．π(δn−1θ)の中心指標
が (δn−1θ)|F×であることは容易に分かるので，θ|F× = φ|F×が従う．E× = F× ·O×

E

なので，問題は θ|O×
E
と φ|O×

E
のGal(E/F )軌道が一致することに帰着された．

a ∈ O×
E とし，a ∈ F×

qn が正則であると仮定する．このとき，命題 3.62 ii)より，
次が成り立つ：

θεπ(δn−1θ)(a) = c
∑

σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(a)

)
（c ∈ C×は aによらない定数）．

一方，保型誘導に対する指標関係式（定義 3.45）より，次が成り立つ：

θεAIE/F (φ)(a) = c′∆(a)−1
∑

σ∈Gal(E/F )

φ
(
σ(a)

)
（c′ ∈ C×は aによらない定数）．

a ∈ F×
qnの正則性より ∆̃(a) ∈ O×

E であることに注意する．特に，定義 3.45における
a0はO×

Eの元としてとることができる（F×
qnにおける像が正則になるような a1 ∈ O×

E

を一つ固定して a0 = ∆̃(a1)とすればよい）．このとき，定義より ∆(a) = 1とな
るから，上の式の右辺は c′

∑
σ∈Gal(E/F ) φ(σ(a))となる．π(δn−1θ) = AIE/F (φ)で

あったから，
c

∑
σ∈Gal(E/F )

θ
(
σ(a)

)
= c′

∑
σ∈Gal(E/F )

φ
(
σ(a)

)
が成り立つ（c, c′ ∈ C×は aによらない定数）．
m ≥ 1を十分大きくとり，θ|1+ϖmOE

, φ|1+ϖmOE
が自明となるようにしておく．

θ, φを有限アーベル群 V = O×
E/1+ϖ

mOE上の指標とみなす．V の元 aで a ∈ F×
qn
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が正則になるもの全体の集合を V regと書く．上で示したことから，λ ∈ C×が存在
し，a ∈ V regに対し ∑

σ∈Gal(E/F )

θσ(a) = λ
∑

σ∈Gal(E/F )

φσ(a) (∗)

が成り立つ（θσ は θσ(a) = θ(σ(a))で定まる指標）．一方，θ, φが正則指標である
ことから，指標の直交関係∑

a∈V

( ∑
σ∈Gal(E/F )

θσ(a)
)( ∑

σ∈Gal(E/F )

θσ(a)
)
= n|V |,

∑
a∈V

( ∑
σ∈Gal(E/F )

φσ(a)
)( ∑

σ∈Gal(E/F )

φσ(a)
)
= n|V |

が成り立つ．もし θ|O×
E
と φ|O×

E
のGal(E/F )軌道が一致しないとすると，さらに∑

a∈V

( ∑
σ∈Gal(E/F )

θσ(a)
)( ∑

σ∈Gal(E/F )

φσ(a)
)
= 0

も成り立つ．このとき，(∗)より∑
a∈V \V reg

( ∑
σ∈Gal(E/F )

θσ(a)
)( ∑

σ∈Gal(E/F )

(
θσ(a)− λφσ(a)

))
= n|V |,

∑
a∈V \V reg

( ∑
σ∈Gal(E/F )

(
−λ−1θσ(a) + φσ(a)

))( ∑
σ∈Gal(E/F )

φσ(a)
)
= n|V |

が成り立つ．α = #V/#(V \ V reg) = (qn − 1)/（F×
qn の非正則元の個数）とおく

と，|θσ(a)| = 1, |θσ(a) − λφσ(a)| ≤ 1 + |λ| より，一つ目の式から不等式評価
n(1 + |λ|) ≥ αが得られる．同様に，二つ目の式からは n(1 + |λ|−1) ≥ αが得られ
る．|λ|と |λ|−1のいずれかは 1以上なので，2n ≥ αとならなくてはならない．
実は，(n, q)が (2, 2), (2, 3), (4, 2), (6, 2)の場合を除き，この不等式は成り立た

ない．例えば nが素数の場合，F×
qn の非正則元は F×

q の元に他ならないので，α =

(qn−1)/(q−1) = 1+ q+ · · ·+ qn−1となる．n ≥ 3ならばα ≥ 1+2+ · · ·+2n−1 ≥
1 + 2 + 4(n − 2) > 2nとなり α > 2nが得られる．n = 2のときも，q ≥ 4なら
ば α = 1 + q > 4 = 2nとなる．他の場合も（もう少し複雑だが）同様にできる
（[Hen92, 2.7]参照）．このことから，(n, q) ̸= (2, 2), (2, 3), (4, 2), (6, 2)ならば矛盾
が生じ，θ|O×

E
と φ|O×

E
のGal(E/F )軌道が一致することが分かる．

(n, q) = (2, 2), (4, 2), (6, 2)の場合は，上記の直交関係式の使い方に工夫を加え，
個別に細かい議論を行うことによって矛盾を導く．(n, q) = (2, 3)の場合が最も面
倒であり，命題 3.62 ii)を aが正則でない場合にも部分的に拡張する必要がある．
[Hen92, 2.8–2.12]参照．
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注意 3.64

i) 不分岐指標 δn−1は，“rectifier”と呼ばれるものの一番簡単な例となっている．
より分岐の高い場合も，Bushnell-Kutzkoの分類のパラメータ（simple strata

と呼ばれる）から素直にWF の表現を構成すると，局所ラングランズ対応と
指標の分だけずれることがしばしばあり，その指標を ε因子等から決定する
のが難しいようである（上の定理の場合は，幸運にも中心指標を見るだけで
十分であった）．

ii) Eが F の n次不分岐拡大である場合には，E×の正則指標 θが暴分岐する場
合であってもAIE/F (θ)を具体的に記述することができる．[Hen92]参照．

iii) 定理 3.63を証明する全く別の方法として，Drinfeld上半空間の被覆の還元に
Deligne-Lusztig多様体が現れることを用いるという方法もある．[Wan14]の
主結果と，Drinfeld上半空間のコホモロジーに局所ラングランズ対応が現れ
ることを組み合わせればよい．

4 局所ラングランズ対応の証明について
この節では，GLn(F )に対する局所ラングランズ対応の証明について解説する．

前節では，まず定理 3.1において局所ラングランズ対応の大雑把な主張を述べた後，
それが満たすべき性質を順次説明したが，参照しやすいように再度定理の形でまと
めておこう（局所・大域整合性については，現在知られているものよりもかなり弱
い，局所ラングランズ対応が証明された当時に得られていたものを書いている）．

定理 4.1（Harris-Taylor）
ℓを素数とし，同型 ι : Qℓ

∼=−−→ Cを固定する．
i) ℓ ̸= pとする．GLn(F )の既約スムーズ表現の同型類の集合を Irr(GLn(F ))

と書き，WF のFrobenius半単純な n次元 ℓ進表現の同型類の集合を Gn,ℓ(F )
と書く．このとき，全単射 recF : Irr(GLn(F ))

∼=−−→ Gn,ℓ(F )で性質 3.2，性
質 3.3，性質 3.4，性質 3.15を満たすものが存在する．

ii) LをCM体とし，ΠをGLn(AL)の正則代数的な尖点的保型表現でΠ∨ ∼= Πc

を満たすものとする．さらに，Lのある有限素点 v0に対しΠv0 が離散系列
表現になると仮定する．このとき，Πに対応する ΓLの n次元半単純代数的
ℓ進表現RΠが存在して，以下の性質を満たす：v ∤ ℓとなる Lの任意の有限
素点 vに対し，

(RΠ)
ss
v = recLv(Πv)

ss．
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この定理は最初にHarris-Taylor [HT01]によって証明された注 15．その後，定理
の i)の部分に関してHenniart [Hen00]による少し違う証明が発表された．Henniart

の証明は，志村多様体の悪い還元を調べることなく recF を構成できるという点にお
いて簡略化がされているといえるが，定理の ii)の部分である局所・大域整合性につ
いては何も得ることができないという欠点がある．さらに最近，Scholze [Sch13b]

によって定理 4.1そのものの別証明が得られた．Scholzeの証明における一番の改
良点は，「数値的ラングランズ対応」[Hen88]を使わなくてもよいというところであ
る．数値的ラングランズ対応とは，大雑把には，導手を固定し不分岐指標での捻り
を同一視すると Irr(GLn(F ))と Gn,ℓ(F )の元の個数が一致するということを主張す
るもので，その証明は等標数局所体に移って Laumonの局所 ℓ進 Fourier変換を用
いた帰納法を行うという大掛かりなものである．[HT01]においては，まず rec−1

F を
構成し，それが全単射であることを「単射で両者の個数が一致するから全射」とい
うタイプの議論を行うことにより導いていたが，Scholzeの別証明によって，この
いささか不自然な議論はもはや不要となったのである．
この改良により，定理 4.1の証明に必要な理論の量が減ったばかりでなく，証明

の見通しもかなりよくなった．例えば [HT01]においては，GLn(F )の既約超尖点
表現とWF の既約表現が対応することは対の ε因子の比較を経て最後に証明される
ことであったが，Scholzeの方法では ε因子の比較の部分を完全に分離することが
できる．本稿で紹介する証明は，[HT01]と [Sch13b]の証明のよいところを組み合
わせたものである．

4.1 証明のあらすじ

定理 4.1の証明は 5つのステップに分けることができる．ステップ 1とステップ
2では幾何学的な理論を駆使するため，詳しい説明は 4.2節と 4.3節に回し，本小
節では概要のみを説明する．ステップ 3からステップ 5は表現論的な議論を行う部
分なので，ある程度詳しく証明を紹介する．

■ステップ 1 — recF の構成 (local geometry)

既約超尖点表現の同型類のなす Irr(GLn(F ))の部分集合を Irrsc(GLn(F ))と書
く．また，WF の既約な ℓ進表現の同型類のなす Gn,ℓ(F )の部分集合を GIrrn,ℓ(F )と
書く．Zelevinsky分類（系 1.28）およびLパラメータの分類（命題 2.9）から，全単
射 recF を構成するためには，全単射 recF : Irrsc(GLn(F ))

∼=−−→ GIrrn,ℓ(F )を構成し，
性質 3.4を満たすようにのばせばよい．
まずはじめに，既約超尖点表現 π に対してWF の有限次元 ℓ進表現 recF (π)を

注 15もちろん小さい nに対してはこれ以前に得られていた結果もあるが，ここではふれない．なお，F
が p進体ではなく等標数局所体の場合には，GLn(F )の局所ラングランズ対応は Laumon-Rapoport-
Stuhler [LRS93]によって Harris-Taylor以前に証明されていた．
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構成する注 16．このステップにおいては，Lubin-Tate塔の ℓ進エタールコホモロ
ジーを用いる．詳細は 4.2節で述べるが，Lubin-Tate空間とは，高さ nの形式OF

加群の普遍変形空間として得られる F̂ ur（F の最大不分岐拡大の完備化）上の n− 1

次元リジッド空間である．その上の普遍形式 OF 加群のϖm等分点 (m ≥ 1)への
レベル構造を考えることによって得られるエタール被覆の射影系を Lubin-Tate塔
と呼び，その n− 1次コホモロジーの既約分解を用いて recF (π)を構成するのであ
る（3.4節で紹介したDeligne-Lusztig理論と似ている）．古典的な Lubin-Tate理論
においては，高さ 1の形式OF 加群（Lubin-Tate群）のϖm等分点を用いて F の
最大アーベル拡大が構成されたが，上記の recF (π)の構成はこれの自然な一般化と
なっている．このことから，次の命題が従う．

命題 4.2

n = 1のとき，χ ∈ Irrsc(GL1(F )) = Irr(GL1(F ))に対し recF (χ) = χ ◦Art−1
F ．

また，以下の命題は recF の構成からすぐに示せる．

命題 4.3

i) π ∈ Irrsc(GLn(F ))および F×の不分岐指標 χに対し，次が成り立つ：

recF
(
π ⊗ (χ ◦ det)

)
= recF (π)⊗ χ．

ii) F ′を別の p進体とし，Qp上の体同型 F
∼=−−→ F ′が与えられたとすると，以

下の図式は可換である：

Irrsc
(
GLn(F )

) recF //

∼=
��

Gℓ(F )

∼=
��

Irrsc
(
GLn(F

′)
) recF ′

// Gℓ(F ′)．

ここで，Gℓ(F )はWF の（Frobenius半単純とは限らない）有限次元 ℓ進表
現の同型類の集合を表すものとする．

recF (π)は結果として既約になるが，定義からすぐには分からないので，その半
単純化を recssF (π)とおく．これはWF の有限次元スムーズ表現であり（注意 2.19参
照），命題 4.3と同様の性質を満たす．
ステップ 1において最も重要なのは次の定理である：

注 16この時点で recF (π)が n次元であることを証明することもできるが，そうしなくてもよい．
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定理 4.4

n ≥ 2のとき，π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し recssF (π)
IF = 0である．

この定理の証明には，レベルϖmの Lubin-Tate空間が完備正則局所環を座標環
とする形式モデル（Drinfeldレベル構造を用いて構成される）を持つこととGabber

の絶対純性定理 ([Fuj02], [ILO14, Exposé XVI])を用いる．詳細は 4.2節を参照．
この定理が [Sch13b]の核心であり，後に recF の全単射性を証明する際の鍵となる．

π ∈ Irr(GLn(F )) に対し，supp(π) = {π1, . . . , πk} とするとき，recssF (π) =⊕k
i=1 rec

ss
F (πi)と定める（supp(π)については定義 1.20を参照）．π が不分岐なら

ば，recssF (π)は不分岐局所ラングランズ対応で πに対応するWF の不分岐表現にな
ることが命題 4.2から分かる．

■ステップ 2 — 大域的なGalois表現の構成 (global geometry)

このステップでは，大域的な保型表現に伴う Galois表現を構成し，その局所成
分がステップ 1で構成した recssF を用いて記述されることを示す．主結果は次の定
理である．

定理 4.5

LをCM体とし，ΠをGLn(AL)の正則代数的な尖点的保型表現でΠ∨ ∼= Πcを
満たすものとする．さらに，Lのある有限素点 v0に対しΠv0 が離散系列表現にな
ると仮定する．このとき，ΓLの n次元半単純代数的 ℓ進表現RΠで以下の性質を
満たすものが存在する：v ∤ ℓとなる Lの任意の有限素点 vに対し，

(RΠ)
ss
v = recssLv

(Πv)．

ステップ 1の最後に述べたことから，RΠはΠに対応する．
この定理の証明は，GLnの局所ラングランズ対応の証明において最も難しく，本

質的な部分である．ここではあまり詳しいことは述べられないが，少しだけ説明を
試みたい．以下では簡単のため，Lが虚二次体を含むと仮定する（一般の場合は，
Galois表現の貼り合わせによってこの場合に帰着することができる）．
証明には志村多様体のエタールコホモロジーを用いる．GLn (n ≥ 3)には志村

多様体がないため，同じ A型であるユニタリ群の志村多様体を使うのであるが，
ここでは通常のユニタリ群ではなく，L 上の階数 n の可除代数 B に伴うユニタ
リ群 注 17Gの志村多様体を用いる．また，無限素点におけるユニタリ群の符号は
(1, n− 1)× (0, n)× · · · × (0, n)となるようにしておく．このような志村多様体を考
えることの利点としては，次の 3つが挙げられる．
注 17正確には unitary similitude群．
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• 志村多様体がコンパクトになる．
• 可除代数に伴うユニタリ群は非自明なエンドスコピー群を持たないので，志
村多様体のコホモロジーや Arthur跡公式が極めて簡単な形になる．基本補
題を用いた跡公式の安定化は基本的に不要である．

• 全ての nに対して存在する．これに対し，全ての有限素点において準分裂か
つ無限素点における符号が (1, n− 1)× (0, n)× · · · × (0, n)となるL上のユニ
タリ群が存在するためには，nが奇数，または n ≡ 2 (mod 4)かつ [L : Q]/2

が奇数という条件がつく 注 18．
Gに対応する志村多様体は，Kottwitz [Kot92a]やClozel [Clo93]によって研究され
ていた “simple Shimura variety”の中でも最も簡単なものであり，そのエタールコ
ホモロジーがユニタリ群Gのラングランズ対応と関係していることはHarris-Taylor

以前から分かっていた．一方，Gの保型表現とGLnの保型表現を結び付ける関手
性は Clozel-Labesseの底変換 ([Lab99, Appendix A])と呼ばれ，跡公式の安定化
の問題を回避する形で当時既に確立されていた 注 19．定理 4.5における Πの条件
「Π∨ ∼= Πc」および「Πv0 が離散系列表現となる v0の存在」は，ΠがGの保型表現
πから来ることを保証するためのものである．また，Πが正則代数的であることか
ら，πはGの志村多様体のコホモロジーに現れることが分かる．以上のことから，
大雑把には，GLn(AL)の尖点的保型表現Πから始めてGの保型表現 πをとり，G
に対応する志村多様体のエタールコホモロジーにおける π∞部分をとればRΠが構
成できるということになる（実際にはもう少し修正が必要である．なお，このよう
な構成は [Clo91]において既に行われていた）．上述のKottwitzの結果から，RΠは
Πと対応する．[HT01]の主要な貢献は，[Car86], [Boy99]等の手法をうまく拡張し
て志村多様体の悪い還元を調べることで，Πが分岐するような有限素点 vにおいて
も等式 (RΠ)

ss
v = recssLv

(Πv)を証明したという点にある．より詳しい解説は 4.3節を
参照していただきたい．

■ステップ 3 — recF と表現論的な操作の関係

定理 4.5と大域化の議論により，次を証明することができる．

定理 4.6

π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し，以下が成り立つ．
i) recssF (π)は n次元表現である．

注 18例えば [Shi11]では，nが奇数の場合に全ての有限素点で準分裂なユニタリ群の志村多様体を考
え，nが偶数の場合は一つ大きいサイズのユニタリ群に対応する志村多様体のコホモロジーの「エン
ドスコピー部分」を利用することで，Πv0 が離散系列表現となる有限素点 v0 が存在しないような Π
に対しても Galois表現の構成を行っているが，これは局所ラングランズ対応があらかじめ証明され
ているから可能になることである．
注 19これに対し，全ての有限素点で準分裂なユニタリ群の保型表現と GLn の保型表現を結び付ける
ためには基本補題が必要となる．
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ii) F×のスムーズ指標 χに対し，recssF (π ⊗ (χ ◦ det)) = recssF (π)⊗ χ．
iii) πの中心指標を ωπ とすると，ωπ = det(recssF (π))．
iv) recssF (π

∨) = recssF (π)
∨．

v) Eを F の素数次巡回拡大とするとき，recssE(BCE/F (π)) = recssF (π)|WE
．

証明 πは既約超尖点表現なので，不分岐指標で捻ると保型表現へと大域化できる．
すなわち，CM体Lとその有限素点 v，GLn(AL)の正則代数的な尖点的保型表現Π

でΠ∨ ∼= Πcを満たすもの，F×の不分岐指標 ψが存在して，以下を満たす：
• vは L+ = Lc=1上分解する．
• Lv

∼= F であり，その同型のもとでΠv
∼= π ⊗ (ψ ◦ det)．

これはArthur跡公式によって証明される．[HT01, Corollary VI.2.6]を参照 注 20．
Πに対し，定理 4.5の通りにRΠをとる．命題 4.3 i)より

(RΠ)
ss
v = recssLv

(Πv) = recssF
(
π ⊗ (ψ ◦ det)

)
= recssF (π)⊗ ψ

であるから，dimQℓ
recssF (π) = dimQℓ

(RΠ)v = nとなり i)が従う．
ii)から v)の証明はどれもよく似ているので，ii)と v)のみ説明する．まず ii)を

示す．A×
L/L

×L×
∞のスムーズ指標Ξを，Ξ−1 = Ξcかつ χ−1Ξvが不分岐であるよう

にとることができる．Π⊗ (Ξ ◦ det)も定理 4.5の条件を満たすので，ΓLの n次元
半単純 ℓ進表現RΠ, RΠ⊗(Ξ◦det)が得られる．Πwおよび Ξwが不分岐となるような
Lの有限素点 w ∤ ℓに対し，

(RΠ ⊗ Ξ)ssw = recssLw
(Πw)⊗ Ξw, (RΠ⊗(Ξ◦det))

ss
w = recssLw

(
Πw ⊗ (Ξw ◦ det)

)
となるので，命題 4.3 i)から (RΠ ⊗ Ξ)ssw = (RΠ⊗(Ξ◦det))

ss
w が得られる．さらに，両

辺は不分岐表現である．よって Chebotarevの密度定理よりRΠ ⊗ Ξ ∼= RΠ⊗(Ξ◦det)
が成り立つ．命題 4.3 i)と ψ, χ−1Ξv の不分岐性から

(RΠ ⊗ Ξ)ssv = recssLv
(Πv)⊗ Ξv = recssF

(
π ⊗ (ψ ◦ det)

)
⊗ Ξv = recssF

(
π)⊗ ψΞv,

(RΠ⊗(Ξ◦det))
ss
v = recssLv

(
Πv ⊗ (Ξv ◦ det)

)
= recssF

(
π ⊗ (χ ◦ det)

)
⊗ ψχ−1Ξv

となるので，recssF (π)⊗ χ = recssF (π ⊗ (χ ◦ det))が従う．
d = [E : F ]とおく．上の Lを適切にとると，Lの d次巡回拡大である CM体

L′ および L′ の素点で v の上にあるもの v′ が存在して，L′
v′/Lv が E/F と同型に

なるようにできる（[HT01, Lemma VII.2.4]の証明の冒頭部参照）．vと異なる L

の有限素点 uで L′において完全分解するものを一つ選び，GLn(AL)の保型表現Π

を上記の条件に加えさらに Πuが超尖点表現となるようにとっておく．このとき，
注 20[HT01]の証明は見かけ上志村多様体のコホモロジーを用いているが，[Shi12, Corollary 1.2]を
用いて適切なユニタリ群の保型表現を構成してから GLn に持ち上げることで，純保型表現論的な証
明も可能であると思われる．
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Π′ = BCE/F (Π)は uの上にある素点において超尖点的なので，GLn(AL′)の尖点
的保型表現である．Π′は正則代数的であり，Π′∨ ∼= Π′cであることも示せる．した
がって，定理 4.5をΠ′に適用することで，ΓL′ の n次元半単純 ℓ進表現RΠ′ が得ら
れる．RΠ′ ∼= RΠ|ΓL′ を示そう．Lの有限素点 w ∤ ℓにおいて，L′/LおよびΠが不
分岐であるとする（有限個を除いて全てのwがこの条件を満たす）．wの上にある
L′の素点 w′をとる．このとき，

(RΠ′)ssw′ = recssL′
w′
(Π′

w′) = recssL′
w′
(BCL′

w′/Lw
Πw)

(∗)
= recssLw

(Πw)|WL′
w′
,

(RΠ|ΓL′ )
ss
w′ = ((RΠ)w|WL′

w′
)ss = (recssLw

(Πw)|WL′
w′
)ss = recssLw

(Πw)|WL′
w′

となる．ここで，(∗)においては recssが不分岐ラングランズ対応を誘導すること，不
分岐拡大に関する底変換が不分岐ラングランズ対応で制限に対応することを用いた．
特に (RΠ′)ssw′ = (RΠ|ΓL′ )

ss
w′であるから，Chebotarev密度定理よりRΠ′ ∼= RΠ|ΓL′ が

従う．

(RΠ′)ssv′ = recssL′
v′
(Π′

v′) = recssL′
v′
(BCL′

v′/Lv
Πv) = recssE

(
BCE/F (π ⊗ (ψ ◦ det))

)
= recssE

(
BCE/F (π)⊗ (ψ ◦NE/F ◦ det)

)
(†)
= recssE

(
BCE/F (π)

)
⊗ (ψ ◦NE/F ),

(RΠ|ΓL′ )
ss
v′ = recssLv

(Πv)|WL′
v′

= recssF
(
π ⊗ (ψ ◦ det)

)∣∣
WE

=
(
recssF (π)⊗ ψ

)∣∣
WE

= recssF (π)|WE
⊗ (ψ ◦Art−1

F )|WE
= recssF (π)|WE

⊗ (ψ ◦NE/F )

であるから（(†)において ii)を用いた），recssE(BCE/F (π)) = recssF (π)|WE
が得られ

る．

■ステップ 4 — recF の全単射性

このステップでは，定理 4.4と定理 4.6を用いて recF の全単射性を証明する．

定理 4.7

π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し recF (π)は既約（したがって特に recssF (π) = recF (π)）
であり，recF は Irrsc(GLn(F ))から GIrrn,ℓ(F )への全単射を与える．

証明 nについての帰納法を用いる．n = 1の場合は命題 4.2よりよい．以下では
n ≥ 2とする．
まず，π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し recF (π)が既約になることを示そう．σ = recssF (π)

の既約性を証明すれば十分である．次を満たすような体の有限次拡大の列F = F0 ⊂
F1 ⊂ · · · ⊂ Fmをとる：
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• Fi+1/Fiは素数次巡回拡大 (0 ≤ i ≤ m− 1)．
• σIFm ̸= 0．

π0 = π, πi+1 = BCFi+1/Fi
(πi)によって帰納的にπ0, π1, . . . , πmを定めると，定理 4.6

v)より recssFi
(πi) = σ|WFi

である．特に recssFm
(πm)IFm = σIFm ̸= 0であるから，定理

4.4よりπmは超尖点表現ではない．よって，πiが超尖点表現となるような最大の iを
i0とすると i0 ≤ m−1である．F ′ = Fi0 , E = Fi0+1, π

′ = πi0とおく．d = [E : F ′]

とおき，生成元 τ ∈ Gal(E/F ′)をとる．命題 3.38 i), ii)より，Π ∈ Irrsc(GLn/d(E))

で Π ≇ Πτ となるものが存在して，BCE/F ′(π′) = Π ⊞ Πτ ⊞ · · · ⊞ Πτd−1 となる．
帰納法の仮定より，Σ = recssE(Π)は既約であり，recssE(Π) ≇ recssE(Π

τ )である．命
題 4.3 ii)より recssE(Π

τ ) = Στ であるから，Σ ≇ Στ となる．再び命題 4.3 ii)より
(σ|WF ′ )|WE

= recssE(BCE/F ′(π′)) = Σ⊕Στ ⊕· · ·⊕Στd−1であるから，σ|WF ′ はWF ′

の既約表現である．したがって σはWF の既約表現であることが示された．
次に recF の全単射性を示す．σ ∈ GIrrn,ℓ(F ) をとり，recF (π) = σ となる π ∈

Irrsc(GLn(F ))が唯一存在することを証明すればよい．次を満たすような体の有限
次拡大の列 F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fm+1が存在する：
• Fi+1/Fiは素数次巡回拡大 (0 ≤ i ≤ m)．
• σ|WFm

は既約，σ|WFm+1
は既約ではない．

まず，recFm(π) = σ|WFm
となる π ∈ Irrsc(GLn(Fm))が一意的に存在することを

示そう．簡単のため，F = Fm, E = Fm+1, σ = σ|WFm
と置き直す．d = [E : F ]

とおき，生成元 τ ∈ Gal(E/F )をとる．σ|WE
は既約ではないので，Σ ∈ GIrrn/d,ℓ(E)

で Σ ≇ Στ となるものが存在して σ|WE
= Σ⊕ Στ ⊕ · · · ⊕ Στd−1 となる．帰納法の

仮定より，recE(Π) = Σとなる Π ∈ Irrsc(GLn/d(E))が一意的に存在する．帰納
法の仮定と命題 4.3 ii)およびΣ ≇ Στ より，Π ≇ Πτ である．したがって命題 3.38

iii)より，BCE/F (π) = Π ⊞ Πτ ⊞ · · · ⊞ Πτd−1 となる π ∈ Irrsc(GLn(F ))が一意的
に存在する．定理 4.6 v)より recF (π)|WE

= recssE(BCE/F (π)) = σ|WE
であり，こ

れと recF (π)の既約性から σ = IndWF
WE

(Σ) ∼= recF (π)が従う．これで存在が示さ
れた．πの一意性を示そう．π′ ∈ Irrsc(GLn(F ))に対しても recF (π

′) = σとなる
と仮定する．σ|WE

は既約ではないから，定理 4.6 v)よりBCE/F (π
′)は超尖点表現

ではない．したがって，Π′ ∈ Irrsc(GLn/d(F ))で Π′ ≇ (Π′)τ となるものが存在し
て，BCE/F (π

′) = Π′ ⊞ (Π′)τ ⊞ · · ·⊞ (Π′)τ
d−1 となる．recssE(BCE/F (π

′)) = σ|WE
=

Σ⊕Στ ⊕ · · · ⊕Στd−1 より，recE((Π
′)τ

i
) = Σとなる iが存在する．Π′を (Π′)τ

i に
置き変えることで，recE(Π

′) = Σとしてよい．recE(Π) = Σと帰納法の仮定より
Π = Π′であるから，BCE/F (π

′) = Π⊞Πτ ⊞ · · ·⊞Πτd−1
= BCE/F (π)となり，命

題 3.38 iii)から π′ = πが結論される．
あとは 0 ≤ i ≤ m−1に対し，recFi+1(Π) = σ|WFi+1

となるΠ ∈ Irrsc(GLn(Fi+1))

が一意的に存在することを仮定して，recFi(π) = σ|WFi
となる π ∈ Irrsc(GLn(Fi))

が一意的に存在することを示せばよい．上と同様に，F = Fi, E = Fi+1, σ = σ|WFi
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と置き直し，d = [E : F ]とおき，生成元 τ ∈ Gal(E/F )をとる．命題 4.3 ii)より
recE(Π

τ ) = (σ|WE
)τ = σ|WE

= recE(Π)となるから，Πの一意性よりΠ ∼= Πτ であ
る．よって命題 3.38 iv)から，BCE/F (π0) = Πとなるπ0 ∈ Irrsc(GLn(F ))が存在す
る．定理 4.6 v)より recF (π0)|WE

= recE(Π) = σ|WE
となるから，F×/NE/FE

× ∼=
Gal(E/F )の指標 χが存在して recF (π0) ⊗ χ ∼= σ となる．したがって π = π0 ⊗
(χ ◦ det)とおくと，定理 4.6 ii)から recF (π) = σとなるので πの存在が示された．
次に一意性を示す．π′ ∈ Irrsc(GLn(F ))も recF (π

′) = σを満たすとすると，定理
4.6 v)より recssE(BCE/F (π

′)) = σ|WE
となるので，まずBCE/F (π

′)が超尖点表現で
あることが分かり，次に Πの一意性から BCE/F (π

′) = Π = BCE/F (π)が分かる．
よって命題 3.38 iv)より，F×/NE/FE

× の指標 χ′が存在して π′ ∼= π ⊗ (χ′ ◦ det)
となる．定理 4.6 ii)より σ = recF (π

′) = recF (π ⊗ (χ′ ◦ det)) = σ ⊗ χ′となるから
χ′ = 1が得られ，π′ = πが従う．

この定理から，局所ラングランズ対応を構成することができる．

定義 4.8

recF : Irr(GLn(F )) −→ Gn,ℓ(F )を次のように定める：

recF
(
Stm1(π1)⊞ · · ·⊞Stmk

(πk)
)
=
(
recF (π1)⊗Spm1

)
⊕· · ·⊕

(
recF (πk)⊗Spmk

)
．

ここで記号は系 1.28の通りとする．すなわち，n = n1 + · · ·+nkは nの分割，mi

は niの約数，πiはGLni/mi
(F )の既約超尖点表現である．

定理 4.7より，これは全単射となる．

命題 4.2，命題 4.3，定理 4.6，定理 4.7より，この recF が性質 3.2，性質 3.3，性質
3.4を満たすことが分かる．また，定理 3.42も定理 4.6 v)および定理 4.7から導くこ
とができる（πがGLn(F )の既約超尖点表現ならば，命題 3.38 i), ii)よりBCE/F (π)

は超尖点表現のラングランズ和なので，recssE(BCE/F (π)) = recE(BCE/F (π))とな
ることに注意）．あとは性質 3.15を証明すればよい．

■ステップ 5 — L因子・ε因子を保つこと

このステップの目標は次の定理である：

定理 4.9

ψを F の非自明な指標とする．π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，以下が成り立つ：

L(s, π) = L
(
s, recF (π)

)
, ε(s, π, ψ) = ε

(
s, recF (π), ψ

)
．
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注意 4.10

[JPSS83, Theorem 3.1, Theorem 8.2, Theorem 9.5]と [Tat79, (4.1.6)]より，πが
超尖点表現である場合に帰着できる．n = 1の場合は性質 3.2より従うので，n ≥ 2

としてよい．この場合 L(s, π)と L(s, recF (π))はともに 1となるので，ε因子のみ
比較すればよい．

証明のアイデアは次のようなものである．πを局所成分Πv に持つような保型表
現Πをとる．Πに対応するGalois表現Rが存在し，さらにRのL関数が解析接続
および関数等式を満たすとする．ε因子は関数等式に現れるので，Πの関数等式と
Rの関数等式を比べることで π = Πv と recF (π) = Rv の ε因子を比較することが
できる（v以外にもΠwが分岐するような素点wからの寄与が現れるが，wにおい
て十分分岐する指標でΠを捻ることでこの寄与は消すことができる）．一般のRに
対してL関数の解析接続，関数等式を証明することは困難なので，πに対してΠを
うまく選ぶことが必要になる．一般の πに対してこのようなことはできないが，も
し πが指標からの保型誘導AIE/F (θ)（E/F は巡回拡大，θはE×のスムーズ指標）
になっているなら，E/F および θを大域化してΠも保型誘導として選んでおけば，
Rの L関数はHecke指標の L関数なので解析接続，関数等式が成り立つ．そこで，
より一般の，Galois拡大とは限らない体拡大に対しても保型誘導を一般化し，それ
に対して同様の議論を適用することを考える（Harrisの非Galois保型誘導）．こ
のような場合だけ考えれば十分であることは，ℓ進表現側にBrauer誘導定理を使う
ことで証明できる．
もう少し詳しいことを説明するためには，関数等式を満たす Galois表現のクラ

スを与える大域的なWeil群を用いると便利であるため，まずこれについて簡単に
復習する．定義は述べないが，代数体 LのWeil群WLは以下のような特徴を持つ
局所コンパクト群である．
(a) 全射WL −↠ ΓLがある．
(b) W ab

L
∼= A×

L/L
×であり，合成A×

L/L
× ∼=W ab

L −→ Γab
L は類体論の全射となる．

(c) Lの各素点 vおよび代数閉包の埋め込みL ↪−→ Lv に対し，群準同型WLv −→
WLが定まる．

詳細は [Tat79]を参照．
以下では，WLのC上の有限次元連続表現を考える．(a)より，ΓLのArtin表現

はこのようなものの一部である．また (b)より，WLの連続指標は LのHecke指標
と一対一に対応する（もちろんArtin表現以外のものも出てくる）．WLの原始的な
（すなわち，より小さい部分群からの誘導表現として書けない）既約連続表現は上
記の 2種類の表現のテンソル積で書けることが知られている ([Tat79, (2.2.3)])．
R を WL の有限次元連続表現とする．WL = lim←−L′/L

WL/[WL′ ,WL′ ]であるか
ら（[Tat79, (1.1)]参照．[WL′ ,WL′ ]はWL′ の交換子群の閉包を表す），Lの有限
次Galois拡大 L′が存在して，R|WL′ はW ab

L′ を経由する．特にRが半単純ならば，
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R|WL′ はWL′ の指標の直和である．
Lの各素点 vに対し，(c)の準同型WLv −→ WLによってRを制限することで，

WLv の（C上の）連続表現が同型を除いて定まる．これをRvと書く．上述の半単
純表現の性質より，Rが半単純ならばRv も半単純になることが分かる．
Rの L関数，ε因子を

L(s,R) =
∏
v

L(s,Rv), ε(s,R) =
∏
v

ε(s,Rv,Ψv)

と定める．Ψは AL/Lの非自明な指標である．ε(s,R)は Ψのとり方によらない．
L(s,R)は解析接続および関数等式を満たす ([Tat79, Theorem 3.5.3])：

定理 4.11

L(s,R)はRe(s)≫ 0のとき絶対収束し，全平面に有理型に解析接続される．ま
た，関数等式 L(s,R) = ε(s, V )L(1− s,R∨)が成り立つ．

RがArtin表現および連続指標である場合にはこの定理はよく知られている．一
般の場合はこの場合に帰着することで証明できる．
WL の連続表現と ΓL の ℓ進表現の関係を考えよう．WL の有限次元半単純連続

表現Rが次の条件を満たすとき，代数的であるということにする：
Lの任意の無限素点 vに対し，Rv|WC は z 7→ zazb (a, b ∈ Z)という形
の指標の直和である．

このとき，固定していた体同型 ι : Qℓ

∼=−−→ Cを用いると，以下の条件を満たす ΓL

の半単純 ℓ進表現Rℓを構成することができる ([Sch13b, Lemma 13.4])：
v ∤ ℓとなる Lの有限素点 vに対し，(Rℓ)v ∼= Rv．

RがArtin表現の場合はRℓ = Rとすればよい．また，Rが代数的な連続指標の場
合には，RℓはRに対応する ℓ進指標に他ならない．
Rℓの L関数・ε因子はRの L関数・ε因子と一致するので，Rℓに対しても L関

数の解析接続・関数等式が証明できたことになる．
ε因子の比較は次の定理によって可能になる：

定理 4.12（[Hen86, Theorem 4.1]）
Lを代数体とし，ΠをGLn(AL)の保型表現とする．RをWLの n次元連続表現
とする．Sを Lの素点の有限集合とし，v /∈ Sならば recLv(Πv) = Rvが成り立っ
ているとする．Ψを AL/Lの非自明指標とする．このとき，任意の有限素点 vに
対して，Πv とRv の γ因子

γ(s,Πv,Ψv) =
ε(s,Πv,Ψv)L(1− s,Π∨

v )

L(s,Πv)
, γ(s,Rv,Ψv) =

ε(s,Rv,Ψv)L(1− s,R∨
v )

L(s,Rv)

は一致する．
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証明 Lの無限素点全体を S∞と書く．
Sを大きくすることで，v /∈ Sならば vは有限素点であり，Πvは不分岐表現の指

標による捻りであるとしてよい．このとき，v /∈ S に対して L(s,Πv) = L(s,Rv),

L(s,Π∨
v ) = L(s,R∨

v ), ε(s,Πv,Ψv) = ε(s,Rv,Ψv)となるから，関数等式より∏
v∈S

γ(s,Πv,Ψv) =
∏
v/∈S

γ(s,Πv,Ψv)
−1 =

∏
v/∈S

γ(s,Rv,Ψv)
−1 =

∏
v∈S

γ(s,Rv,Ψv)

が成り立つ．v0 ∈ S \ S∞を固定し，γ(s,Πv0 ,Ψv0) = γ(s,Rv0 ,Ψv0)を示せばよい．
まず，A×

L/L
×L×

∞の指標 χを，各 v ∈ S \S∞に対し χvが十分大きな導手を持つよ
うにとる．Π⊗ (χ ◦ det)とR⊗ χに上の議論を適用すると，∏

v∈S
γ
(
s,Πv ⊗ (χv ◦ det),Ψv

)
=
∏
v∈S

γ(s,Rv ⊗ χv,Ψv)

が成り立つ．さらに，v ∈ S \ S∞に対して χvが十分大きな導手を持つという仮定
から

L
(
s,Πv ⊗ (χv ◦ det)

)
= L

(
s,Π∨

v ⊗ (χ−1
v ◦ det)

)
= 1,

ε
(
s,Πv ⊗ (χv ◦ det),Ψv

)
= ε(s, χv,Ψv)

n−1ε(s, χvωΠv ,Ψv),

L(s,Rv ⊗ χv) = L(s,R∨
v ⊗ χ−1

v ) = 1,

ε(s,Rv ⊗ χv,Ψv) = ε(s, χv,Ψv)
n−1ε(s, χv detRv,Ψv)

が成り立つことが知られている（[Hen86, Lemma 4.2]参照）．性質 3.3 ii)からωΠ =

detRであることに注意すると，v ∈ S \ S∞ に対し γ(s,Πv ⊗ (χv ◦ det),Ψv) =

γ(s,Rv ⊗ χv,Ψv)であることが分かるので，上の式と合わせて∏
v∈S∞

γ(s,Πv,Ψv) =
∏

v∈S∞

γ(s,Rv,Ψv) (∗)

が得られる（v ∈ S∞のとき χv = 1となるように χをとったことに注意）．
次に，A×

L/L
×L×

∞の指標 χ′を，各 v ∈ S \ (S∞ ∪ {v0})に対し χ′
v が十分大きな

導手を持ち，χ′
v0 = 1であるようにとる．このとき，上と同様の議論により，∏

v∈S∞∪{v0}

γ(s,Πv,Ψv) =
∏

v∈S∞∪{v0}

γ(s,Rv,Ψv)

となるので，(∗)と合わせて γ(s,Πv0 ,Ψv0) = γ(s,Rv0 ,Ψv0)を得る．

次に，非Galois保型誘導について説明する．そのためにまず，保型表現とWeil

群の表現が対応することの定義をしておく．
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定義 4.13

Lを代数体とする．ΠをGLn(AL)の保型表現とし，RをWLの n次元半単純連
続表現とする．ΠとRが対応するとは，Lの任意の素点 vに対し recLv(Πv) = Rv

が成り立つことをいう．

注意 4.14

Πに対応するRが存在するとき，Lの任意の有限素点 vにおいて recLv(Πv)のモ
ノドロミー作用素は 0であるから，Πvは超尖点表現のラングランズ和で表される．

定理 4.15（Harrisの非Galois保型誘導）
L ⊂ L1 ⊂ L2を CM体の有限次拡大の列とし，以下を仮定する：
• L2/Lは可解なGalois拡大である．
• n = [L1 : L]．

Lの素点 v0で，L2/Lにおいて惰性的であるものを一つ固定する．L1, L2におい
て v0の上にあるただ一つの素点を同じ記号 v0で表す．
χを A×

L1
/L×

1 の連続指標で以下の仮定を満たすものとする：
(a) χ−1 = χc．
(b) L1の任意の無限素点 vに対し，χv は z 7→ zpvz−pv (pv ∈ Z)という形であ
り，v ̸= v′ならば pv ̸= pv′ である．

(c) (χ ◦NL2/L1
)v0 のGal(L2/L)における安定化群はGal(L2/L1)に一致する．

このとき，GLn(AL)の尖点的保型表現Π = AIL1/L(χ)で IndWL
WL1

χに対応するも
のが唯一存在する．

この定理は [Har98, Lemma 1.6], [HT01, Proposition VII.2.7], [Sch13b, Theorem

13.6] において扱われている．ここで述べた定式化は Scholzeによるものである．

証明 [L2 : L]に関する帰納法で示す．L ⊂ L2の中間体 L3を，L3/Lが素数次巡
回拡大となるようにとる．L3 ⊂ L1ならば AIL1/L(χ) = AIL3/L(AIL1/L3

(χ))とす
ればよい（AIL3/L1

は注意 3.51で説明した保型誘導）．Πが IndWL
WL1

χに対応するこ

とは定理 3.42より従う．条件 (c)から Ind
WLv0
WL1,v0

χv0 は既約なので，recLv0
(Πv0) =

Ind
WLv0
WL1,v0

χv0よりΠv0は超尖点表現であり，したがってΠは尖点的保型表現である．
次に L3 /⊂ L1 の場合を考える．L3 ⊂ L1L3 ⊂ L2 および L1L3 の Hecke指標

χ′ = BCL1L3/L1
(χ) = χ ◦NL1L3/L1

に帰納法の仮定を適用することができる．Π′ =

AIL1L3/L3
(χ′)とおく．Π′が Ind

WL3
WL1L3

(χ′) = Ind
WL3
WL1L3

(χ|WL1L3
) = IndWL

WL1
(χ)|WL3

に対応することを用いると，以下が示せる：
(1) Π′は v0において超尖点的であり，したがって尖点的保型表現である．
(2) Π′は正則代数的であり，Π′∨ ∼= Π′cを満たす．
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(3) τ ∈ Gal(L3/L) = Gal(L1L3/L1)に対しΠ′ ∼= (Π′)τ である．
(1)と (3)および定理 3.40 iv)より，BCL3/L(Π) = Π′となるGLn(AL)の尖点的保
型表現Πが存在する．帰納法の仮定と注意 4.14より，任意の有限素点においてΠ′

は超尖点表現のラングランズ和であるから，Πも同様の性質を満たすことが分かる
（命題 3.36と命題 3.38 i), ii)を用いる）．

(1)よりΠv0 は超尖点表現である．

recLv0
(Πv0)|WL3,v0

= recL3,v0
(Π′

v0) = IndWL
WL1

(χ)v0 |WL3,v0

および IndWL
WL1

(χ)v0 |WL3,v0
= Ind

WL3
WL1L3

(χ′)v0 の既約性より，Π を Gal(L3/L) ∼=
Gal(L3,v0/Lv0)の指標で捻ることで，Πは recLv0

(Πv0) = IndWL
WL1

(χ)v0 を満たすよ
うにできる．ΠがR = IndWL

WL1
(χ)に対応することを示したい．Lの素点 v1を固定

し，recLv1
(Πv1) = Rv1 を証明しよう．v0, v1 ∤ ℓを満たす素数 ℓを一つとり固定す

る．上記の (2)より Πは正則代数的な保型表現であり，Π∨ ∼= Πc ⊗ (η ◦ det)とな
るようなGal(L3/L)の指標 ηが存在することが分かる．このとき，ξ ◦NL/L+ = η

となる A×
L/L

×L×
∞ の指標 ξ が存在することが示せる（[HT01, p. 241–242]参照）．

GLn(AL)の保型表現Π⊗ (ξ ◦ det)は (Π⊗ (ξ ◦ det))∨ ∼= (Π⊗ (ξ ◦ det))cを満たす．
したがって，定理 4.5を Π⊗ (ξ ◦ det)（および固定した素数 ℓ）に適用することが
でき，ΓLの n次元半単純 ℓ進表現RΠ⊗(ξ◦det)が得られる．RΠ = RΠ⊗(ξ◦det) ⊗ ξ−1

とおくと，v ∤ ℓとなる Lの任意の有限素点 vに対し (RΠ)
ss
v = recLv(Πv)

ssが成り
立つ．
ΓLの 2つの ℓ進表現 Rℓ, RΠを比較しよう．v ∤ ℓとなる Lの有限素点 vおよび

その上にある L3の素点 wに対し，

(RΠ|ΓL3
)ssw = (RΠ)

ss
v |WL3,w

= recLv(Πv)
ss|WL3,w

= recL3,w(Π
′
w)

ss

= IndWL
WL1

(χ)|WL3,w
= (Rℓ|ΓL3

)w

が成り立つから，Chebotarev密度定理と (Rℓ|ΓL3
)v0の既約性より，RΠ|ΓL3

∼= Rℓ|ΓL3

が成り立つ．したがって，Gal(L3/L)の指標 ζ が存在して RΠ
∼= Rℓ ⊗ ζ となる．

(RΠ)
ss
v0 = recLv0

(Πv0)
ss = IndWL

WL1
(χ)v0 = (Rℓ)v0 と (Rℓ)v0 の既約性より，ζv0 = 1

が分かる．よってGal(L3/L) ∼= Gal(L3,v0/Lv0)より ζ = 1となり，RΠ
∼= Rℓが従

う．特に recLv1
(Πv1)

ss = (Rℓ)
ss
v1 = Rv1 となる．既に述べたようにΠv1 は超尖点表

現のラングランズ和であるから，recLv1
(Πv1)

ss = recLv1
(Πv1)が分かり，所望の等

式 recLv1
(Πv1) = Rv1 が従う．

非Galois保型誘導を使うと，recF (π)がWF の部分群の指標からの誘導表現であ
る場合に πと recF (π)の γ因子を比べることができる．

系 4.16

π ∈ Irr(GLn(F ))に対し，次を仮定する：F の有限次拡大 E および E× の位
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数有限の指標 χが存在して，recF (π) = IndWF
WE

χとなる．このとき，γ(s, π, ψ) =
γ(s, recF (π), ψ)が成り立つ．ここで，ψは F の非自明指標である．

証明 E/F のGalois閉包をE′とすると，E′/F は可解拡大である（p進体の任意
のGalois拡大は可解である）．よって，定理 4.15のような L ⊂ L1 ⊂ L2および L

の素点 vが存在して，Lv ⊂ L1 ⊗L Lv ⊂ L2 ⊗L Lv が F ⊂ E ⊂ E′と同型になる．
Lは vが L+上分裂するように選んでおく．また，定理 4.15のような v0で，L+上
分裂するものを一つ選ぶ．このとき，A×

L1
/L×

1 の連続指標 ΞおよびA×
L/L

×の連続
指標 ηで次を満たすものをとることができる（[HT01, Lemma VII.2.10]の証明を
参照）：
• Ξは定理 4.15における条件 (a), (b), (c)を満たす．
• χ−1Ξv は L×

v の不分岐指標である．
• χ = Ξv(ηv ◦NL1⊗LLv/Lv

)．
ΨをAL/Lの非自明指標とする．ψ = Ψvと仮定してよい．この設定で定理 4.15

を適用する．Π = AIL1/L(Ξ) ⊗ (η ◦ det), R = (IndWL
WL1

Ξ) ⊗ η とおく．L の任
意の素点 w に対し recLw(Πw) = Rw であるから，定理 4.12より γ(s,Πv,Ψv) =

γ(s,Rv,Ψv)である．recF (π) = IndWF
WE

χ = Rv = recF (Πv)より π = Πv であるか
ら，γ(s, π, ψ) = γ(s, recF (π), ψ)となり主張が従う．

これで定理 4.9を証明することができる．

定理 4.9の証明 注意 4.10より，πが超尖点表現である場合に

γ(s, π, ψ) = γ
(
s, recF (π), ψ

)
を示せば十分である．σ = recF (π)とおく．σはWF の既約スムーズ表現であるか
ら，πを不分岐指標で捻ることにより，WF の σへの作用は有限商を経由すると仮
定してよい．すなわち，F のある有限次Galois拡大 F ′が存在して σ|WF ′ は自明に
なるとしてよい．Brauer誘導定理を有限群WF /WF ′ = Gal(F ′/F )に適用するこ
とで，以下のことが分かる：

F ′/F の中間体Ei (1 ≤ i ≤ k)，E×
i の位数有限の指標 χi，整数mi ̸= 0

が存在して，WF /WF ′の有限次元表現のGrothendieck群における等式
[σ] =

∑k
i=1mi[Ind

WF
WEi

χi]が成り立つ．
並べ換えにより，1 ≤ i ≤ j で mi < 0，j < i ≤ k で mi > 0 としてよい．
πi ∈ Irr(GL[Ei:F ](F ))を recF (πi) = IndWF

WEi
χiを満たす元とする．このとき，

σ ⊕
⊕
1≤i≤j

(IndWF
WEi

χi)
⊕(−mi) ∼=

⊕
j<i≤k

(IndWF
WEi

χi)
⊕mi
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であるから，recF の全単射性より

π ⊞ π
⊞(−m1)
1 ⊞ · · ·⊞ π

⊞(−mj)
j

∼= π
⊞mj+1

j+1 ⊞ · · ·⊞ π⊞mk
k

となる (π⊞mi
i = πi ⊞ · · ·⊞ πi︸ ︷︷ ︸

mi 個

)．これより，

γ(s, π, ψ) =

k∏
i=1

γ(s, πi, ψ)
mi , γ(s, σ, ψ) =

k∏
i=1

γ(s, IndWF
WEi

χi, ψ)
mi

が得られる．系 4.16より γ(s, πi, ψ) = γ(s, IndWF
WEi

χi, ψ)であるから，γ(s, π, ψ) =
γ(s, σ, ψ)となり主張が証明できた．

注意 4.17

上記の証明においては，π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対して π と recF (π)の ε因子を
比較する際に，nより大きなサイズの GLに対する系 4.16も用いている．例えば
n = p = 2の場合，WF の 2次元既約表現で，指数 2の開部分群の指標を誘導する
ことによっては構成できないものが存在することが知られており，このような表現
を誘導表現の符号付き和で書くためには 3次元以上の誘導表現が必要になる．
このような議論は，全ての n ≥ 2に対して局所ラングランズ対応を同時に証明し

ているから可能になるものである．

4.2 Local geometry — 非可換Lubin-Tate理論

本節では，recF の構成および定理 4.4の証明について解説する．前節でも述べた
ように，recF の構成には，形式OF 加群の普遍変形空間（Lubin-Tate空間）を用
いる．ここでは，より現代的な，p可除群を用いた定式化を紹介する．まず，p可
除OF 加群の定義から始めよう．

定義 4.18

SをOF 上のスキームとし，ϖ ∈ OF が S上局所的に羃零であるとする．
i) S上の p可除OF 加群とは，S上の p可除群Xと準同型 ι : OF −→ End(X)

の組であって次の条件を満たすもののこととする：
任意の a ∈ OF に対し，ι(a)が Lie(X)に誘導する自己準同型は，
構造射OF −→ OS によってOS 加群 Lie(X)をOF 加群とみなし
たときの a ∈ OF の作用と一致する．

しばしば ιを省略し，p可除 OF 加群 (X, ι)のことを X と書く．このとき
は，ι(a)のことを [a]X あるいは単に [a]と書く．

ii) p可除OF 加群の間のOF 準同型とは，p可除群としての準同型でOF の作用
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と可換なものとする．OF 準同型 f : X −→ X ′がOF 同種写像であるとは，
f が p可除群の間の同種写像を与えることとする．すなわち，f は（X, X ′

を S上の fppf層とみなしたとき）全射かつKer f が S上の有限局所自由群
スキームとなることとする．Ker f の階数 degKer f（これは S上の局所定
数関数である）は q = #κの羃となることが知られている．logq(degKer f)

を f の高さと呼び，ht f と書く．
iii) S上の p可除OF 加群Xに対し，[ϖ]X の高さが hならば，X は高さ hの p

可除OF 加群であるという．また，局所自由OS 加群 Lie(X)の階数が dで
あるとき，X は d次元であるという．

iv) X, X ′を S 上の p可除OF 加群とする．X からX ′へのOF 準同種写像と
は，S上の層HomOF

(X,X ′)⊗Z Qの切断 f であって次を満たすもののこと
とする：

任意の x ∈ S に対し，その開近傍 U および整数m ≥ 0が存在し
て，f |U ◦ [ϖm]X はX|U からX ′|U へのOF 同種写像から誘導さ
れる．

OF 準同種写像 f : X −→ X ′に対しても ht f を定義することができる（f ◦
[ϖm]X が同種写像から来る場合には ht f = ht(f ◦ [ϖm]X) − ht([ϖm]X)と
おけばよい）．

OF 準同種写像とは，標語的には「OF 同種写像 f を用いてϖ−mf と書ける」写
像のことである．

注意 4.19

i) X, X ′を S上の p可除OF 加群とするとき，HomOF
(X,X ′)はねじれ元を持

たない．特に，OF 同種写像をOF 準同種写像とみなす写像は単射である．こ
のため，以下ではOF 準同種写像が「OF 同種写像である」などという言い方
をする．

ii) f : X −→ X ′をOF 準同種写像とするとき，OF 準同種写像 g : X ′ −→ X で
g ◦ f = idX , f ◦ g = idX′を満たすものが存在する．特に，XからXへのOF

準同種写像全体は群をなす．これをQIsog(X)と書く．

Lubin-Tate空間の構成の出発点となるのが次の命題である．

命題 4.20（Drinfeld [Dri74, Proposition 1.7]）
n ≥ 1を整数とするとき，κ上の 1次元連結 p可除OF 加群Xで高さが nのもの
が同型を除いて一意的に存在する（κ上の p可除群Xが連結であるとは，スキーム
X[p]が連結であることをいうのであった）．D = EndOF

(X)⊗ZQとおくと，Dは
F 上の中心的斜体であり，その Hasse不変量は 1/nである．さらに，EndOF

(X)
はDの整数環OD に一致する．QIsog(X) = D×であり，h ∈ QIsog(X)に対し
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て hth = vF (Nrd(h))が成り立つ（NrdはDの被約ノルムを表す）．

この命題は，Dieudonné理論を使うと比較的容易に証明できる．

例 4.21

i) n = 1の場合，Xはいわゆる Lubin-Tate群（を p可除群とみなしたもの）に
他ならない．

ii) n = 2, F = Qpの場合，E を κ上の超特異楕円曲線とすると X = E[p∞]で
ある．

以下では n ≥ 1を固定し，対応するXをとる．XのOF 準同種写像による変形の
モジュライ空間を考えよう．F の最大不分岐拡大の完備化を F̆ と書く．OF̆ 上のス
キームで，ϖ ∈ OF がその上で局所的に羃零であるもの全体のなす圏をNilpで表
す．S ∈ Nilpに対し，S = S ⊗OF̆

OF̆ /ϖOF̆ = S ⊗OF̆
κとおく．

定義 4.22

反変関手M : Nilp −→ Set（Setは集合の圏）を次のように定める．S ∈ Nilp

に対し，M(S)は以下のような組 (X, ρ)の同型類の集合とする：
• X は S上の p可除OF 加群．
• ρ : X×Specκ S −→ X ×S SはOF 準同種写像．

また，整数 δに対し，Mの部分関手M(δ)を上記のような (X, ρ)で ht ρ = δとな
るものの同型類を分類するものとして定める．
D× = QIsog(X) はM に以下のように右から作用する：h ∈ QIsog(X) は

(X, ρ) ∈ M(S)を (X, ρ ◦ h)にうつす．これによってM(δ)はM(δ+vF (Nrd(h)))に
うつされる．

定理 4.23（Lubin-Tate [LT66], Drinfeld [Dri74, Proposition 4.2]）
MおよびM(δ)はOF̆ 上の形式スキームで表現される．各 δ ∈ Zに対し非標準
的な同型M(δ) ∼= Spf OF̆ [[T1, . . . , Tn−1]]がある．M =

⨿
δ∈ZM(δ)である．

Mを Lubin-Tate空間と呼ぶ．

注意 4.24

M(0)は p可除OF 加群の普遍変形空間に一致する．すなわち，Artin局所OF̆ 代
数 (A,m)で自然な環準同型 κ −→ A/mが同型になるものに対し，形式スキームの
射 SpecA −→M(0)は次のような組 (X, ξ)の同型類と一対一に対応する：
• X は SpecA上の p可除OF 加群．
• ξ : X

∼=−−→ X ⊗A κは p可除OF 加群の同型．
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証明 M(0)の定義より，M(0)(A)の元は定義 4.22のような組 (X, ρ)で ht ρ = 0と
なるものと対応する．ρ : X⊗κ A/ϖA −→ X ⊗A A/ϖAをA/m = κに底変換する
ことで，高さ 0のOF 準同種写像 ρm : X −→ X ⊗A κが得られる．ρmが同型であ
ることを示そう．命題 4.20よりX ⊗A κ ∼= Xである．この同型を一つ固定すると，
ρmは EndOF

(X) = OD の元とみなすことができる．vF (Nrd(ρm)) = ht ρm = 0で
あるから，ρm ∈ O×

Dとなることが分かる．すなわち，ρmは同型である．
逆に，X および同型 ξ : X

∼=−−→ X ⊗A κが与えられたとする．このとき，準同種
写像の剛性 ([Dri76, Appendix, Proof of Lemma 3], [RZ96, p. 52]) より，ρm = ξ

となるOF 準同種写像 ρ : X ⊗κ A/ϖA −→ X ⊗A A/ϖAが一意的に定まる．明ら
かに ht ρ = 0であるから，(X, ρ)はM(0)(A)の元である．

Mは D× の作用の他にWeil降下データという付加構造を持つ．これはMが
OF 上の形式スキームから来るという条件を少し緩めたものである．

命題 4.25

自然な同型 Gal(F ur/F )
∼=−−→ Γκ によって Frob−1

q （κ上の q乗写像）に対応す
るGal(F ur/F )の元を τ と書く．τ は F̆ の自己F 同型に延長される．また，Mの
τ : Spf OF̆ −→ Spf OF̆ による底変換をMτ と書く．
このとき，Spf OF̆ 上の同型M

∼=−−→ Mτ が自然に定まる．この同型によって
M(δ)は (M(δ−1))τ にうつる．

証明 S ∈ Nilpに対し，Sを構造射 S −→ SpecOF̆

τ−−→ SpecOF̆ によってOF̆ 上
のスキームと見たものを S[τ ]と書く．S[τ ] ∈ Nilpであり，Mτ (S) =M(S[τ ])とな
る．よってM(S)

∼=−−→M(S[τ ])を定めればよい．
(X, ρ) ∈M(S)をとる．Xから自然に定まる S[τ ]上の p可除OF 加群をXτ と書

く．また，τ = Frob−1
v が誘導する射 Specκ −→ SpecκによってXを引き戻したも

のを τ∗Xと書く．このとき X×Specκ S[τ ] = τ∗X×Specκ Sであるから，

X×Specκ S[τ ] = τ∗X×Specκ S
Frob−1

X × id
−−−−−−−→ X×Specκ S

ρ−−→ X ×S S = Xτ ×S[τ ]
S[τ ]

を合成することでOF 準同種写像 ρτ を得る（FrobX : X −→ τ∗XはXの相対Frobe-

nius射）．(X, ρ) 7→ (Xτ , ρτ )によって同型M(S)
∼=−−→ M(S[τ ])が定まる．また，

FrobXの高さは 1なので，M(δ)(S)の元はM(δ−1)(S[τ ])の元にうつる．

Mのリジッド一般ファイバーをM と書く．定理 4.23より，これは F̆ 上の n− 1

次元多重円盤の可算無限個の直和である．M上の普遍 p可除OF 加群X univがM

上に誘導する p可除OF 加群をXunivと書く．M は標数 0の体 F̆ 上のリジッド空
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間であるから，Xunivはエタールな p可除群である．モジュラー曲線の場合のよう
に，Xunivのレベル構造を考えてM の被覆を定義しよう．

定義 4.26

m ≥ 0を整数とし，ϖm : Xuniv −→ Xunivの核をXuniv[ϖm]と書く．
OF の作用と可換な有限エタール群スキームの同型 (OF /ϖ

m)n
∼=−−→ Xuniv[ϖm]

を分類するM 上のリジッド空間をMmとする．すなわち，Y をM 上のリジッド
空間とするとき，HomM (Y,Mm)は同型 (OF /ϖ

m)n
∼=−−→ Xuniv[ϖm] ×M Y 全体

と自然に同一視できる．
MmはM の有限エタールGalois被覆であり，そのGalois群はGLn(OF /ϖ

m)

となる．{Mm}m≥0はM 上のリジッド空間の射影系をなす．これをLubin-Tate

塔と呼ぶ．
δ ∈ Zに対し，M(δ) のリジッド一般ファイバーM (δ) のMm における逆像を

M
(δ)
m と書く．

例 4.27

n = 1とする．F̆ のレベルmの Lubin-Tate拡大（F̆ に Lubin-Tate群のϖm等
分点を付け加えて得られる拡大）を F̆m と書くと，M (δ)

m
∼= Spa(F̆m,OF̆m

)が成り
立つ．

Lubin-Tate塔への群作用について考えよう．D× のM への作用およびWeil降
下データは自然に Lubin-Tate塔 {Mm}へと持ち上がることが簡単に確認できる．
各mに対してMm には GLn(OF /ϖ

m)が作用するので，Lubin-Tate塔 {Mm}に
はGLn(OF )が作用するが，実は {Mm}を pro-object ([SGA4, Exposé I, §8])とみ
なすとこの作用は GLn(F )へと延長することができる（モジュラー曲線に対する
Hecke作用素の類似）．より正確には，以下のようになる：

命題 4.28

整数m ≥ 0に対しKm = Ker(GLn(OF )→ GLn(OF /ϖ
m))とおく．

g ∈ GLn(F )および整数m,m′ ≥ 0が g−1Kmg ⊂ Km′ を満たすならば，自然
な射 [g] : Mm −→ Mm′ が定まる．δ ∈ Zに対し [g]はM

(δ)
m をM

(δ−vF (det g))
m′ にう

つす．
[g]はm, m′の変更と両立し，g, g′ ∈ GLn(F )に対し [g′] ◦ [g] = [gg′]が成り立
つ．したがって，GLn(F )は pro-object {Mm}への右作用を定める．

略証 F̆ の代数閉包の完備化を Cp とし，[g] : Mm(Cp) −→ Mm′(Cp)がどのよう
な写像になるかを説明する．M∞(Cp) = lim←−m

Mm(Cp)とおく．まず，GLn(F )の
M∞(Cp)への右作用を定める．
M∞(Cp)は以下のような 3つ組 (X, ρ, η)の同型類のなす集合と同一視できる：
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• X はOCp 上の p可除OF 加群．
• ρ : X⊗κ OCp/ϖOCp −→ X ⊗OCp OCp/ϖOCp はOF 準同種写像．
• η : On

F

∼=−−→ TpXCp はOF 加群の同型（XCp = X ⊗OCp Cpとおいた）．
GLn(F )

+ = {g ∈ GLn(F ) | On
F ⊂ gOn

F }とおく．最初に g ∈ GLn(F )
+の作用を考

える．ηはFn/On
F

∼=−−→ XCp [ϖ
∞]と同一視できることに注意する．この同型による

gOn
F /On

F ⊂ Fn/On
F の像をCと書くと，CはXCpの有限部分群スキームとなる．こ

れのXにおける閉包をCと書き，X ′ = X/Cとおく．CはOCp上有限平坦であるか
ら，X ′は p可除OF 加群となる．ρとX⊗OCp OCp/ϖOCp −→ X ′⊗OCp OCp/ϖOCp

の合成を ρ′とおく．
以下の図式を考える：

0 // gOn
F /On

F
//

∼=
��

Fn/On
F

g−1
//

∼=
��

Fn/On
F

//

��
�
�
�

0

0 // C // XCp [ϖ
∞] // X ′

Cp
[ϖ∞] // 0．

横列が完全系列であることから，破線の同型が誘導される．これに対応する同型
On

F

∼=−−→ TpX
′
Cp
を η′ とおく．以上で [g](X, ρ, η) = (X ′, ρ′, η′) ∈ M∞(Cp) が定

まった．これにより半群GLn(F )
+のM∞(Cp)への右作用が得られる．このことは

ηQ : Fn
∼=−−→ VpXCp

注 21と η′Q : Fn
∼=−−→ VpX

′
Cp

= VpXCp に対し η′Q = ηQ ◦ gが成り
立つことに注目すると納得できるだろう．また，g ∈ GLn(OF )のときは C = 0よ
りX = X ′となり，η′ = η ◦ gとなる．よって，上で定めた作用はGLn(OF )の射
影系 {Mm}への作用から誘導されるものの拡張になっていることも分かる．
次に，ϖ ∈ GLn(F ) \GLn(F )

+のM∞(Cp)への作用を定める．ϖ−1 ∈ GLn(F )
+

であるから，ϖ−1 の作用が同型であることを示せば十分である．この場合，C =

XCp [ϖ]であるから，X ′ = X/X[ϖ]
[ϖ]−−→∼= X である．この同型により (X ′, ρ′, η′) ∼=

(X, ρ ◦ϖ, η)となるので，ϖ−1 ∈ GLn(F )
+のM∞(Cp)への作用はϖ ∈ D×の作用

と一致する．特にϖ−1 ∈ GLn(F )
+は同型で作用する．

GLn(F )はGLn(F )
+とϖによって生成されるので，以上によりGLn(F )のM∞(Cp)

への作用が定まる．
δ ∈ Zに対し，M (δ)(Cp)のM∞(Cp)における逆像をM

(δ)
∞ (Cp)と書く．(X, ρ, η) ∈

M
(δ)
∞ (Cp)および g ∈ GLn(F )に対し，[g](X, ρ, η) ∈M (δ−vF (det g))

∞ (Cp)となることを
示そう．g ∈ GLn(F )

+としてよい．上と同じ記号を用いて [g](X, ρ, η) = (X ′, ρ′, η′)

と書くと，ht ρ′ = ht ρ+ logq degC = δ − vF (det g)となるのでよい．
最後に，g ∈ GLn(F )および整数m,m′ ≥ 0が g−1Kmg ⊂ Km′を満たすとして，有

限レベルの射 [g] : Mm(Cp) −→Mm′(Cp)を構成する．Mm(Cp) =M∞(Cp)/Kmな
注 21VpXCp = TpXCp ⊗Zp Qp は有理 Tate加群を表す．
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ので，x, x′ ∈M∞(Cp)が同じKm軌道に属するとき [g](x)と [g](x′)が同じKm′軌道
に属することを示せばよい．x′ = [k](x) (k ∈ Km)とおくと [g](x′) = [g]([k](x)) =

[kg](x) = [g−1kg]([g](x))となるので，g−1kg ∈ Km′ と合わせて主張が得られる．
また，無限レベルの結果から，[g]はM

(δ)
m (Cp)の元をM

(δ−vF (det g))
m′ (Cp)にうつす

ことも分かる．

注意 4.29

i) 上の説明における ϖ−1 の作用の部分と同様にして，a ∈ F× ⊂ GLn(F )の
{Mm}への作用は a−1 ∈ F× ⊂ D×の作用と一致することが証明できる．

ii) 上の説明においては，まずM∞(Cp)を考え，その商としてMm(Cp)に関する
主張を導いた．このように，「無限レベルの Lubin-Tate空間」が有限レベル
の場合よりも扱いやすいということがしばしばある（上述のようにHecke作
用が群作用になるという事情のほか，p可除群の p進Hodge理論が使いやす
くなるという理由などもある）．その一方で，射影極限 lim←−m

Mmは非常に大
きな空間であり，もはやリジッド空間にはならない．このような空間を扱う
のに適した枠組みが，Scholzeによって導入されたパーフェクトイド空間であ
る．パーフェクトイド空間の理論そのものについては [Sch12], [Sch13d]を参
照．また，Lubin-Tate空間やその一般化であるRapoport-Zink空間が無限レ
ベルにおいてパーフェクトイド空間になることは [SW13]を参照．なお，パー
フェクトイド空間の理論は定理 3.14の Scholzeによる証明にも用いられる．

iii) Mm よりも一般に，GLn(OF )のコンパクト開部分群 K に対し，レベル K

の Lubin-Tate空間MK を定義することができる．これはTate加群 TpX
univ

の「K を法とした自明化 注 22」を分類するM の有限エタール被覆である．
K = KmのときはMKm はMmと一致する．また，MK(Cp) = M∞(Cp)/K

である．
g ∈ GLn(F )が g−1Kg ⊂ GLn(OF )を満たすとき，同型 [g] : MK

∼=−−→Mg−1Kg

を自然に定めることができる．命題 4.28における [g]は，

MKm

[g]−−→∼= Mg−1Kmg
(∗)−−→MKm′

を合成したものと解釈できる（(∗)はレベルを下げる自然な射）．

前小節のステップ 1で出てきた「Lubin-Tate塔 {Mm}の ℓ進エタールコホモロ
ジー」とは以下で定めるものである：

定義 4.30

整数 iに対し，H i
LT = lim−→m

H i
c(Mm ⊗F̆ Cp,Qℓ)と定める．

注 22このような自明化（K レベル構造）を定式化するには，例えば [Kot92b, §5]のように基本群を
用いる方法がある．
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H i
LTには 3つの群GLn(F ), D

×, WF が作用する：

命題 4.31

H i
LTは GLn(F ) ×D× ×WF の表現となる．GLn(F ) ×D×の作用はスムーズ

であり，WF の作用は連続である．

証明 GLn(F ), D
×の {Mm}への作用から，GLn(F )×D×のH i

LTへの作用が自然
に誘導される．Km ⊂ GLn(F )がH i

c(Mm ⊗F̆ Cp,Qℓ)に自明に作用することから，
GLn(F )の作用はスムーズであることが分かる．D×の作用がスムーズになること
はもっと非自明であり，例えば [FGL08, Théorème IV.9.26]から従う．
H i

LTには F̆ の絶対Galois群，すなわち F の惰性群 IF が連続に作用する．この
作用がWF に延長できることを示そう．m ≥ 0を固定し，H i

c(Mm ⊗F̆ Cp,Qℓ)に
WF の作用を定める．MmにはWeil降下データが定まっていたので，adic空間の
同型 αm : Mm

∼=−−→Mmで以下の図式が可換になるものが存在する：

Mm ∼=
αm //

��

Mm

��

Spa(F̆ ,OF̆ ) ∼=
τ // Spa(F̆ ,OF̆ )．

σ ∈WF をとる．2つの可換図式

Mm
α
−d(σ)
m //

��

Mm

��

Spa(F̆ ,OF̆ )
τ−d(σ)

// Spa(F̆ ,OF̆ ),

Spa(Cp,OCp)
σ //

��

Spa(Cp,OCp)

��

Spa(F̆ ,OF̆ )
τ−d(σ)

// Spa(F̆ ,OF̆ )

より，adic空間の同型Mm ⊗F̆ Cp
∼=−−→Mm ⊗F̆ Cpが引き起こされる．これが誘導

するH i
c(Mm ⊗F̆ Cp,Qℓ)の自己同型を σの作用と定めればよい．

こうして定めたH i
LTへのWF の作用がGLn(F ) ×D×の作用と可換であること

も定義よりすぐに分かる．

系 4.32

整数 iおよび δに対し，H i
LT,δ = lim−→m

H i
c(M

(δ)
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)とおく．また，群準

同型ϕ : GLn(F )×D××WF −→ Zをϕ(g, h, σ) = −vF (det g)+vF (Nrdh)+d(σ)

で定める．
このとき，H i

LTはH i
LT =

⊕
δ∈ZH

i
LT,δ と直和分解し，成分H i

LT,δ は (g, h, σ) ∈
GLn(F )×D× ×WF の作用によって成分H i

LT,δ−ϕ(g,h,σ)にうつされる．
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証明 まず，Mm =
⨿

δ∈ZM
(δ)
m よりH i

LT =
⊕

δ∈ZH
i
LT,δを得る．また，定義 4.22，

命題 4.25，命題 4.28より，(g, h, σ)の作用でH i
LT,δ はH i

LT,δ−ϕ(g,h,σ)にうつされる
ことが分かる（命題 4.31の証明において σ ∈WF の作用を定義したときには，Weil

降下データの「−d(σ)乗」を用いたことを思い出すとよい）．

H i
LTを用いて，π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し recF (π)を定義するのであるが，その

ためにまずGLn(F )の表現とD×の表現を関係づける局所Jacquet-Langlands対
応について述べておく．

定理 4.33（局所 Jacquet-Langlands対応）
次の 2つの集合の間に自然な全単射がある：
• GLn(F )の既約離散系列表現の同型類の集合Disc(GLn(F ))．
• D×の既約スムーズ表現の同型類の集合 Irr(D×)．

ρ ∈ Irr(D×)に対応するDisc(GLn(F ))の元を JL(ρ)と書き，π ∈ Disc(GLn(F ))

に対応する Irr(D×)の元を LJ(π)と書く．πと ρが JLおよび LJで対応すること
は，以下の指標関係式で特徴付けられる：

θρ(h) = (−1)n−1θπ(gh)
(
h ∈ (D×)rs

)
．

ここで，(D×)rs は D× の正則半単純元全体を表す．また，gh は hと同じ固有多
項式を持つGLn(F )の元である（h 7→ ghにより，D×の正則半単純元の共役類と
GLn(F )の楕円正則半単純元の共役類は一対一に対応する）．

証明は [Rog83], [DKV84]を参照．

例 4.34

n = 2の場合を考える．χを F×のスムーズ指標とする．完全系列

0 −→ χ ◦ det −→ Ind
GL2(F )
B(F ) (χ⊠ χ) −→ St2⊗(χ ◦ det) −→ 0

より，θSt2 ⊗(χ◦det) = θ
Ind

GL2(F )

B(F )
(χ⊠χ)

− θχ◦detとなる．

h ∈ (D×)rsに対し gh ∈ GL2(F )は楕円正則半単純元であるから，[vD72, Theorem

3]より θ
Ind

GL2(F )

B(F )
(χ⊠χ)

(gh) = 0である．よって

θSt2 ⊗(χ◦det)(gh) = −θχ◦det(gh) = −χ(det gh) = −χ(Nrdh) = −θχ◦Nrd(h)

となり，JL(χ ◦ Nrd) = St2⊗(χ ◦ det)であることが分かる（実は n ≥ 3の場合も
JL(χ ◦Nrd) = Stn⊗(χ ◦ det)が成り立つ）．
なお，GL2(F )の既約離散系列表現で St2⊗(χ ◦ det)という形をしていないもの

は超尖点表現であるから，局所 Jacquet-Langlands対応でGL2(F )の既約超尖点表
現とD×の 2次元以上の既約スムーズ表現が対応することも分かる．
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注意 4.35

R上の場合にも局所 Jacquet-Langlands対応が存在する．すなわち，Hを R上
の四元数体とするとき，GL2(R)の既約離散系列表現とH×の既約許容表現が一対
一に対応し，同様の指標関係式を満たす．これによって，GL2(R)の離散系列表現
D1,0（定義 3.19参照）とH×の自明表現が対応する（注意 3.20 iii)を用いて上の例
と同様の計算をすればよい）．

これで recF が定義できる．

定義 4.36

π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し，WF の ℓ進表現 recF (π)を次で定める：

recF (π) = HomGLn(F )

(
π,HomD×(Hn−1

LT ,LJ(π))
)∨(n− 1

2

)
.

上の定義において n− 1次のコホモロジーしか考えていないのは，それ以外の次
数のコホモロジーに超尖点表現が現れないためである：

定理 4.37

i ̸= n− 1のとき，GLn(F )のスムーズ表現H i
LTは既約超尖点表現を部分商に持

たない．

証明は [Mie10]を参照．この定理より，i ̸= n − 1のとき π ∈ Irrsc(GLn(F ))に
対し

HomGLn(F )

(
π,HomD×(H i

LT,LJ(π))
)
= 0

となる．実際，HomD×(H i
LT,LJ(π))

smはGLn(F )表現として (H i
LT)

∨⊗C LJ(π)に
埋め込めるので，もしHomGLn(F )(π,HomD×(H i

LT,LJ(π))) ̸= 0ならば単射GLn(F )

準同型 π ↪−→ (H i
LT)

∨が存在することになる．これの双対 (H i
LT)

∨∨ −↠ π∨と自然
な写像H i

LT ↪−→ (H i
LT)

∨∨の合成は 0でないことが容易に分かるので，H i
LTが既約

超尖点表現 π∨を商に持つことになり定理 4.37に矛盾する．

注意 4.38

実は，GLn(F )の表現として HomD×(Hn−1
LT ,LJ(π))smは π⊕nと同型であること

が証明できる（大域的な証明と，Mmに Lefschetz跡公式を適用する局所的な証明
([Str08b], [Mie12])の二通りの方法がある）．

recF の定義はやや複雑な形になっているが，これはGLn(F )やD×の中心がコン
パクトでないためHn−1

LT の準尖点部分が直和分解しないという事情による．スムー
ズ指標 χ : F× −→ C× を固定し，以下で定義するHn−1

LT の商Hn−1
LT,χ を考えること

で，recF のより簡明な解釈が得られる．
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定義 4.39

χ : F× −→ C×をスムーズ指標とする．Hn−1
LT の商で F× ⊂ D×が χ倍で作用

するような最大のものをHn−1
LT,χと書く．これはGLn(F )×D× ×WF の表現であ

る．注意 4.29 i)より，F× ⊂ GLn(F )はHn−1
LT,χに χ−1倍で作用する．

Hn−1
LT,χのGLn(F )表現としての準尖点部分（[Ber84, 2.3]参照）をHn−1

LT,χ,cuspと
書く．これはHn−1

LT,χの直和因子である．

命題 4.40

χ : F× −→ C×をスムーズ指標とするとき，以下が成り立つ：
i) χ(ϖc) = 1となるように整数 c ≥ 1をとると，GLn(OF )× IF の表現として
Hn−1

LT,χは
⊕

0≤δ≤cn−1H
n−1
LT,δ の直和因子である．

ii) Hn−1
LT,χはGLn(F )の表現として許容的である．

iii) Hn−1
LT,χ,cuspは以下のように直和分解できる：

Hn−1
LT,χ,cusp =

⊕
π,ρ

π ⊠ ρ⊠ σπ,ρ．

ただし，πは GLn(F )の既約超尖点表現で中心指標が χ−1であるものの同
型類を動き，ρはD×の既約スムーズ表現で中心指標が χであるものの同型
類を動く．σπ,ρはWF の有限次元 ℓ進表現である．

iv) π ∈ Irrsc(GLn(F ))の中心指標が χならば，recF (π) = σπ∨,LJ(π)(
n−1
2 )が成

り立つ．

なお，注意 4.38より，ρ ̸= LJ(π∨)のときは σπ,ρ = 0となることも分かるが，こ
れは後で使わない．

証明 i)を示す．χはϖcZ ⊂ F×上自明であるから，Hn−1
LT,χは

Hn−1
LT,ϖcZ = lim−→

m

Hn−1
c

(
(Mm/ϖ

cZ)⊗F̆ Cp,Qℓ

)
の商である（Mm/ϖ

cZはMmのϖcZ ⊂ F× ⊂ D×による商を表す）．Mm/ϖ
cZ =⨿

0≤δ≤cn−1M
(δ)
m であることが容易に分かるので，GLn(OF ) × IF の表現として

Hn−1
LT,ϖcZ

∼=
⊕

0≤δ≤cn−1H
n−1
LT,δが成立する．一方，F×/ϖcZはコンパクト群であるか

ら，直和分解Hn−1
LT,ϖcZ =

⊕
χH

n−1
LT,ϖcZ,χ

がある（χは F×/ϖcZのスムーズ指標を動
き，F× ⊂ D×はHn−1

LT,ϖcZ,χ
に χ倍で作用する）．定義よりHn−1

LT,χ = Hn−1
LT,ϖcZ,χ

なの
で，主張が従う．
ii)を示す．m ≥ 0に対し，(Hn−1

LT,δ)
Km = Hn−1

c (M
(δ)
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)は有限次元で

あることが知られている（例えば [Str08a, Lemma 2.5.1]参照）．よって，i)より
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(Hn−1
LT,χ)

Km も有限次元になる．すなわち，Hn−1
LT,χはGLn(F )の表現として許容的で

ある．
iii)を示す．D×/F× はコンパクトであるから，Hn−1

LT,χ,cusp =
⊕

ρ Vρ ⊠ ρ（Vρ は
GLn(F ) × WF の表現）という形の直和分解がある．Vρ は中心指標 χ−1 を持つ
GLn(F )の超尖点表現であるから，既約超尖点表現の可算個の直和になる ([Cas,

Proposition 5.4.2])．よって Vρ =
⊕

π π ⊠ σπ,ρ（σπ,ρはWF の表現）という形の直
和分解ができる．このときHn−1

LT,χ,cusp =
⊕

π,ρ π⊠ρ⊠σπ,ρである．σπ,ρの有限次元
性を示す．m ≥ 0を πKm ̸= 0となるようにとる．πKm ⊠ρ⊠σπ,ρは (Hn−1

LT,χ,cusp)
Km

に含まれる．ii)より (Hn−1
LT,χ,cusp)

Km は有限次元なので，σπ,ρが有限次元であるこ
とが分かる．
iv)を示す．LJ(π)の中心指標は χなので，

HomD×
(
Hn−1

LT ,LJ(π)
)
= HomD×

(
Hn−1

LT,χ,LJ(π)
)

であることが分かる．これと iii) の直和分解より，recF (π) = σ∨∨π∨,LJ(π)(
n−1
2 ) =

σπ∨,LJ(π)(
n−1
2 )となるのでよい（最後の等号で σπ∨,LJ(π)が有限次元であることを用

いた）．

系 4.41

π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し，recF (π)はWF の有限次元 ℓ進表現である．

証明 χを πの中心指標として命題 4.40 iv)を適用すればよい．

n = 1の場合のH i
LT,χに関する次の定理は，古典的 Lubin-Tate理論の帰結であ

る（古典的 Lubin-Tate理論については [Yos08]等を参照）：

定理 4.42

χを F×のスムーズ指標とするとき，GL1(F )× F× ×WF の表現としての同型

H0
LT,χ

∼= χ−1 ⊠ χ⊠ (χ ◦Art−1
F )

がある．また，i > 0のときH i
LT = H i

LT,χ = 0である．

この定理より，以前に述べた命題 4.2が従う．命題 4.3の証明も与えておこう．

命題 4.3の証明 i)を示す．ϕを系 4.32の通りとし，H = Kerϕとおくと，系 4.32

よりH i
LT = c-Ind

GLn(F )×D××WF

H H i
LT,0となる．χ : F× −→ C×を不分岐指標とし，

χGLn(F ) = χ◦det, χD× = χ◦Nrd, χWF
= χ◦Art−1

F とおくと，χ
−1
GLn(F )⊠χD×⊠χWF

はH 上自明なGLn(F )×D× ×WF の指標であるから，

H i
LT ⊗ (χ−1

GLn(F ) ⊠ χD× ⊠ χWF
) ∼= H i

LT
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が得られる．これを用いて π ∈ Irrsc(GLn(F ))に対し recF (π ⊗ χGLn(F ))を計算し
よう．まず，GLn(F )×WF の表現の同型

HomD×
(
Hn−1

LT ,LJ(π ⊗ χGLn(F ))
)

∼= HomD×
(
Hn−1

LT ⊗ (χ−1
GLn(F ) ⊠ χD× ⊠ χWF

),LJ(π)⊗ χD×
)

= HomD×
(
Hn−1

LT ,LJ(π)
)
⊗ (χGLn(F ) ⊠ χ−1

WF
)

が得られる．これより，

recF (π ⊗ χGLn(F )) ∼= HomGLn(F )

(
π,HomD×(Hn−1

LT ,LJ(π))
)∨(n− 1

2

)
⊗ χWF

= recF (π)⊗ χWF

となり主張が示された．
ii)はエタールコホモロジーの関手性より明らかである．

次に，定理 4.4の証明の解説に移る．このためには，Mmのよい形式モデルMm

を構成する必要がある．

定義 4.43

m ≥ 0を整数とする．S ∈ Nilpとし，X を S 上の p可除 OF 加群とする．
OF の作用と可換な有限平坦群スキームの準同型 ηm : (OF /ϖ

m)n −→ X[ϖm]が
Drinfeldレベル構造であるとは，次の条件を満たすことをいう：

S上の任意のアフィンスキーム SpecAおよび任意の f ∈ Γ(X[ϖm]×S

SpecA,O)に対し，A係数多項式の等式

det(T − f) =
∏

a∈(OF /ϖm)n

(
T − f(ηm(a))

)
が成立する．ただし，f(ηm(a))は S

a−−→ (OF /ϖ
m)n

ηm−−→ X[ϖm]の
底変換 SpecA −→ X[ϖm]×S SpecAによって f を引き戻して得られ
るA = Γ(SpecA,O)の元である．

Drinfeldレベル構造に関する詳細は，[KM85, Chapter 1]および [HT01, Chapter

II]を参照．

定理 4.44（Drinfeld [Dri74, Proposition 4.3]）
m ≥ 0を整数とし，関手Mm : Nilp −→ Setを次のように定める．S ∈ Nilp

に対し，Mm(S)は以下のような 3つ組 (X, ρ, ηm)の同型類の集合とする：
• (X, ρ) ∈M(S)．
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• ηm : (OF /ϖ
m)n −→ X[ϖm]はDrinfeldレベル構造．

このとき，次が成り立つ：
i) MmはM上有限な形式スキームで表現される．
ii) 自然な射Mm+1 −→Mmが存在し，有限平坦になる．
iii) 射影系 {Mm}のリジッド一般ファイバーは {Mm}と同型である．
iv) δ ∈ Zに対しM(δ)のMmにおける逆像M(δ)

m はアフィン形式スキームであ
り，その座標環R

(δ)
m = Γ(M(δ)

m ,O)は n次元完備正則局所OF̆ 代数となる．

例 4.45

n = 1のとき，F̆mを例 4.27の通りとすると，δ ∈ Zに対しM(δ)
m
∼= Spf OF̆m

で
ある．

Mmのときと同様，Mmには GLn(OF ) ×D×の右作用およびWeil降下データ
が自然に定まる．実は pro-object {Mm}へのGLn(F )の右作用も定めることがで
きるが，詳細は省略する．
M上の普遍 p可除 OF 加群を X univ と書いていたのであった．Mm 上の普遍

Drinfeldレベル構造 ηunivm : (OF /ϖ
m)n −→ X univ[ϖm]×MMmを用いて，以下の

ようにMmの閉部分形式スキームを定めることができる．

定義 4.46

(OF /ϖ
m)nの直和因子 I に対し，Mm,I ⊂Mmを条件 I ⊂ Ker ηunivm によって

決まる閉部分形式スキームとする．すなわち，Mm,I は S ∈ Nilpに対し

Mm,I(S) =
{
(X, ρ, ηm) ∈Mm(S)

∣∣ I ⊂ ker ηm
}

を満たす形式スキームである．M(δ)
m,I ⊂M

(δ)
m も同様に定める．

注意 4.47

g ∈ GLn(OF )の作用でM(δ)
m,I はM

(δ)
m,g−1I

にうつされる．

命題 4.48

m ≥ 1, 0 ≤ h ≤ n, δを整数とする．(OF /ϖ
m)nの階数 hの直和因子の集合を

Sm,hと書く．
i) I ∈ Sm,hのとき，R(δ)

m,I = Γ(M(δ)
m,I ,O)は n− h次元完備正則局所OF̆ 代数

である．
ii) SpecR

(δ)
m [ϖ−1] = SpecR

(δ)
m \

∪
I∈Sm,1

SpecR
(δ)
m,I となる．

証明 i)は [Dri74, Proposition 4.3 2)]より従う．ii)は [Mie10, Lemma 4.2 (i)]を
参照．
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次の命題が定理 4.4の証明の鍵となる．

命題 4.49（[Sch13a, Corollary 5.7]）
i ≥ 0, m ≥ 0, δを整数とする．GLn(OF )×WF /IF の表現としての同型

H i
(
IF , RΓ(M

(δ)
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)

) ∼= (IndGLn(F )
Pi(F ) (Sti ⊠ 1)

)Km ⊗Qℓ(−i)

がある．ここで，Pi ⊂ GLnは nの分割 n = i+ (n− i)に対応する標準放物型部
分群である．

略証 まず，

H i
(
IF , RΓ(M

(δ)
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)

)
= H i(M (δ)

m ,Qℓ) ∼= H i(SpecR(δ)
m [ϖ−1],Qℓ)

が成り立つことに注意する．なお，後半の同型はM(δ)
m が代数化できること ([Str08a,

Theorem 2.3.1])，形式隣接輪体の比較定理 ([Ber96, Theorem 3.1])，正則底変換定
理 ([Fuj95, Theorem 7.1.1], [ILO14, Exposé XVII, Proposition 4.2.1])を組み合わ
せることによって得られる．
以下簡単のため，n = 2の場合を扱う．X = SpecR

(δ)
m とおき，その唯一の閉

点を x と書く．U = SpecR
(δ)
m [ϖ−1], V = X \ {x} とおく．I ∈ Sm,1 に対し，

XI = SpecR
(δ)
m,I , VI = XI \ {x}と定める．命題 4.48 ii)より U = V \

∪
I∈Sm,1

VI

である．また，I, I ′ ∈ Sm,1が相異なるならば VI ∩VI′ = ∅である（[Mie10, Lemma

4.2 (ii)]参照）．
Gabberの絶対純性定理 ([ILO14, Exposé XVI, Théorème 3.1.1])を用いると以

下のようにコホモロジーの計算ができる：

H i(V,Qℓ) =


Qℓ (i = 0),

Qℓ(−2) (i = 3),

0 (i ̸= 0, 3),

H i(VI ,Qℓ) =


Qℓ (i = 0),

Qℓ(−1) (i = 1),

0 (i ̸= 0, 1),

H i
VI
(V,Qℓ) = H i−2

(
VI ,Qℓ(−1)

)
=


Qℓ(−1) (i = 2),

Qℓ(−2) (i = 3),

0 (i ̸= 2, 3)．

よって，完全系列

· · · −→ H2(V,Qℓ) −→ H2(U,Qℓ) −→
⊕

I∈Sm,1

H3
VI
(V,Qℓ) −→ H3(V,Qℓ) −→ · · ·

から

H2(SpecR(δ)
m [ϖ−1],Qℓ) = H2(U,Qℓ) = Ker

( ⊕
I∈Sm,1

Qℓ(−2)
Σ−−→ Qℓ(−2)

)

95



となる．
I0 ∈ Sm,1 を {(a, 0) | a ∈ OF /ϖ

m} ⊂ (OF /ϖ
m)2 という直和因子とすると，

[g]に g−1I0を対応させることで，全単射 B(OF )\GL2(OF )/Km
∼= Sm,1が得られ

る．これと注意 4.47より，GL2(OF ) ×WF /IF の表現として
⊕

I∈Sm,I
Qℓ(−2) ∼=

(Ind
GL2(OF )
B(OF ) Qℓ)

Km(−2)である．さらに，岩澤分解 GL2(F ) = B(F )GL2(OF )に
注意すると，これは (Ind

GL2(F )
B(F ) δ−1

B )Km(−2)とも同型であることが分かる（δB は
B(OF )上自明であることに注意）．したがって，

H2(SpecR(δ)
m [ϖ−1],Qℓ) ∼= Ker

(
(Ind

GL2(F )
B(F ) δ−1

B )Km → Qℓ

)
(−2) = StKm

2 (−2)

となり，i = 2の場合の主張が従う．
同様の議論により，

H1(SpecR(δ)
m [ϖ−1],Qℓ) = (Ind

GL2(F )
B(F ) Qℓ)

Km(−1), H0(SpecR(δ)
m [ϖ−1],Qℓ) = Qℓ

も容易に証明できる．

上の命題ではGLn(OF )の作用しか見ていないが，超尖点タイプに関する次の定
理を使うことによって，GLn(OF )の作用からGLn(F )の表現に関する情報を引き
出すことができる：

定理 4.50（Paskunas [Pas05]）
πをGLn(F )の既約超尖点表現とするとき，GLn(OF )の既約スムーズ表現 ρで
以下の条件を満たすものが一意的に存在する：

GLn(F )の既約スムーズ表現 π′に対し，π′|GLn(OF )が ρを含むことと
π′が π ⊗ (χ ◦ det)（χは F×の不分岐指標）という形であることは同
値である．

以下では π ∈ Irrsc(GLn(F ))を固定し，ρを上の定理のようにとる．GLn(OF )の
スムーズ表現 V に対し，V [ρ] = HomGLn(OF )(ρ, V )とおく．V 7→ V [ρ]は完全関手
である．また，V がGLn(F )の長さ有限のスムーズ表現であり，超尖点表現を部分
商に持たないならば，V [ρ] = 0である．

系 4.51

n ≥ 2のとき，i ≥ 0, m ≥ 0および δ ∈ Zに対し次が成り立つ：

H i
(
IF ,H

n−1(M (δ)
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)

)
[ρ] = 0．

証明 記号の簡略化のため，⊗F̆ Cpおよび係数Qℓは省略する 注 23．
注 23Hi(M

(δ)
m )という記号は，命題 4.49の略証において考えたM

(δ)
m 自身のコホモロジーHi(M

(δ)
m ,Qℓ)
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i ≥ 2のときH i(IF ,H
j(M

(δ)
m )) = 0であるから（後述の補題 4.52 i)参照），次の

完全系列がある：

0 −→ H1(IF ,H
i−1(M (δ)

m )) −→ H i(IF , RΓ(M
(δ)
m )) −→ H0(IF ,H

i(M (δ)
m )) −→ 0．

よって，任意の iに対しH i(IF , RΓ(M
(δ)
m ))[ρ] = 0を示せば十分である．命題 4.49

より，これは (Ind
GLn(F )
Pi(F ) (Sti ⊠ 1))Km [ρ] = 0と同値である．Ind

GLn(F )
Pi(F ) (Sti ⊠ 1)は

GLn(F )の長さ有限のスムーズ表現であり，超尖点表現を部分商に持たないので，
(Ind

GLn(F )
Pi(F ) (Sti ⊠ 1))[ρ] = 0である．これより主張は直ちに従う．

この系と，Galoisコホモロジーに関する次の補題を組み合わせることで定理 4.4

は証明される：

補題 4.52

WF の有限次元 ℓ進表現 V に対し，次が成り立つ：
i) 任意の iに対しH i(IF , V )は有限次元Qℓベクトル空間であり，i ≥ 2のとき
H i(IF , V ) = 0である．

ii) 整数 rに対し次が成り立つ：

(1− qr) Tr
(
Frobrq; (V

ss)IF
)
=

1∑
i=0

(−1)iTr
(
Frobrq;H

i(IF , V )
)
．

特に，H0(IF , V ) = H1(IF , V ) = 0ならば (V ss)IF = 0である．

証明 まず V がWF のスムーズ表現の場合を考える．よく知られているように

H i(IF , V ) =


V IF (i = 0)

VIF (−1) (i = 1)

0 (i ≥ 2)

となるので，i)が従う．V への IF の作用がスムーズであることから VIF
∼= V IF と

なるので，
1∑

i=0

(−1)iTr
(
Frobrq;H

i(IF , V )
)
= Tr(Frobrq;V

IF )− qr Tr(Frobrq;V IF )

= (1− qr)Tr(Frobrq;V IF ) = (1− qr)Tr
(
Frobrq; (V

ss)IF
)

となり ii)が得られる（IF はコンパクトなので，IF のスムーズ表現の圏からの関手
(−)IF は完全であることに注意）．
とたいへん紛らわしいが，今後後者が出てくることはないのでご了承いただきたい．
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V が一般の有限次元 ℓ進表現の場合は，WF 部分空間の列 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ · · · ⊂
Vk = V で Vi+1/Viがスムーズになるようなものがとれる．これを使うとまず i)が
スムーズの場合に帰着できる．さらに ii)の両辺が V に関し加法的であることに注
意すると，こちらもスムーズの場合に帰着できる．

定理4.4の証明 (recssF (π)
IF )∨ = (recssF (π)IF )

∨ = (recssF (π)
∨)IF = ((recF (π)

∨)ss)IF

であるから，補題4.52 ii)より，recssF (π)IF = 0を証明するためにはH0(IF , recF (π)
∨) =

H1(IF , recF (π)
∨) = 0を示せば十分である．

π の中心指標を χとすると，命題 4.40 iv)より，GLn(F ) × D× × WF の表現
π∨ ⊠ LJ(π)⊠ recF (π)(−n−1

2 )はHn−1
LT,χの直和因子である．よって，GLn(F )× IF

の表現として π∨⊠ recF (π)はHn−1
LT,χの直和因子である．ρは π|GLn(OF )の直和因子

であるから，GLn(OF ) × IF の表現として ρ∨ ⊠ recF (π)はHn−1
LT,χの直和因子であ

る．これと命題 4.40 i)より，ある c ≥ 1に対して ρ∨⊠ recF (π)は
⊕

0≤δ≤cn−1H
n−1
LT,δ

の直和因子となる．
整数m ≥ 0をKmが ρに自明に作用するようにとる．このとき，ρ∨ ⊠ recF (π)

は
⊕

0≤δ≤cn−1(H
n−1
LT,δ)

Km =
⊕

0≤δ≤cn−1H
n−1
c (M

(δ)
m )の直和因子となる（系 4.51の

証明中と同様の記号の略記をしている）．Poincaré 双対定理より，ρ ⊠ recF (π)
∨

は
⊕

0≤δ≤cn−1H
n−1(M

(δ)
m ) の直和因子である．したがって，i ≥ 0 に対し ρ ⊠

H i(IF , recF (π)
∨)は

⊕
0≤δ≤cn−1H

i(IF ,H
n−1(M

(δ)
m ))の直和因子となる．よって系

4.51より
H i
(
IF , recF (π)

∨) = (ρ⊠H i(IF , recF (π)
∨)
)
[ρ] = 0

となり，H i(IF , recF (π)
∨) = 0が得られる．

4.3 Global geometry — モジュラー曲線の場合

ここでは，保型表現に伴うGalois表現の局所成分と前小節で定義した recF をどの
ようにして結び付けるかを，GL2(AQ)の場合に説明する．Eichler-Shimura, Deligne

らの研究により，この場合にはモジュラー曲線の ℓ進エタールコホモロジーを用い
て保型表現に対応するGalois表現を構成できることが知られている．まずはモジュ
ラー曲線について簡単に思い出しておこう．
N ≥ 1を整数とする．レベルN のモジュラー曲線 ShN とは，楕円曲線Eとその

レベル構造 η : (Z/NZ)2
∼=−−→ E[N ]の組 (E, η)を分類するQ上のモジュライ空間で

ある．N ≥ 3のとき，ShN はQ上滑らかなスキームとなる．また，H± = C \Rと
すると，ShN (C)は以下のような一意化を持つ：

ShN (C) = GL2(Q)\GL2(A∞
Q )× H±/K(N)．

ここで，K(N)は
{(

a b

c d

)
∈ GL2(Ẑ)

∣∣∣ a, d ≡ 1, b, c ≡ 0 (mod N)

}
で与えられ
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るGL2(A∞
Q )のコンパクト開部分群である．

N を動かすと {ShN}は自然に射影系をなす．また，{ShN}を pro-objectと見
ると，GL2(A∞

Q )が右から作用する（Hecke作用）．したがって，ℓ進エタールコホ
モロジー H1

c (Sh∞) = lim−→N
H1

c (ShN ⊗Q Q,Qℓ)は GL2(A∞
Q ) × ΓQ の表現になる．

GL2(A∞
Q )の作用はスムーズ，ΓQの作用は連続である．

注意 4.53

i) モジュラー曲線はQ上固有ではないため，考えるコホモロジーにいくつか選
択肢がある．候補としては，上記のコンパクト台コホモロジーの他，通常の
コホモロジーH1(ShN ⊗QQ,Qℓ)，放物型コホモロジーH1

! (ShN ⊗QQ,Qℓ) =

Im(H1
c → H1)，（自然なコンパクト化 ShN ↪−→ Shmin

N に関する）交叉コホモ
ロジー IH1(ShN ⊗QQ,Qℓ)などがある．この場合，H1

c
∼= (H1)∨, H1

!
∼= IH1

である注 24から，本質的には二通りの選択肢があることになる．H1
c はH1

! に
比べて少し大きいので，通常後者の方が扱いやすいとされているが，ここで
は話の都合上前者を考える．なお，定理 4.5の証明の際に実際に使われる志
村多様体はコンパクトであるから，このような問題は起こらない．

ii) すぐ後にも述べるが，コホモロジーH1
c (Sh∞)と関係するのは重さ 2の尖点

形式である．より重さが大きい尖点形式を扱うためには，定数層ではない層
を係数に持つエタールコホモロジーを考える必要があるが，ここでは説明し
ない．

定義 4.54

Gを局所副有限群とする．Gの既約許容表現全体の同型類を Irr(G)と書き，許
容表現のGrothendieck群Groth(G)を以下のように定める：

Groth(G)の元は形式和
∑

π∈Irr(G)mπ[π]で，Gの任意のコンパクト
開部分群Kに対し {π ∈ Irr(G) | πK ̸= 0,mπ ̸= 0}が有限集合となる
もの．

Gの許容表現 πに対し，[π] ∈ Groth(G)が自然に定まる．実際，π0 ∈ Irr(G)に対
し πK0 ̸= 0となるGのコンパクト開部分群Kをとり，有限次元H(G,K)加群 πK

における πK0 の重複度をmπ,π0 とおき，[π] =
∑

π0∈Irr(G)mπ,π0 [π0]とすればよい．
Γを位相群（例えばGalois群やWeil群）とするとき，G× Γの表現でGの表
現として許容的かつ Γの表現として連続なものを許容／連続表現と呼ぶ．上と同
様の方法で，許容／連続表現のGrothendieck群Groth(G× Γ)を定義することが
できる．
V を G × Γの許容／連続表現とし，その Groth(G × Γ)における像を [V ] =∑
π,Rmπ,R[π ⊠ R] と書く．G の既約許容表現 π0 に対し，Γ の半単純連続表現

V [π0]を V [π0] =
⊕

RR
⊕mπ0,R で定める．

注 24高次元志村多様体に対しては，Hi
! と IHi は一般に同型ではない．
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定理 4.5の類似である次の定理について解説するのが本小節の目標である：

定理 4.55

ΠをGL2(AQ)の尖点的保型表現とし，以下を仮定する：
• Π∞ ∼= D1,0．
• ある素数 p0に対し，Πp0 は超尖点表現である．

RΠ = H1
c (Sh∞)[Π∞]とおく．このとき，RΠは ΓQの 2次元半単純 ℓ進表現であ

り，任意の素数 p ̸= ℓに対して (RΠ)
ss
p = recssQp

(Πp)
∨(−1

2)となる．特に，R∨
Πは定

義 3.7の意味でΠ⊗ |det|1/2に対応する．

注意 4.56

f を重さ 2の正規化されたHecke固有新形式とし，Πf をそれに伴うGL2(AQ)の
保型表現とすると，Π = Πf ⊗ |det|はΠ∞ ∼= D1,0を満たす（注意 3.20 ii)参照）．

H1
c (Sh∞)への ΓQの作用を調べるには，モジュラー曲線の整モデルを利用する．

次にこれを導入しよう．以下では ℓと異なる素数 pを固定し，N ≥ 3を pと互いに
素な整数とする．整数m ≥ 0に対し，以下のような 3つ組 (E, ηN , ηp)を分類する
Zp上のモジュライ空間を Shm,N と書く：
• Eは楕円曲線．
• ηN : (Z/NZ)2

∼=−−→ E[N ]はレベル構造．
• ηp : (Z/pmZ)2 −→ E[pm]はDrinfeldレベル構造（定義 4.43を参照）．

この Shm,N は ShpmN の整モデルを与える．すなわち，以下が成り立つ：

Shm,N ⊗ZpQp
∼= ShpmN ⊗QQp．

定理 4.44と同様，{Shm,N}は射影系をなす．また，{Shm,N}には GL2(A∞
Q )の右

作用が定まり，上の同型はこの作用と両立する．
Shm,N は m = 0のときには Zp 上滑らかであるが，m > 0のときはそうでは

ない．このような悪い還元を調べる際には，隣接輪体を考えるのが有効である．
Shm,N = Shm,N ⊗ZpFpとおき，次の図式を考える：

Shm,N
i

↪−→ Shm,N ⊗ZpZur
p

ȷ←− Shm,N ⊗ZpQp．

隣接輪体とは，RψQℓ = i∗Rȷ∗Qℓによって定まる Shm,N 上の ℓ進層の複体であっ
た．そのコホモロジー

H1
c (Sh∞, RψQℓ) = lim−→

m,N

H1
c (Shm,N , RψQℓ)

にはGL2(A∞
Q )× ΓQp が自然に作用する．
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注意 4.57

コホモロジーH1
c (Shm,N , RψQℓ)はリジッド幾何を使うと次のように解釈できる．

ShgoodpmN,Qp
⊂ ShpmN ⊗QQpを，対応する楕円曲線がよい還元を持つような部分集合

とすると，これは ShpmN ⊗QQpの準コンパクト開部分リジッド空間であり，

H1
c (Shm,N , RψQℓ) ∼= H1

c (Sh
good
pmN,Qp

⊗QpQp,Qℓ)

が成り立つ．

次の命題より，H1
c (Sh∞, RψQℓ)を用いてRΠを調べることが可能になる．

命題 4.58

自然な射 H1
c (Shm,N , RψQℓ) −→ H1

c (Shm,N ⊗ZpQp,Qℓ)は同型である．特に，
GL2(A∞

Q ) × ΓQp の作用と可換な同型 H1
c (Sh∞, RψQℓ) ∼= H1

c (Sh∞)|ΓQp
が存在

する．

略証 Weilペアリングを用いて Shm,N を Zp[µpm ]上のスキームとみなす．Shm,N

は Zp[µpm ]上固有なスキーム Shmin
m,N にコンパクト化できる．コンパクト化の境界

Shmin
m,N \Shm,N は Zp[µpm ]上エタールであり，Shmin

m,N は境界の近傍で Zp[µpm ]上ス
ムーズであることが知られている．よって [SGA7, Exposé XIII, Proposition 2.1.9]

より，Shm,N を Zp[µpm ]上のスキームと見て命題中の射を考えると同型になる．も
ともとの射はこの同型の直和で書けるので，やはり同型である．

Shm,N は Fp上の（レベル付き）楕円曲線を分類する空間であった．Fp上の楕円
曲線には通常なものと超特異なものの 2種類があるので，それに応じて Shm,N を 2

つの部分に分けることができる：

定義 4.59

i) Sh
ss
m,N ⊂ Shm,N を超特異楕円曲線に対応する被約部分スキームとする．こ

れは有限個の点からなる閉部分スキームとなる．Sh
ord
m,N = Shm,N \ Sh

ss
m,N

とおく．
ii) H i

ss = lim−→m,N
H i(Sh

ss
m,N , RψQℓ|Sh ss

m,N
)とおく．これには自然にGL2(A∞

Q )×

ΓQpが作用する．同様に，H i
ord = lim−→m,N

H i
c(Sh

ord
m,N , RψQℓ|Sh ord

m,N
)と定める．

こちらもGL2(A∞
Q )× ΓQp の表現となる．

GL2(A∞
Q )× ΓQp 表現の長完全系列

· · · −→ H0
ss −→ H1

ord −→ H1
c (Sh∞, RψQℓ) −→ H1

ss −→ H2
ord −→ · · ·

が存在するので，H1
c (Sh∞, RψQℓ)を調べるにはH i

ssとH i
ordを調べればよい．

101



■H i
ssについて

Sh
ss
m,N は有限個の点からなるので，

H i(Sh
ss
m,N , RψQℓ|Sh ss

m,N
) =

⊕
x∈Sh ss

m,N (Fp)

(RiψQℓ)x

である．(RiψQℓ)xは Shm,N ⊗ZpZur
p の xにおける完備化のみに依存することが分

かっているので，まずこの完備化を調べることにする．

命題 4.60

x ∈ Sh
ss
m,N (Fp)とし，Shm,N ⊗ZpZur

p の xにおける完備化を (Shm,N )∧x と書くこ
とにする．このとき，Ẑur

p 上の同型M
(0)
m
∼= (Shm,N )∧x が存在する．

証明 まずm = 0の場合を考える．このとき，xは Fp上の楕円曲線Eとレベル構
造 ηN : (Z/NZ)2

∼=−−→ E[N ]の組 (E, η)と対応する．Eは超特異であるから，E[p∞]

は命題 4.20の p可除群 Xと同型である．この同型E[p∞] ∼= Xを固定する．
注意 4.24より，M(0)はXの普遍変形空間である．一方，(Sh0,N )∧x は (E, ηN )の

普遍変形空間である．ηN は有限エタール群スキームの間の同型なので，Eの変形を
与えると ηN の変形は一意的に決まってしまう．したがって (Sh0,N )∧x は Eの普遍
変形空間となる．Serre-Tateの定理（証明は [Mes72]や [Dri76, Appendix]を参照）
により，Eの変形とE[p∞] ∼= Xの変形は圏同値になるので，同型M(0) ∼= (Sh0,N )∧x
が得られた．
次に，一般の場合を考える．xの Sh0,N における像を y とすると，自然な同型
M(0)

m
∼= (Sh0,N )∧y ×Sh0,N Shm,N がある（両辺ともM(0) ∼= (Sh0,N )∧y 上の普遍 p可

除群のDrinfeldレベル構造を分類する空間であるため）．Shm,N −→ Sh0,N は有限
射であるから，右辺は

⨿
x′ 7→y(Shm,N )∧x′ と一致する．一方，定理 4.44 iv)より左辺

の底空間は 1点であるから，yにうつる x′ ∈ Shm,N は xのみであることが分かる．
したがって (Sh0,N )∧y ×Sh0,N Shm,N = (Shm,N )∧x となり，M

(0)
m
∼= (Shm,N )∧x が得ら

れる．

上の定理の証明において，以下の系も得られている．

系 4.61

Sh
ss
m,N (Fp) −→ Sh

ss
0,N (Fp)は全単射である．

命題 4.60を用いて (RiψQℓ)xを計算することができる：

系 4.62

x ∈ Sh
ss
m,N (Fp)に対し，(RiψQℓ)x ∼= H i(M

(0)
m ⊗Ẑur

p
Cp,Qℓ)が成り立つ．
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証明 [Ber96, Theorem 3.1]と命題 4.60の帰結である．

次に Sh
ss
m,N (Fp)を記述しよう．系 4.61より，m = 0の場合を考えれば十分で

ある．

命題 4.63

Fp上の超特異楕円曲線E0を固定し，B = End(E0)⊗Z Qとおく．Q上の代数
群 I を，Q代数Rに対し I(R) = (B ⊗Q R)

×とおくことにより定める．
i) 同型 X ∼= E0[p

∞]および (Ẑp)2 ∼= T pE0 =
∏

ℓ ̸=p TℓE0 を固定する．このと
き，B ⊗Q Qp

∼= D, B ⊗Q Qℓ
∼= M2(Qℓ) (ℓ ̸= p)が定まる．特に，B は

∞, pでのみ分岐するQ上の四元数体である．これらの同型から，群準同型
jp : I(Q) ↪−→ I(Qp) ∼= D×および j∞,p : I(Q) ↪−→ I(A∞,p

Q ) ∼= GL2(A∞,p
Q )が

定まる．
ii) i)の状況において，次の同型がある：

Sh
ss
0,N (Fp) ∼= I(Q)\Z×GL2(A∞,p

Q )/Kp(N)．

ただし，Kp(N) ⊂ GL2(A∞,p
Q )はK(N) = GL2(Zp) ·Kp(N)を満たすコン

パクト開部分群である．また，I(Q)の Z×GL2(A∞,p
Q )への作用は以下で与

えられるものとする：
• h ∈ I(Q)は Zに δ 7→ δ − vp(Nrd jp(h))で作用する．
• h ∈ I(Q)はGL2(A∞,p

Q )に g 7→ j∞,p(h)gで作用する．

証明の準備として，まず次の補題を証明する．この補題は，有限体上のアーベル
多様体の同種類を分類する理論である本田・Tate理論 ([Hon68], [Tat71])の特別な
場合と見ることができる．

補題 4.64

Fp上の任意の超特異楕円曲線は互いに同種である．

証明 FqをFpの有限次拡大とし，E, E′をFq上の超特異楕円曲線とする．E⊗Fq Fp

と E′ ⊗Fq Fp が同種であることを示せばよい．End(E ⊗Fq Fp) ⊗Z Q, End(E′ ⊗Fq

Fp) ⊗Z Qは Q上の四元数体であるから，Fq を有限次拡大にとりかえることで，
End(E)⊗Z Q, End(E′)⊗Z QもQ上の四元数体であるとしてよい．
FrobE ∈ End(E)を Eの q乗 Frobenius射とする．これは End(E)⊗Z Qの中心

Qに属するので，FrobE ∈ Zとなる．一方，ℓを pと異なる素数とすると，Weil予想
よりFrobEの TℓEへの作用の固有値の複素絶対値は

√
qである．これらを合わせる

と FrobE = ±√qが得られる．よってE ⊗Fq Fq2 の q2乗 Frobenius射 FrobE⊗FqFq2

は q2倍写像である．同様に FrobE′⊗FqFq2
も q2倍写像である．特に，Gal(Fp/Fq2)
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の表現として Tℓ(E ⊗Fq Fq2) ∼= Tℓ(E
′ ⊗Fq Fq2)である．Tateの定理（有限体上の

アーベル多様体に対するTate予想，[Tat66]参照）からE ⊗Fq Fq2 とE′ ⊗Fq Fq2 が
同種であることが分かるので，E ⊗Fq FpとE′ ⊗Fq Fpも同種である．

命題4.63の証明 i)を示す．まず，Tateの定理のp進版 ([WM71])より，End(E0)⊗Z

Qp
∼= End(E0[p

∞]) ⊗Zp Qp
∼= End(X) ⊗Zp Qp，すなわち B ⊗Q Qp

∼= Dが成り立
つ．これより BはQ上の四元数体であることも分かる．次に ℓを pと異なる素数
とすると，単射 End(E0) ⊗Z Qℓ ↪−→ EndZℓ

(TℓE0) ⊗Zℓ
Qℓ
∼= M2(Qℓ)が得られる．

End(E0)⊗Z QℓはQℓ上 4次元なのでこの単射は同型となり，B ⊗Q Qℓ
∼= M2(Qℓ)

が従う．特にBは pで分岐し，p以外の素数 ℓで分裂するので，∞では分岐するこ
とも分かる．
ii)を示す．次のような 3つ組 (E, ξ, ηp)の同型類の集合を Sh

ss
∞(Fp)と書く：

• Eは Fp上の超特異楕円曲線．
• ξ : X

∼=−−→ E[p∞]．

• ηp : (Ẑp)2
∼=−−→ T pE．

これは，次のような 3つ組 (E, ξQ, η
p
Q)の同種類の集合と同一視できる：

• Eは Fp上の超特異楕円曲線．
• ξQ : X −→ E[p∞]は準同種写像．
• ηpQ : (A∞,p

Q )2
∼=−−→ V pE(= T pE ⊗Z Q)．

この集合には D× × GL2(A∞,p
Q )の右作用を定めることができる：(h, g) ∈ D× ×

GL2(A∞,p
Q )の作用は (E, ξQ, η

p
Q) 7→ (E, ξQ ◦ h, ηpQ ◦ g)とする．この作用が推移的で

あることを示そう．2つの 3つ組 (E, ξQ, η
p
Q), (E

′, ξ′Q, η
′p
Q)をとると，補題 4.64より

同種写像 ϕ : E′ −→ Eが存在する．h = ξ−1
Q ◦ϕ[p∞] ◦ ξ′Q, g = (ηpQ)

−1 ◦ V pϕ ◦ η′pQ と
おくと

(E′, ξ′Q, η
′p
Q) ∼ (E, ϕ[p∞] ◦ ξ′Q, V pϕ ◦ η′pQ) = (E, ξQ ◦ h, ηpQ ◦ g)

となるので，(E, ξQ, η
p
Q), (E

′, ξ′Q, η
′p
Q)はD× ×GL2(A∞,p

Q )の作用でうつりあう．
i)の設定においては 3つ組 x0 = (E0, ξ0,Q, η

p
0,Q)が定まっていた．これの安定化

群を考えよう．(E0, ξ0,Q, η
p
0,Q)と (E0, ξ0,Q ◦ h, ηp0,Q ◦ g)が同種であったとすると，

ϕ ∈ (End(E0)⊗ZQ)× = B×が存在してϕ[p∞]◦ξ0,Q = ξ0,Q◦h, V p(ϕ)◦ηp0,Q = ηp0,Q◦g
となる．このとき jp, j

∞,pの定義より jp(ϕ) = h, j∞,p(ϕ) = gを得る．すなわち，
x0の安定化群は (jp, j

∞,p) : I(Q) ↪−→ D× ×GL2(A∞,p
Q )の像と一致する．

以上より，全単射 Sh
ss
∞(Fp) ∼= I(Q)\D× × GL2(A∞,p

Q ) がある．Sh
ss
0,N (Fp) =

Sh
ss
∞(Fp)/(O×

D ×Kp(N))とD×/O×
D

∼=−−→ Z; h 7→ −vF (Nrdh)に注意すると，ii)の
同型

Sh
ss
0,N (Fp) = I(Q)\Z×GL2(A∞,p

Q )/Kp(N)

が得られる．
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命題 4.60と命題 4.63をまとめたものが次の定理である．

定理 4.65（p進一意化定理）
Shm,N ⊗ZpZur

p の Sh
ss
m,N に沿った完備化を (Shm,N )∧ssと書く．命題 4.63と同様，

Fp 上の超特異楕円曲線 E0 および同型 X ∼= E0[p
∞], (Ẑp)2 ∼= T pE0 を固定する．

また，E0の Ẑur
p 上への持ち上げ Ẽ0も固定する．

このとき，各m, N に対し Ẑur
p 上の形式スキームの同型

I(Q)\Mm ×GL2(A∞,p
Q )/Kp(N) ∼= (Shm,N )∧ss

がある．ここで，I(Q)のMm ×GL2(A∞,p
Q )への作用は以下で与えられる：

• h ∈ I(Q)のMmへの作用は jp(h)
−1 ∈ D×のMmへの右作用として定める．

• h ∈ I(Q)のGL2(A∞,p
Q )への作用は命題 4.63 ii)と同様．

この同型はm, N の変更と両立する．また，両辺の Hecke作用（GL2(A∞
Q )の右

作用）およびWeil降下データはこの同型で保たれる（右辺のWeil降下データは
Shm,N ⊗ZpZur

p の自然なWeil降下データから誘導されるものを考える）．

証明 まずm = 0の場合に考える．S ∈ Nilp, (X, ρ) ∈ M(S), g ∈ GL2(A∞,p)を
とり，((X, ρ), g)に対応する Sh0,N (S)の元を構成する．同型X ∼= E0[p

∞]が固定さ
れているので，ρは準同種写像E0[p

∞]×SpecFp
S −→ X×S Sを誘導する．準同種写

像の剛性より，これは準同種写像 ρ̃ : Ẽ0[p
∞]×

Spec Ẑur
p
S −→ Xに一意的に持ち上が

る．このとき，S上の楕円曲線の p準同種写像（次数が pの羃であるような準同種
写像）ϕ : Ẽ0⊗Spec Ẑur

p
S −→ E1で ϕ[p∞]が ρ̃と同一視できるようなものが（同型を

除き）一意的に存在する．一方，pと素な整数N ′ ≥ 3を一つとると，固定していた
同型 (Ẑp)2 ∼= T pE0から E0のレベル構造 (Z/N ′Z)2 ∼= E0[N

′]が定まる．これは同
型 (Z/N ′Z)2 ∼= Ẽ0[N

′]に一意的に延長され，ϕ[N ′] : Ẽ0[N
′]⊗

Spec Ẑur
p
S −→ E1[N

′]

が同型であることに注意すると，E1のレベル構造 η1,N ′ : (Z/N ′Z)2 ∼= E1[N
′]も定

まることが分かる．特にN ′を g−1Kp(N ′)g ⊂ Kp(N)を満たすようにとり，Hecke

作用素 [g] : Sh0,N ′(S) −→ Sh0,N (S)による (E1, η1,N ′) ∈ Sh0,N ′(S)の像を (E, ηN )

と書く．M(S)×GL2(A∞,p) −→ Sh0,N (S)を ((X, ρ), g) 7→ (E, ηN )により定める．
簡単な議論により，この写像は I(Q)\M(S)×GL2(A∞,p)/Kp(N) −→ Sh0,N (S)を
引き起こすことが分かる．また，S = Fpのときに像が Sh

ss
0,N (Fp)に含まれること

も分かる．以上より，Ẑur
p 上の形式スキームの射

I(Q)\M×GL2(A∞,p)/Kp(N) −→ (Sh0,N )∧ss

が得られた．
m ≥ 1の場合には上記のXにDrinfeldレベル構造がつくが，それに応じてEに
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もDrinfeldレベル構造がつくことが構成から分かるので，形式スキームの射

I(Q)\Mm ×GL2(A∞,p)/Kp(N) −→ (Shm,N )∧ss

が得られる．これが底空間（有限集合！）に全単射を誘導することは命題 4.63よ
り従い，各点において局所的に同型となることは命題 4.60より従うので，それ自
身同型となる．
様々な構造との整合性は定義より容易に分かる．

この命題を用いると，H i
ssとH i

LTを結び付けることができる．

系 4.66

命題 4.63 i)の同型 I(A∞,p
Q ) ∼= GL2(A∞,p

Q ), I(Qp) ∼= D× によって I(A∞,p
Q )と

GL2(A∞,p
Q ), I(Qp)とD×を同一視する．このとき，GL2(A∞

Q )×WQp の表現とし
ての同型

H i
ss
∼=

⊕
Π;Π∞=1

Π∞,p ⊗HomD×(H2−i
LT ,Πp)

sm(−1)

がある．ここで，Πは I(AQ)の保型表現でΠ∞ = 1となるもの全体を動く．

証明 命題 4.63 ii)より，I(Q)\GL2(A∞,p
Q )/Kp(N)は有限集合であった．これの

完全代表系 gp1 , . . . , g
p
k ∈ GL2(A∞,p

Q )をとり，Γj = gpjK
p(N)(gpj )

−1 ∩ I(Q)とおく．
これを I(Q) ↪−→ I(Qp) = D×によってD×の部分群と見ると，離散的かつ余コン
パクトな部分群となる．さらに，N を十分大きくとると，Γj はMmの底空間に自
由に作用する．

I(Q)\Mm ×GL2(A∞,p
Q )/Kp(N) =

k⨿
j=1

Mm/Γj

であるから，定理 4.65の同型の両辺のリジッド一般ファイバーのコホモロジーを
とることで，

H i(Sh
ss
m,N , RψQℓ|Sh ss

m,N
) =

k⊕
j=1

H i(Mm/Γj)

を得る（記号の簡略化のため，H i((Mm/Γj)⊗Q̂ur
p
Cp,Qℓ)を単にH i(Mm/Γj)と書

いている）．Mm/Γj はM
(δ)
m の有限個の直和と同型であるから，Poincaré双対定理

より

H i(Mm/Γj) ∼= HomQℓ

(
H2−i

c (Mm/Γj),Qℓ

)
(−1) = HomQℓ

(
H2−i

c (Mm),Qℓ

)Γj (−1)

となる．
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Vm = HomQℓ
(H2−i

c (Mm),Qℓ)(−1)とおく．a = (aj) ∈
⊕k

j=1 V
Γj
m に対し，写像

fa : I(Q)\I(A∞
Q )/Kp(N) −→ Vm

を f(γgpj gpk) = g−1
p aj (γ ∈ I(Q), 1 ≤ j ≤ k, gp ∈ D×, k ∈ Kp(N))によって定め

る．これはwell-definedであり，fa(ggp) = g−1
p fa(g) (g ∈ I(A∞

Q ), gp ∈ D×)を満た
す．逆に，この条件を満たす写像fに対しaj = f(gpj )とおくとa = (aj) ∈

⊕k
j=1 V

Γj
m

である．したがって

H i(Sh
ss
m,N , RψQℓ|Sh ss

m,N
) ∼= {f : I(Q)\I(A∞

Q )/Kp(N) −→ Vm | f(ggp) = g−1
p f(g)}

となる．
I(A∞

Q )上の保型形式の空間Aを

A = {φ : I(Q)\I(A∞
Q ) −→ C = Qℓ | φはスムーズ }

と定める．上の同型の右辺は (AKp(N) ⊗ Vm)D
× と同一視できるので，N , mに関

して極限をとることで次の同型が得られる：

H i
ss
∼=
(
A⊗HomQℓ

(H2−i
LT ,Qℓ)

sm(−1)
)D×
．

左辺には GL2(A∞
Q ) × WQp が作用する．一方，Aには右移動によって I(A∞

Q ) =

GL2(A∞,p
Q )×D×が作用するので，右辺にもGL2(A∞

Q )×WQp が作用することが分
かる．上の同型はこれらの作用と可換であることが容易に確かめられる．
最後に直和分解A =

⊕
Π;Π∞=1Π

∞を使うことで，

H i
ss
∼=

⊕
Π;Π∞=1

(
Π∞ ⊗HomQℓ

(H2−i
LT ,Qℓ)

sm(−1)
)D×

=
⊕

Π;Π∞=1

Π∞,p ⊗HomD×(H2−i
LT ,Πp)

sm(−1)

となり結論を得る．

系 4.67

ΠをGL2(AQ)の尖点的保型表現とし，Π∞ ∼= D1,0と仮定する．このとき，次
が成り立つ：

i) Πpが超尖点表現ならば，WQp 表現の同型H1
ss[Π

∞] ∼= recssQp
(Πp)

∨(−1
2)があ

る（recssQp
(Πp)は recQp(Πp)の半単純化を表すのであった）．

ii) Πp = St2⊗(χ ◦ det)（χは F×のスムーズ指標）ならば，WQp 表現の同型
H1

ss[Π
∞] ∼= HomD×(H1

LT, χ ◦Nrd)sm[St2⊗(χ ◦ det)](−1)がある．
iii) Πpが離散系列表現でないならば，H1

ss[Π
∞] = 0である．
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証明 系 4.66において両辺のΠ∞部分をとると，次の等式が得られる：

H1
ss[Π

∞] ∼=
⊕
Π′

Π′
∞=1,

(Π′)∞,p=Π∞,p

HomD×(H1
LT,Π

′
p)

sm[Πp](−1)． (∗)

まず，Πpが離散系列表現であると仮定する．このとき，次を満たすような I(AQ)の
保型表現LJ(Π)が一意的に存在することが知られている（大域Jacquet-Langlands

対応）：
• LJ(Π)∞,p = Π∞,p．
• LJ(Π)p = LJ(Πp)．
• LJ(Π)∞ = 1 = LJ(D1,0) = LJ(Π∞)（注意 4.35参照）．

さらに，I(AQ)の保型表現Π′がΠ∞,p = (Π′)∞,pを満たすならばΠ′ = LJ(Π)であ
る．よって，(∗)の右辺は HomD×(H1

LT,LJ(Πp))
sm[Πp](−1)となる．Πp が超尖点

表現のときは，HomD×(H1
LT,LJ(Πp))

sm が GL2(Qp)の表現として Πp と同じ中心
指標を持つことに注意すると，

HomD×
(
H1

LT,LJ(Πp)
)sm

[Πp](−1)
= HomGL2(Qp)

(
Πp,HomD×(H1

LT,LJ(Πp))
)ss

(−1) = recssQp
(Πp)

∨(−1
2)

となるので i)が従う．Πp = St2⊗(χ ◦ det)のときは LJ(Πp) = χ ◦Nrdであるから
（例 4.34参照），ii)も示された．

Πpが離散系列表現でないとき，I(AQ)の保型表現 Π′で Π∞,p = (Π′)∞,pを満た
すものは存在しない．よって (∗)の右辺は 0になり，H1

ss[Π
∞] = 0が得られる．

系 4.67 ii)の右辺に出てきたHomD×(H1
LT, χ ◦Nrd)sm[St2⊗(χ ◦det)]がどのよう

な表現になるかはこれまでの議論からは分からない．これを決定する方法はいくつ
かあるが，例えば
• Lubin-Tate塔の連結成分の計算 ([Str08b], [Che12])，
• χ−1◦detの属するBernstein成分を sと書くとき，H2

LT,sとH1
LT,sがZelevinsky

対合で結び付くという事実 ([Far06])

を組み合わせればよい．結果を以下に述べておく．

定理 4.68

ここでは F を一般の p進体とし，GLn(F )の Lubin-Tate空間を考える．
i) ωを F×のスムーズ指標とするとき，次が成り立つ：

H
2(n−1)
LT,ω =

⊕
χn=ω

(χ−1 ◦ det)⊠ (χ ◦Nrd)⊠ recF (χ)(−n+ 1)．

ここで χは χn = ωを満たす F×のスムーズ指標を動く．
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ii) χをF×のスムーズ指標とし，χ−1◦det, χ◦detの属するBernstein成分をそれ
ぞれ s, s∨と書く（Bernstein分解については [Ber84]や [Ren10, Chapitre VI]

を参照）．Zelχ−1で中心指標 χ−1を持つGLn(F )の表現に対する Zelevinsky

対合を表す（[Far06, §1]参照）．このとき，次が成り立つ：

Hn−1
LT,χ◦Nrd,s

∼= Zelχ−1

(
(H

2(n−1)
LT,χ−1◦Nrd,s∨

)∨
)
(−n+ 1)

= Zelχ−1

(
HomD×(H

2(n−1)
LT , χ−1 ◦Nrd)sms

)
(−n+ 1)．

ここで，Hn−1
LT,χ◦Nrd,sの定義は次の通りである：ω = χnをχ◦Nrdの中心指標と

すると，Hn−1
LT,ω（定義 4.39）はHn−1

LT,ω =
⊕

ρH
n−1
LT,ρ⊠ρと直和分解する（ρは中

心指標ωを持つD×の既約スムーズ表現を動き，Hn−1
LT,ρはGLn(F )×WF の表

現である）．Hn−1
LT,χ◦Nrd,sはHn−1

LT,χ◦Nrdの s部分として得られるGLn(F )×WF

の表現である．
iii) 次が成り立つ：

HomD×(Hn−1
LT , χ ◦Nrd)sm[Stn⊗(χ ◦ det)] = recF (χ)

−1．

iii)の証明 i), ii)より

Hn−1
LT,χ◦Nrd,s = Zelχ−1(χ−1 ◦ det)⊗ recF (χ) =

(
Stn⊗(χ−1 ◦ det)

)
⊗ recF (χ)

が成り立つ．iii)はこれと St∨n = Stnより直ちに従う．

■H i
ordについて

Sh
ord
m,N は 0次元ではないため，H i

ordの分析はH i
ssよりも困難である．まずはじめ

に，命題 4.49と同様の方法を用いて，Πpが超尖点表現であるときにH i
ord[Π

∞] = 0

であることを示そう．

命題 4.69

ΠをGL2(AQ)の保型表現とし，Πpは超尖点表現であると仮定する．このとき，
H i

ord[Π
∞] = 0となる．

略証 Sh
ord
m,N の点は 3つ組 (E, ηN , ηp)（Eは Fp上の通常楕円曲線，ηN はレベル構

造，ηpは Drinfeldレベル構造）で表されるのであった．E は通常楕円曲線である
から，0 −→ E[pm]0 −→ E[pm] −→ E[pm]ét −→ 0と連結部分，エタール部分に分
解すると，E[pm]0 ∼= µpm , E[pm]ét ∼= Z/pmZである．Drinfeldレベル構造の条件
から，合成 (Z/pmZ)2

ηp−−→ E[pm] −→ E[pm]ét ∼= Z/pmZは全射になる．したがっ
てKer ηpは (Z/pmZ)2の階数 1の直和因子となる．
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定義 4.46と同様，(Z/pmZ)2 の階数 1の直和因子 I ∈ Sm,1 に対し，条件 I ⊂
Ker ηp で定まる Sh

ord
m,N の閉部分スキームを Sh

ord
m,N,I と書く．このとき，Sh

ord
m,N =⨿

I Sh
ord
m,N,I である．I0 = {(a, 0) | a ∈ Zp}とおき，

H i
ord,I0 = lim−→

m,N

H i
c(Sh

ord
m,N,I mod pm , RψQℓ)

と定める．これはB(Qp)×GL2(A∞,p
Q )× ΓQp の表現となる．

岩澤分解GL2(Qp) = B(Qp)GL2(Zp)より

B(Qp)\GL2(Qp)/Km
∼= B(Zp)\GL2(Zp)/Km

∼= Sm,1

が成り立つことに注意すると，

H i
ord
∼= Ind

GL2(Zp)
B(Zp)

H i
ord,I0

∼= Ind
GL2(Qp)
B(Qp)

H i
ord,I0

が得られる．これはGL2(Zp)の表現としての同型であるが，Hecke作用によって分割
Sh

ord
m,N =

⨿
I Sh

ord
m,N,I がどのように動くかを見ることで，H i

ord
∼= Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

H i
ord,I0

はGL2(Qp)の表現としての同型であることが分かる．
H i

ord,I0
は B(Qp) × GL2(A∞,p

Q )の表現として許容的であることが容易に分かる．
特に，コンパクト開部分群Kp ⊂ GL2(A∞,p

Q )を固定すると，(H i
ord,I0

)K
p はB(Qp)

の許容表現である．したがって [Boy99, Lemme 13.2.3]より，B(Qp)の羃単根基は
(H i

ord,I0
)K

p に自明に作用する．すなわち，(H i
ord)

Kp
= Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(H i
ord,I0

)K
p は放

物型誘導表現であり，その部分商にGL2(Qp)の超尖点表現は現れない．一方Πpは
超尖点表現であると仮定していたので，H i

ord[Π
∞] = 0となる．

系 4.67と命題 4.69を合わせると，定理 4.55のうちΠpが超尖点表現となる場合
の証明ができる．

系 4.70

ΠをGL2(AQ)の保型表現とし，以下を仮定する：
• Π∞ ∼= D1,0．
• Πpは超尖点表現．

このとき，(RΠ)p = recssQp
(Πp)

∨(−1
2)が成り立つ．

証明 完全系列 H1
ord −→ H1

c (Sh∞, RψQℓ) −→ H1
ss −→ H2

ord と命題 4.58，命題
4.69，系 4.67 i)より，

(RΠ)p = H1
c (Sh∞, RψQℓ)[Π

∞] = H1
ss[Π

∞] = recssQp
(Π∨

p )(−1
2)

となるのでよい．
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ここまでの議論で，Lubin-Tate塔のコホモロジーH1
LTとモジュラー曲線のコホ

モロジーH1
c (Sh∞)がどのようにして繋がっているかを理解していただけたと思う．

本稿の残りの部分では，Πpが超尖点的でない場合にH i
ord[Π

∞]を調べる技術を紹介
する．これはなかなか込み入っているので，正確な定式化や証明を与えることは断
念し，概略を述べるに留めた部分も多い．ご了承いただければ幸いである．
まず，命題 4.60の類似を考える．E を Fp 上の通常楕円曲線とすると E[p∞] ∼=

µp∞ ⊕ (Qp/Zp)であるから，Mmの定義におけるXを µp∞ ⊕ (Qp/Zp)に置き換え
て得られる Lubin-Tate空間の類似Nmを考えるのが自然であろう．QIsog(µp∞ ⊕
(Qp/Zp)) ∼= Q×

p ×Q×
p に注意すると，{Nm}のリジッド一般ファイバー {Nm}のコ

ホモロジー
H i

c(N∞) = lim−→
m

H i
c(Nm ⊗F̆ Cp,Qℓ)

にはGL2(Qp)× (Q×
p ×Q×

p )×WQpが作用する．GL1(Qp)のLubin-Tate塔と {Nm}
を比較することで，H i

c(N∞)は以下のように局所類体論を用いて記述できることが
分かる：

命題 4.71

χ1, χ2をQ×
p のスムーズ指標とするとき，次が成り立つ：

HomQ×
p ×Q×

p

(
H2

c (N∞), χ1 ⊠ χ2

)sm
= Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(χ1 ⊠ χ2)⊗ recQp(χ1)
−1(1)．

また，i ̸= 2のときH i
c(N∞) = 0である．

略証 まず i ̸= 2のときに H i
c(N∞) = 0を示す．このためには，µp∞ ⊕ (Qp/Zp)

のレベル m付き普遍変形空間 N (0,0)
m のリジッド一般ファイバー N

(0,0)
m のコホモ

ロジーについて同様のことを考えればよい．µp∞ のレベルm付き普遍変形空間を
Spf R′

mとおくと，N
(0,0)
m は Spf R′

m[[T ]]の有限個の直和と同型であることが証明で
きる（[HT01, p. 80–81]参照）．例 4.45よりR′

m
∼= Ẑur

p [µpm ]なので，Spf R′
m[[T ]]の

リジッド一般ファイバーは Q̂ur
p (µpm)上の開円盤であるから，そのコンパクト台コ

ホモロジーは i ̸= 2のとき 0になる．以上でH i
c(N∞) = 0 (i ̸= 2)が示された．

前半部分も同様の観察によって証明することができるが，ここではより一般の結
果 [Man08]を使う方法を説明する．Lubin-Tate塔 {Mm}の定義においてXを µp∞ ,

Qp/Zp に置き換えて得られるリジッド空間の塔をそれぞれ {M ′
m}, {N ′

m}と書く．
これらのコホモロジー

H i
c(M

′
∞) = lim−→

m

H i
c(M

′
m ⊗F̆ Cp,Qℓ), H i

c(N
′
∞) = lim−→

m

H i
c(N

′
m ⊗F̆ Cp,Qℓ)

には GL1(Qp) × Q×
p ×WQp が作用する．M ′

m, N ′
mはいずれも 0次元であるから，

i > 0のときH i
c(M

′
∞) = H i

c(N
′
∞) = 0である．また，χをQ×

p のスムーズ指標とす
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ると，

HomQ×
p

(
H0

c (M
′
∞), χ

)
= χ⊗ recQp(χ)

−1, HomQ×
p

(
H0

c (N
′
∞), χ

)
= χ⊗ 1

が成り立つ（前者は定理 4.42より従う．後者は [Far04, Exemple 4.4.8]参照）．よっ
て [Man08, Theorem 39]より，

HomQ×
p ×Q×

p

(
H2

c (N∞)(1), χ1 ⊠ χ2

)sm
= Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(
HomQ×

p ×Q×
p
(H0

c (M
′
∞)⊠H0

c (N
′
∞), χ1 ⊠ χ2)

sm
)

= Ind
GL2(Qp)
B(Qp)

(
(χ1 ⊗ recQp(χ1)

−1)⊠ (χ2 ⊗ 1)
)

= Ind
GL2(Qp)
B(Qp)

(χ1 ⊠ χ2)⊗ recQp(χ1)
−1

となるので前半の主張が従う（[Man08, Theorem 39]の両辺には Tate捻りが含ま
れていることに注意）．

さて，定理 4.65においては，Sh
ss
0,N の点およびその点に対応する楕円曲線E0に

対する同型E0[p
∞] ∼= Xを固定していた．このように一点における同型を固定すれ

ば十分であることの背景には，補題 4.64により Sh
ss
0,N の全ての点が Hecke作用で

うつりあうという事情があった．Sh
ord
0,N の場合は同様のことは成り立たないため，

Sh
ord
0,N の各点 (E, ηN )に対して同型 E[p∞] ∼= µp∞ ⊕ (Qp/Zp)を考える必要がある．

つまり，Sh
ord
0,N 上の普遍楕円曲線 E に対し，同型 E [p∞] ∼= µp∞ ⊕ (Qp/Zp)を分類す

る空間を考えることになる．このような空間は，ν ≥ 0に対して同型 E [pν ]0 ∼= µpν ,

E [pν ]ét ∼= (p−νZp/Zp)を分類する空間 IgN,ν の射影系 {IgN,ν}として実現される
（E [pν ]0および E [pν ]étは，0 −→ E [pν ]0 −→ E [pν ] −→ E [pν ]ét −→ 0を完全系列と
するような連結群スキームおよびエタール群スキームである）．IgN,ν を井草多様体
（井草曲線）と呼び，{IgN,ν}を井草塔と呼ぶ注 25．{IgN,ν}にはGL2(A∞,p

Q )および
Q×

p ×Q×
p の部分モノイド S = {(a1, a2) ∈ Q×

p ×Q×
p | vp(a1) ≤ vp(a2) ≤ 0}が作用

する．したがって，コホモロジー

H i
c(Ig∞) = lim−→

N,ν

H i
c(IgN,ν ,Qℓ)

にもGL2(A∞,p
Q )および Sが作用するが，Sの作用は可逆であることが証明できる．

Sが群Q×
p ×Q×

p を生成することに注意すると，H i
c(Ig∞)はGL2(A∞,p

Q )×(Q×
p ×Q×

p )

の表現となることが分かる．一方，IgN,ν は Fp 上定義されるので，H i
c(Ig∞)には

ΓFp も作用するが，Frobp ∈ ΓFp のH i
c(Ig∞)への作用は (p, 1) ∈ Q×

p ×Q×
p の作用と

一致する．

注 25これらは Sh
ord
0,N 上のスキームであるため，古典的な井草曲線とは少し異なる．
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H i
ordはH2

c (N∞)とH i
c(Ig∞)を組み合わせて表すことができる．これは p進一意

化定理（定理 4.65）の変種であるとみなすことができる：

定理 4.72

Q×
p ×Q×

p の既約スムーズ表現 χ1 ⊠ χ2に対し，

Mantord([χ1 ⊠ χ2]) =
[
HomQ×

p ×Q×
p

(
H2

c (N∞)(1), χ1 ⊠ χ2

)sm]
= [Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(χ1 ⊠ χ2)⊗ recQp(χ1)
−1]

（2つ目の等号は命題 4.71より従う）と定めることで，Grothendieck群の間の準
同型

Mantord : Groth(Q×
p ×Q×

p ) −→ Groth
(
GL2(Qp)×WQp

)
が得られる．これから誘導される準同型

Groth
(
GL2(A∞,p

Q )× (Q×
p ×Q×

p )
)
−→ Groth

(
GL2(A∞

Q )×WQp

)
もMantordと書く．
また，H∗

ord ∈ Groth(GL2(A∞)×WQp)をH∗
ord =

∑
i(−1)i[H i

ord]で定める．同
様にH∗

c (Ig∞) ∈ Groth(GL2(A∞,p)× (Q×
p ×Q×

p ))も定義する．
このとき，Groth(GL2(A∞)×WQp)における次の等式が成り立つ：

H∗
ord = Mantord

(
H∗

c (Ig∞)
)
．

この定理は [HT01, Theorem IV.2.9]においては第一基本等式と呼ばれている．
その後Mantovan [Man05]によって不分岐志村多様体に一般化されたので，現在で
はMantovan公式という名前がついている．
定理 4.72から，H∗

ordを調べるためにはH∗
c (Ig∞)を調べればよいことが分かる．

井草多様体は有限体上定義される代数多様体であり，それにQ×
p ×Q×

p の部分モノ
イド S は代数的対応によって作用している．このような状況でエタールコホモロ
ジーを調べるには，藤原の跡公式 [Fuj97]が有効である．この公式は，代数的対応
を Frobenius射の十分高い羃で捻っておくと，そのコホモロジーへの作用の跡の交
代和が固定点の個数と等しくなるということを主張するものである．詳しい解説は
[三枝, §3.3]を参照していただきたい．ここで一時的な定義を行う：

定義 4.73

φ ∈ H(GL2(A∞,p
Q )× (Q×

p ×Q×
p ))がよいテスト関数であるとは，次を満たすこ

とをいう：
• S+ = {(a1, a2) ∈ Q×

p × Q×
p | vp(a1) < vp(a2) ≤ 0}とおくと，φの台は
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GL2(A∞,p
Q )× S+に含まれる．

• φがKp(N)不変となるような十分大きい整数N ≥ 0に対し，

Tr
(
φ;H∗

c (IgN,ν ,Qℓ)
)
= #Fix(φ)

が成り立つ．

一般の φ ∈ H(GL2(A∞,p
Q ) × (Q×

p × Q×
p ))および整数m, kに対し φ(m,k)を g 7→

φ(g(p2m+k, pm))（(p2m+k, pm)はQ×
p ×Q×

p の元）で定めると，まず十分大きいm

に対し φ(m,0)の台はGL2(A∞,p
Q )× Sに含まれ，さらに藤原の跡公式より，mに応

じて決まる整数Nm ≥ 0が存在して，k ≥ Nmのとき φ(m,k)はよいテスト関数とな
る．このことから，Groth(GL2(A∞,p

Q )× (Q×
p ×Q×

p ))の元はよいテスト関数の跡で
区別できることが分かる．すなわち，A ∈ Groth(GL2(A∞,p

Q )× (Q×
p ×Q×

p ))が任意
のよいテスト関数 φに対し Tr(φ;A) = 0を満たすならばA = 0となる．
よって，H∗

c (Ig∞)を調べるには，よいテスト関数 φに対し#Fix(φ)を計算すれ
ばよい．このために，集合 Ig∞(Fp) = lim←−N,ν

IgN,ν(Fp)およびそれへのHecke作用
を代数的な言葉で記述する．これは命題 4.63の類似とみなすことができ，証明も同
じようにして行われる．つまり，まず通常楕円曲線の同種類を分類し（本田・Tate

理論），次にTate加群および p可除群を見ることで固定した同種類に属する楕円曲
線を記述するという方針をとる．結果は以下の通りである：

命題 4.74

i) Fp 上の通常楕円曲線の同種類は，p上分解する虚二次体と一対一に対応す
る．対応はE 7→ End(E)⊗Z Qによって与えられる．

ii) M を p上分解する虚二次体とし，Ig∞(Fp)の元のうちM と対応する同種類
に属するもの全体を Ig∞(Fp)M とおくと，全単射

Ig∞(Fp)M ∼=M×\
(
GL2(A∞,p

Q )× (Q×
p ×Q×

p )
)

が存在する．ここで，M×のGL2(A∞,p
Q )× (Q×

p ×Q×
p )への作用は以下のよ

うにして定めたものである：
• M の Q上の基底をとることでM ↪−→ M2(Q)が定まるので，埋め込
みM× ↪−→ GL2(Q) ↪−→ GL2(A∞,p

Q )が定まる．これによってM×を
GL2(A∞,p

Q )に作用させる．
• M ⊗QQp

∼= Qp×Qpを固定すると，埋め込みM× ↪−→ (M ⊗QQp)
× ∼=

Q×
p ×Q×

p が定まる．これによってM×をQ×
p ×Q×

p に作用させる．
また，GL2(A∞,p

Q ) × Sの Ig∞(Fp)M への Hecke作用は右辺への自然な右作
用と対応する（Fp値点への S の作用は Q×

p × Q×
p へと延長できることも分

かる）．
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この命題より容易に#Fix(φ)が計算できる．結果はよくあるように軌道積分で
書かれるが，Frobeniusによる捻りが出てこないのがこの方法の長所である．以上
の議論をまとめることで，次の定理を得る：

定理 4.75

φ ∈ H(GL2(A∞,p
Q )× (Q×

p ×Q×
p ))をよいテスト関数とするとき，次が成り立つ：

Tr
(
φ;H∗

c (Ig∞)
)
=
∑
[γ0]

O
GL2(A∞,p

Q )×(Q×
p ×Q×

p )

(γ,δ) (φ)．

ここで，[γ0]は以下の条件を満たすGL2(Q)の元 γ0の共役類を動く：
• γ0はGL2(Q)の元として正則半単純である．
• γ0 の GL2(R)における像は楕円的である（特に γ0 ∈ GL2(Q)も楕円的で
ある）．

• vp(δ1) < vp(δ2)を満たす δ1, δ2 ∈ Q×
p が存在して，γ0のGL2(Qp)における

像は
(
δ1 0

0 δ2

)
とGL2(Qp)内で共役である．

γ は γ0 の GL2(A∞,p
Q )における像である．また，δ = (δ1, δ2) ∈ Q×

p × Q×
p とおく

（δ1, δ2 ∈ Q×
p は上の条件の 3つ目に出てくるものである）．OGL2(A∞,p

Q )×(Q×
p ×Q×

p )

(γ,δ) (φ)

は軌道積分 ∫
(GL2(A∞,p

Q )×(Q×
p ×Q×

p ))/Z(γ,δ)
φ
(
g(γ, δ)g−1

)
dg

を表す（Z(γ, δ)は (γ, δ)の中心化群）．ただし，Z(γ, δ)のHaar測度は以下のよう
に定める：Z(γ, δ) = Z(γ0)(A∞

Q ) = Z(γ0)(AQ)
1/Z(γ0)(R)1（Z(γ0)は γ0 の GL2

における中心化群）であるから，Z(γ0)(AQ)
1には玉河測度を，Z(γ0)(R)1 ∼= U(1)

には全測度が 1になるような測度を定め，それらの商測度をとる．

なお，命題 4.74のM と定理 4.75の γ0は，M = Q(γ0)という関係によって結び
付いている．
右辺の軌道積分についてもう少し考えよう．テスト関数 φが φ = φp ⊗ φp (φp ∈
H(GL2(A∞,p

Q )), φp ∈ H(Q×
p ×Q×

p ))とテンソル積に分解しているとき，軌道積分は

O
GL2(A∞,p

Q )×(Q×
p ×Q×

p )

(γ,δ) (φ) = O
GL2(A∞,p

Q )
γ (φp)O

Q×
p ×Q×

p

δ (φp)

と積に分解する．pにおける軌道積分 O
Q×

p ×Q×
p

δ (φp)を扱うために，Jacquet関手
JacB およびその変種RedB を導入する．

定義 4.76

B を下三角行列からなる GL2 の Borel 部分群とし，その羃単根基を N と書
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く．GL2(Qp)のスムーズ表現 πに対し，N(Qp)が自明に作用するような πの商の
うち最大のものを JacB(π)と表す（B に関する非正規化 Jacquet加群）．これは
Q×

p ×Q×
p = B(Qp)/N(Qp)のスムーズ表現である．π 7→ JacB(π)は完全関手にな

る．RedB(π) = JacB(π)⊗ δ
1/2

B
⊗ δ−1/2

B = JacB(π)⊗ (|−|⊠ |−|−1)とおく．

補題 4.77

φp ∈ H(Q×
p ×Q×

p )の台が S+に含まれるとする．
i) φ̃p ∈ H(GL2(Qp))で以下の条件を満たすものが存在する：

• δ ∈ S+ ⊂ GL2(Qp)に対し，OGL2(Qp)
δ (φ̃p) = O

Q×
p ×Q×

p

δ (φp)となる．
• g ∈ GL2(Qp)が S+の元と共役でないならば，φ̃p(g) = 0となる．

ii) i) の φ̃p は次を満たす：GL2(Qp) の任意の既約スムーズ表現 π に対し，
Tr(RedB(π)(φp)) = Trπ(φ̃p)．

証明 T ⊂ GL2 を対角成分からなる極大トーラスとし，Q×
p × Q×

p と T (Qp) を
同一視する．T の元で対角成分が異なるもの全体を T reg と書く．f : GL2 /T ×
T reg −→ GL2; (g, t) 7→ gtg−1はエタール射である．一方，Hilbertの定理 90より
(GL2 /T )(Qp) = GL2(Qp)/T (Qp)である．よってGL2(Qp)/T (Qp)×T reg(Qp) −→
GL2(Qp)は開写像である．これによる GL2(Qp)/T (Qp) × S+ の像を U+ とおく．
U+は S+の元と共役な元全体からなる GL2(Qp)の開集合である．また，S+の定
義より，GL2(Qp)/T (Qp)× S+ −→ U+が全単射となることが容易に分かる．した
がってGL2(Qp)/T (Qp)× S+と U+は同相である．
GL2(Qp)/T (Qp)上のコンパクト台局所定数関数 ψで

∫
GL2(Qp)/T (Qp)

ψ(g)dg = 1

となるものを固定し，GL2(Qp)/T (Qp)×S+上の関数ψ⊗φp : (g, t) 7→ ψ(g)φp(t)を
考える．この関数をU+上の関数と見て，U+の外に 0で延長して得られるGL2(Qp)

上の関数を φ̃pとおく．これが i)の条件を満たすことは構成から容易に分かる．以
上で i)が示された．
次に ii)を示す．Weylの積分公式より，

Trπ(φ̃p) =

∫
GL2(Qp)

φ̃p(g)θπ(g)dg =
1

#WT

∫
T reg(Qp)

D(t)O
GL2(Qp)
t (φ̃p)θπ(t)dt

=

∫
S+

D(t)O
GL2(Qp)
t (φ̃p)θπ(t)dt =

∫
S+

D(t)O
T (Qp)
t (φp)θπ(t)dt

=

∫
S+

D(t)φp(t)θπ(t)dt

である．ここで，WT
∼= S2はTのWeyl群であり，D(t) = |det(Ad(t)−1; gl2/LieT )|

はWeyl判別式である．
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[Cas77, Theorem 5.2]より，t ∈ S+ に対し θπ(t) = θJacB(π)(t)である（この場
合，[Cas77, Theorem 5.2]の記号で Pt = B となることに注意）．また，定義より
D(t) = δ

−1/2
B (t)δ

1/2

B
(t)である．したがって，

Trπ(φ̃p) =

∫
S+

δ
−1/2
B (t)δ

1/2

B
(t)φp(t)θJacB(π)(t)dt =

∫
Q×

p ×Q×
p

φp(t)θRedB(π)(t)dt

= Tr
(
RedB(π)(φp)

)
となり主張が従う．

一方，「γ0のGL2(R)における像は楕円的である」という条件は，D1,0の擬係数
(pseudo-coefficient)の軌道積分を用いて表すことができる：

補題 4.78

以下を満たすような φ∞ ∈ H(GL2(R)/R>0)が存在する：
i) GL2(R)/R>0の既約緩増加表現 πに対し，

Trπ(φ∞) =

−1 (π ∼= D1,0),

0 (π ≇ D1,0)．

ii) γ ∈ GL2(R)に対し次が成り立つ：
• γが楕円正則半単純元であるとき，Oγ(φ∞) = 1．
• γが楕円半単純元でないとき（すなわち，中心を法としてコンパクトな
極大トーラスに含まれないとき），Oγ(φ∞) = 0．

証明 [Art89, Lemma 3.1]を µ = 1として適用することで，i)を満たすφ∞ = f1 ∈
H(GL2(R)/R>0)が構成できる．これは [Art89, §4]の意味で安定尖点的であるか
ら，[Art89, Theorem 5.1]をM = G = GL2として適用することで，

Oγ(φ∞) = ΦGL2(γ,1)

が得られる（右辺の定義は [Art89, §4]を参照）．γ が楕円正則半単純元である場
合には，[Art89, (4.4)]より ΦGL2(γ,1) = −θD1,0(γ) = 1である（2つ目の等号に
ついては注意 4.35を参照）．また，γ が楕円半単純元でないときには，定義より
ΦGL2(γ,1) = 0である（[Art89, §4]の最後の部分を参照）．

定理 4.75，補題 4.77，補題 4.78を合わせると次のようになる：

系 4.79

φ = φp ⊗ φp ∈ H(GL2(A∞,p
Q ) × (Q×

p × Q×
p )) をよいテスト関数とし，ψ =
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φp ⊗ φ̃p ⊗ φ∞ ∈ H(GL2(AQ)/R>0)とおく．このとき，次が成り立つ：

Tr
(
φ;H∗

c (Ig∞)
)
=
∑
[γ0]

O
GL2(AQ)
γ0 (ψ)．

ここで [γ0]はGL2(Q)の楕円正則半単純元の共役類を動く．

pと異なる素数 p′を固定し，φpが φp,p′ ⊗φp′ と分解する場合を考える．φp′ とし
て超尖点表現の行列係数（をコンパクト台になるよう修正したもの）をとると，補
題 4.78 ii)と [Art88b, Corollary 7.3, Corollary 7.4]より，ψに対して単純跡公式∑

Π

TrΠ(ψ) =
∑
[γ0]

O
GL2(AQ)
γ0 (ψ)

が成り立つ 注 26．ここで，Πは L2(GL2(Q)R>0\GL2(AQ))の離散部分に現れる保
型表現を動く．φ∞, φp′ のとり方から，TrΠ(ψ) ̸= 0となるのは以下を満たすよう
なΠに限られる：
• Π∞ ∼= D1,0．
• Πp′ は超尖点表現．

さらにこのとき，補題 4.77と補題 4.78から

TrΠ(ψ) = −TrΠ∞,p(φp) · Tr(RedB(Πp)(φp))

が成り立つ．これを用いることで，次の定理が導かれる：

定理 4.80

ΠをGL2(AQ)の尖点的保型表現とし，以下が成り立つと仮定する：
• Π∞ ∼= D1,0．
• Πp′ が超尖点表現となるような素数 p′ ̸= pが存在する．

このとき，Groth(Q×
p ×Q×

p )における等式

H∗
c (Ig∞)[Π∞,p] = −[RedB(Πp)]

が成り立つ．

定理 4.72と定理 4.80から直ちにH∗
ord[Π

∞,p]が求まる：

系 4.81

Πを定理 4.80の通りとするとき，H∗
ord[Π

∞,p] = −Mantord([RedB(Πp)])が成り
立つ．
注 26一般に右辺の [γ0]は楕円半単純元の共役類を動かす必要があるが，φ̃p の台が正則半単純元全体
の集合に含まれることから，この場合は楕円正則半単純元の共役類を動かせばよい．
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一方，JacB は以下のように計算できる（[BH06, §9]等を参照）：

命題 4.82

πをGL2(Qp)の既約スムーズ表現とする．
i) π = n-Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(χ1⊠χ2) = Ind
GL2(Qp)

B(Qp)
((χ2|−|−1/2)⊠ (χ1|−|1/2))（χ1, χ2

はQ×
p のスムーズ指標）のとき，次の完全系列がある：

0 −→ (χ1|−|−1/2)⊠ (χ2|−|1/2) −→ JacB(π)

−→ (χ2|−|−1/2)⊠ (χ1|−|1/2) −→ 0．

ii) π = χ ◦ det（χはQ×
p のスムーズ指標）のとき，次が成り立つ：

JacB(π) = χ⊠ χ．

iii) π = St2⊗(χ ◦ det)（χはQ×
p のスムーズ指標）のとき，次が成り立つ：

JacB(π) = (χ|−|−1)⊠ (χ|−|)．

iv) πが超尖点表現のとき，JacB(π) = 0である．

以上をまとめると， Πpが超尖点表現でない場合の定理 4.55が得られる：

系 4.83

Πを定理 4.80の通りとする．
i) Πp = χ1 ⊞ χ2（χ1, χ2はQ×

p のスムーズ指標）のとき，次が成り立つ．

H1
c (Sh∞)[Π∞] = −H∗

ord[Π
∞] = [recQp(χ1)

−1(−1
2)] + [recQp(χ2)

−1(−1
2)]

= [recssQp
(Πp)

∨(−1
2)]．

ii) Πp = St2⊗(χ ◦ det)（χはQ×
p のスムーズ指標）のとき，次が成り立つ：

H∗
ord[Π

∞] = −[recQp(χ)
−1], H1

c (Sh∞)[Π∞] = [recssQp
(Πp)

∨(−1
2)]．

証明 H∗
c (Sh∞)[Π∞] = H∗

ss[Π
∞] +H∗

ord[Π
∞]である．一方，H2

c (Sh∞)およびH0
ss

へのGL2(Qp)の作用はdetを経由する．実際，H2
c (Sh∞)についてはモジュラー曲線

のC値点を見ることで分かり，H0
ssについては系 4.66と定理 4.68 i)より従う．特に

H2
c (Sh∞)[Π∞] = H0

ss[Π
∞] = 0であるから，H1

c (Sh∞)[Π∞] = H1
ss[Π

∞]−H∗
ord[Π

∞]

となる．
i)の設定において，Πpは無限次元表現であるから，Πp = n-Ind

GL2(Qp)
B(Qp)

(χ1 ⊠ χ2)
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である．よって，系 4.81および命題 4.82 i)より，

H∗
ord[Π

∞,p]

= −Mantord
(
[(χ1|−|1/2)⊠ (χ2|−|−1/2)] + [(χ2|−|1/2)⊠ (χ1|−|−1/2)]

)
= −[Πp ⊗ recQp(χ1)

−1(−1
2)]− [Πp ⊗ recQp(χ2)

−1(−1
2)]

を得る．したがって

H∗
ord[Π

∞] = −[recQp(χ1)
−1(−1

2)]− [recQp(χ2)
−1(−1

2)] = −[rec
ss
Qp

(Πp)
∨(−1

2)]

となる．一方，系4.67 iii)よりH1
ss[Π

∞] = 0であるから，H1
c (Sh∞)[Π∞] = −H∗

ord[Π
∞]

である．以上で i)が示された．
ii)を示す．系 4.81と命題 4.82 iii)を用いて同様の計算を行うと，

H∗
ord[Π

∞,p] = −[IndGL2(Qp)
B(Qp)

(χ⊠ χ)⊗ recQp(χ)
−1]

= −[Πp ⊗ recQp(χ)
−1]− [(χ ◦ det)⊗ recQp(χ)

−1]

となるので，H∗
ord[Π

∞] = −[recQp(χ)
−1]であることが分かる．これと系 4.67 ii)，

定理 4.68 iii)より，

H1
c (Sh∞)[Π∞] = H1

ss[Π
∞]−H∗

ord[Π
∞] = [recQp(χ)

−1(−1)] + [recQp(χ)
−1]

= [recssQp
(Πp)

∨(−1
2)]

となるので主張が証明された．

最後に，定理 4.5を証明する際にここで述べた議論を変更する必要がある部分を
列挙する．
• ここではモジュラー曲線の 1次コホモロジーのみに注目したが，GLnの場合
には志村多様体のコホモロジーの交代和をとって議論を進める．このように
すると，コホモロジーの交代和のΠ∞部分として得られる仮想Galois表現が
表現になることを確かめる必要がある．この場合はコンパクトなユニタリ志
村多様体を考えているので，Weil予想を使ってコホモロジーの次数を分離す
ることによってその証明が行われる．

• GL2 の場合にはモジュラー曲線のコホモロジーを使うことで欲しい次元の
Galois表現が直接得られたが，GLnの場合には，構成したいGalois表現が志
村多様体のコホモロジーに重複度を持って現れる．そのため，p進Hodge理
論における Senの微分作用素を用いてGalois表現を切り出すという技術が用
いられる．[HT01, Proposition VII.1.8]参照．
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• ここでは Shを通常部分と超尖点部分に分けたが，GLnの場合には整数 0 ≤
h ≤ n − 1でパラメータ付けられた n個の局所閉集合に分けることになる
(Newton polygon stratification)．整数 hに対応する部分の隣接輪体コホモロ
ジーは，GLn−h(F )に対応する Lubin-Tate塔のコホモロジーと井草塔のコホ
モロジーを組み合わせることによって記述される．それゆえ，定理 4.5の証
明には Lubin-Tate塔のコホモロジーに関する帰納法が用いられる．

• モジュラー曲線の場合と異なり，ユニタリ志村多様体のモジュライ解釈には
アーベル多様体の偏極が現れるので，命題 4.74の類似を証明するのに本田・
Tate理論だけでは不十分であり，[Kot92b]に出てくるような議論も行う必要
がある．この部分はエンドスコピーの理論と直接関係するところでもあり，
[Shi09]および [Shi10]において比較的一般の設定で議論が行われている．

• 系 4.83 ii)の証明において定理 4.68を用いたが，GLnの場合にはこれでは不
十分であり，もう少し工夫が必要である．[HT01, Theorem VII.1.5]において
は，GL2でいえば実解析的 Eisenstein級数に対応するような（尖点的ではな
いが離散的な）保型表現の寄与も考えることで証明を行っている．
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de fonctorialité, Automorphic forms, Shimura varieties, and L-

functions, Vol. I (Ann Arbor, MI, 1988), Perspect. Math., vol. 10,

Academic Press, Boston, MA, 1990, pp. 77–159.

[Clo91] , Représentations galoisiennes associées aux représentations

automorphes autoduales de GL(n), Inst. Hautes Études Sci. Publ.

Math. (1991), no. 73, 97–145.

[Clo93] , On the cohomology of Kottwitz’s arithmetic varieties, Duke

Math. J. 72 (1993), no. 3, 757–795.

[Del76] P. Deligne, Les constantes locales de l’équation fonctionnelle de la

fonction L d’Artin d’une représentation orthogonale, Invent. Math.

123



35 (1976), 299–316.

[DKV84] P. Deligne, D. Kazhdan, and M.-F. Vignéras, Représentations des
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