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1 測度空間
1.1 集合論の記号と用語の復習

講義で必要となる集合論の記号と用語を以下に列挙する. 詳細は集合論の本,例えば [15]の 1章を参照.

• x が集合 S の要素であることを x ∈ S で表す. このとき, x を S の元と呼ぶ. x ∈ S でないことを
x /∈ S で表す.

• 要素を 1つも持たない集合は空集合と呼ばれ,記号 ∅で表される.
• 集合 Aが別の集合 B に含まれるとは, x ∈ Aならば常に x ∈ B が成り立つことをいう. このことを
記号 A ⊂ B または B ⊃ Aで表す. このとき, Aは B の部分集合であるともいう. 定義から特に ∅は
任意の集合の部分集合となる.

• 2 つの集合 A,B が等しいとは, A ⊂ B かつ B ⊂ A が成り立つことをいい, このことを A = B で
表す.

• N: 正の整数全体の集合
• Z: 整数全体の集合
• Q: 有理数全体の集合
• R: 実数全体の集合
• ２つの集合 A,B に対して,

A ∪B = {x : x ∈ Aまたは x ∈ B},
A ∩B = {x : x ∈ Aかつ x ∈ B},
A \B = {x : x ∈ Aかつ x /∈ B}

をそれぞれ A,B の和集合,共通部分,差集合と呼ぶ.
• (Aλ)λ∈Λ を集合 Λで添え字づけられた集合族とする. このとき,⋃

λ∈Λ

Aλ = {x : ある λ ∈ Λについて, x ∈ Aλ},⋂
λ∈Λ

Aλ = {x : すべての λ ∈ Λについて, x ∈ Aλ}

をそれぞれ (Aλ)λ∈Λ の和集合,共通部分と呼ぶ. 特に Λ = Nの場合は,

⋃
λ∈Λ

Aλ =

∞⋃
n=1

An,
⋂
λ∈Λ

Aλ =

∞⋂
n=1

An

と書く. Λ = {1, . . . , N}などの場合にも類似の記法が用いられる.
• 集合 S に対して, S の部分集合の全体からなる集合を S のべき集合と呼び, P(S)で表す.
• 集合 A,B に対して, Aの元 aと B の元 bの対 (a, b)の全体からなる集合を A × B で表し, A,B の
直積集合と呼ぶ. ここで,対 (a, b)において順序には意味がある. すなわち, (a, b)と (b, a)は別物であ
る (そのため, (a, b)は a, bの順序対とも呼ばれる. 形式的には (a, b) = {{a}, {a, b}}と定義されるこ
とがある).

• f が集合 Aから集合 B への写像であることを f : A→ B で表す. このとき, A,B はそれぞれ f の定
義域,値域と呼ばれる. f の定義域はただ一つだが,値域は無数にあることに注意 (B を含むような集
合はすべて f の値域になるため).
関数という用語は写像と同じ意味で用いられる.
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• f : A→ B とする.
– f が x ∈ Aに対応させる B の元を f(x)で表す.
– A′ ⊂ Aに対して x ∈ A′ を f(x) ∈ B に対応させることによって定まる A′ から B への写像を
f の A′ への制限と呼ぶ.

– A1 ⊂ Aに対して,
f(A1) := {f(x) : x ∈ A1}

を f による A1 の像と呼ぶ.
– B1 ⊂ B に対して,

f−1(B1) := {x ∈ A : f(x) ∈ B1}

を f による B1 の逆像と呼ぶ.
• f : A → B, g : B → C のとき, x ∈ Aを g(f(x)) ∈ C に対応させることで定まる Aから C への写
像を f, g の合成と呼び, g ◦ f で表す.

1.2 加法族と σ-加法族

以下 S は集合を表す.

定義 1.1 (加法族). Σ0 ⊂ P(S)が S 上の加法族 (algebra, field)であるとは,次の 3つの条件が成り立つこと
をいう:

(i) S ∈ Σ0.

(ii) F ∈ Σ0 ならば, F c := S \ F ∈ Σ0.

(iii) F,G ∈ Σ0 ならば, F ∪G ∈ Σ0.

例 1.1. S のべき集合 P(S)は明らかに S 上の加法族である. また, {S, ∅}も明らかに S 上の加法族である.

命題 1.1. Σ0 を S 上の加法族とするとき,次のことが成り立つ.

(a) ∅ ∈ Σ0.

(b) F1, . . . , Fn ∈ Σ0 ならば, F1 ∪ · · · ∪ Fn ∈ Σ0.

(c) F1, . . . , Fn ∈ Σ0 ならば, F1 ∩ · · · ∩ Fn ∈ Σ0.

(d) F,G ∈ Σ0 ならば, F \G ∈ Σ0.

証明. (a) ∅ = Sc ∈ Σ0 であるから.
(b) nに関する帰納法によって容易に証明できる.
(c) de Morganの法則より F1 ∩ · · · ∩ Fn = (F c

1 ∪ · · · ∪ F c
n)

c ∈ Σ0 となるから ((b)を使った).
(d) F \G = F ∩Gc ∈ Σ0 であるから ((c)を使った).

定義 1.2 (σ-加法族). Σ ⊂ P(S)が S 上の σ-加法族 (σ-algebra, σ-field)であるとは,次の 3つの条件が成り
立つことをいう:

(i) S ∈ Σ.

(ii) F ∈ Σならば, F c := S \ F ∈ Σ.

(iii) Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )ならば,
⋃∞

n=1 Fn ∈ Σ.

例 1.2. 例 1.1で挙げた例はいずれも σ-加法族となっている.
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命題 1.2. Σを S 上の σ-加法族とするとき,次のことが成り立つ.

(a) ∅ ∈ Σ.

(b) Σは S 上の加法族である.
(c) Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )ならば,

⋂∞
n=1 Fn ∈ Σ.

証明. (a) ∅ = Sc ∈ Σであるから.
(b) F,G ∈ Σならば F ∪G ∈ Σとなることを示せば良い. F1 := F , F2 := G, Fn := ∅ (n = 3, 4, . . . )と

おけば, Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )となるから, F ∪G =
⋃∞

n=1 Fn ∈ Σとなる.
(c) de Morganの法則より

⋂∞
n=1 Fn = (

⋃∞
n=1 F

c
n)

c ∈ Σとなるから.

定義 1.3 (可測空間). Σが S 上の σ-加法族であるとき,順序対 (S,Σ)を可測空間 (measurable space)と呼
ぶ. このとき, Σの元は S の Σ-可測集合 (Σ-measurable set)あるいは単に可測集合と呼ばれる.

命題 1.3. 任意の C ⊂ P(S)に対して, C を含むような S 上の σ-加法族 Σで最小のもの,すなわち C ⊂ Σ1

なる任意の S 上の σ-加法族に対して Σ ⊂ Σ1 なるものがただ一つ存在する.
この Σを C によって生成される S 上の σ-加法族と呼び,記号 σ(C)で表すことにする.

証明. 一意性は明らか. 実際, Σ1,Σ2 がともに所与の性質を満たすのであれば, Σ1 ⊂ Σ2 かつ Σ1 ⊃ Σ2 とな
らなければならないから.
次に存在を示す. C を含むような S 上の σ-加法族すべての共通部分を Σで表すと,この Σが求めるべき

ものであることが容易にわかる.

演習問題 1. 上の証明で構成した Σが実際に C を含むような S 上の σ-加法族のうち最小のものであること
を確認せよ.

補題 1.1. A,B を 2つの空でない集合, f : A→ B とすると,以下が成り立つ.

(a) Σが A上の σ-加法族ならば,M := {F ∈ P(B) : f−1(F ) ∈ Σ}は B 上の σ-加法族である.
(b) Mが B 上の σ-加法族ならば, Σ := {f−1(F ) : F ∈ M}は A上の σ-加法族である.

演習問題 2. 補題 1.1を証明せよ.

1.3 Borel集合

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn に対して ‖x‖ :=
√
x21 + · · ·+ x2n とおく. ‖x‖は xの Euclidノルムと呼ばれる.

定義 1.4 (Rn の開集合). (a) x ∈ Rn と ε > 0に対して xの ε-近傍を U(x; ε) := {y ∈ Rn : ‖y − x‖ < ε}で
定義する.
(b) U ⊂ Rn が Rn の開集合であるとは,任意の x ∈ U に対してある ε > 0が存在して U(x; ε) ⊂ U が成り
立つことをいう.
Rn の開集合全体からなる集合を記号 O(Rn)で表すことにする.

注意 1.1. 空集合 ∅は Rn の開集合である.

演習問題 3. 任意の x ∈ Rn と ε > 0に対して, U(x; ε)は Rn の開集合であることを示せ.

定義 1.5 (E ⊂ Rn の開集合). E ⊂ Rn とする. U ⊂ E が E の開集合であるとは,ある V ∈ O(Rn)が存在
して U = E ∩ V と書けることをいう.
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E の開集合全体からなる集合を記号 O(E)で表すことにする.

定義 1.6 (E ⊂ Rn の Borel集合). E ⊂ Rn とする.

(a) O(E)によって生成される E 上の σ-加法族を E 上の Borel σ-加法族と呼び,記号 B(E)で表す. す
なわち, B(E) = σ(O(E))である.

(b) B(E)の元を E の Borel集合と呼ぶ.

例 1.3. a ≤ bに対して, (a, b), [a, b], (a, b], [a, b)はいずれも Rの Borel集合である. 実際, (a, b) ∈ O(R) ⊂
B(R)であり,また,

[a, b] =
∞⋂

n=1

(a− 1/n, b+ 1/n) ∈ B(R),

(a, b] =

∞⋂
n=1

(a, b+ 1/n) ∈ B(R),

[a, b) =

∞⋂
n=1

(a− 1/n, b) ∈ B(R).

特に, {a} = [a, a] ∈ B(R)である.

補題 1.2. E ⊂ Rn に対して, B(E) = {F ∩ E : F ∈ B(Rn)} が成り立つ. 特に, E ∈ B(Rn) ならば,
B(E) = {F ∈ B(Rn) : F ⊂ E}である.

証明. Σ := {F ∩ E : F ∈ B(Rn)}とおく. また, ιを E から Rn への包含写像とする (すなわち ι(x) = x,

x ∈ E). このとき,任意の F ⊂ Rn に対して ι−1(F ) = E ∩ F が成り立つことに注意すると, Σ = {ι−1(F ) :

F ∈ B(Rn)} が成り立つから, 補題 1.1 より Σ は E 上の σ-加法族である. 定義より O(E) ⊂ Σ が成り
立つから, これは B(E) ⊂ Σ を意味する. 次に, M := {F ∈ B(Rn) : ι−1(F ) ∈ B(E)} = {F ∈ B(Rn) :

F ∩ E ∈ B(E)} とおくと, 補題 1.1 よりM は Rn 上の σ-加法族である. また, B(E) の定義から明らかに
O(Rn) ⊂ Mとなるので, B(Rn) ⊂ Mである. これは Σ ⊂ B(E)を意味する.

1.4 無限大を含む演算

定義 1.7 (拡大実数系). 実数全体の集合に正の無限大を表す記号 +∞と負の無限大を表す記号 −∞を付け
加えた集合 R ∪ {+∞,−∞}を (アフィン)拡大実数系と呼び,記号 Rで表す.
文脈が明らかな場合,記号 +∞はしばしば∞と書かれる.

定義 1.8 (拡大実数系における順序). 任意の a ∈ Rに対して, a ≤ ∞および −∞ ≤ aが成り立つと定義す
る. このようにして, R上の順序関係 ≤が自然に R上へと拡張される.

注意 1.2. 上の定義によって,対 (R,≤)が全順序集合となることが示せる. すなわち,以下の性質が成り立つ:

(i) (反射律)任意の a ∈ Rに対して, a ≤ a.

(ii) (推移律) a, b, c ∈ Rが a ≤ bかつ b ≤ cを満たすならば, a ≤ c.

(iii) (反対称律) a, b ∈ Rが a ≤ bかつ b ≤ aを満たすならば, a = b.

(iv) (全順序性)任意の a.b ∈ Rに対して, a ≤ bと b ≤ aの少なくとも一方が必ず成り立つ.

注意 1.3. a, b ∈ Rに対して, a ≤ bのことを b ≥ aとも書く. また, a ≤ bかつ a 6= bのことを a < bまたは
b > aで表す.
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定義 1.9 (絶対値). |∞| := ∞, | −∞| := ∞と定義する.

定義 1.10 (区間). a, b ∈ Rに対して以下のように定義する:

(a, b) := {x ∈ R : a < x < b},
[a, b] := {x ∈ R : a ≤ x ≤ b},
(a, b] := {x ∈ R : a < x ≤ b},
[a, b) := {x ∈ R : a ≤ x < b}.

これらの定義は,明らかに通常の実数における区間の定義と矛盾しない. また, [−∞,∞] = Rである.

定義 1.11 (拡大実数系における加法). a ∈ Rに対して,

a±∞ := ±∞, a− (±∞) := ∓∞

と定義する. また, ∞ +∞ := ∞, −∞ + (−∞) := −∞, ∞− (−∞) := ∞, −∞−∞ := −∞と定義する
(∞−∞などは定義しない).

注意 1.4. 定義 1.11より, (−∞,∞]においては加法 +が定義できるが, (−∞,∞]はこの算法に関して単位
元を 0とする可換モノイドをなす. すなわち,以下の性質が成り立つ:

(i) (結合法則) a, b, c ∈ (−∞,∞]ならば, (a+ b) + c = a+ (b+ c).

(ii) (単位元の存在)任意の a ∈ (−∞,∞]に対して, a+ 0 = 0 + a = a.

(iii) (交換法則) a, b ∈ (−∞,∞]ならば, a+ b = b+ a.

定義 1.12 (拡大実数系における乗法). a ∈ Rに対して,

a · (±∞) :=

 ±∞ if a > 0,
0 if a = 0
∓∞ if a < 0

と定義する.

注意 1.5. 定義 1.11–1.12より, [0,∞]においては加法 +と乗法 ·が定義できるが, [0,∞]はこれらの算法に
関して可換半環をなす. すなわち,以下の性質が成り立つ:

(i) [0,∞]は加法 +に関して単位元を 0とする可換モノイドをなす.
(ii) [0,∞]は乗法 ·に関して単位元を 1とする可換モノイドをなす.
(iii) (分配法則) a, b, c ∈ [0,∞]ならば, (a+ b) · c = a · c+ b · c.
(iv) (零元の存在)任意の a ∈ [0,∞]に対して, a · 0 = 0 · a = 0.

注意 1.6. a, b ∈ Rが a ≤ bを満たすとき,以下が成り立つことが容易に確認できる.

(i) a, b > −∞, c ∈ (−∞,∞] ⇒ a+ c ≤ b+ c.

(ii) a, b <∞, c ∈ [−∞,∞) ⇒ a+ c ≤ b+ c.

(iii) c ≥ 0⇒ ac ≤ bc.

(iv) c ≤ 0⇒ ac ≥ bc.

ただし,たとえ a < bであっても,例えば (i)で a+ c < b + cとなるとは限らないことに注意 (c = ∞なら
ば両辺ともに∞となってしまうため).
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定義 1.13 (R の開集合). (a) ε > 0 に対して ±∞ の ε-近傍を U(∞; ε) := {y ∈ R : y > ε} および
U(−∞; ε) := {y ∈ R : y < −ε}で定義する.
(b) U ⊂ Rが Rの開集合であるとは,任意の x ∈ U に対してある ε > 0が存在して U(x; ε) ⊂ U が成り立
つことをいう.
Rの開集合全体からなる集合を記号 O(R)で表すことにする.

例 1.4. 定義から明らかに O(R) ⊂ O(R)である. また, a ∈ Rに対して, (a,∞], [−∞, a)はともに Rの開集
合である.

定義 1.14 (E ⊂ Rの開集合). E ⊂ Rとする. U ⊂ E が E の開集合であるとは,ある V ∈ O(R)が存在して
U = E ∩ V と書けることをいう.
E の開集合全体からなる集合を記号 O(E)で表すことにする.

注意 1.7. 任意の V ∈ O(R) について V ∩ R ∈ O(R) が成り立つことに注意すれば, 定義 1.14 は定義 1.5

と矛盾しない. すなわち, E ⊂ Rの場合,前者の意味での E の開集合と後者の意味での E の開集合は一致
する.

定義 1.15 (E ⊂ Rの Borel集合). E ⊂ Rとする.

(a) O(E)によって生成される E 上の σ-加法族を E 上の Borel σ-加法族と呼び,記号 B(E)で表す. す
なわち, B(E) = σ(O(E))である.

(b) B(E)の元を E の Borel集合と呼ぶ.

補題 1.3. E ⊂ R に対して, B(E) = {F ∩ E : F ∈ B(R)} が成り立つ. 特に, E ∈ B(R) ならば,
B(E) = {F ∈ B(R) : F ⊂ E}である.

証明. 補題 1.2と同様にして証明できる.

補題 1.4. U が Rの開集合ならば, Rの点列 (xi)
∞
i=1 と正数列 (εi)

∞
i=1 が存在して U =

⋃∞
i=1 U(xi; εi)と書

ける.

証明. U := {U(x; k−1) : x ∈ Q, k ∈ N, U(x; k−1) ⊂ U} ∪ {U(∞; k) : k ∈ N, U(∞; k) ⊂ U} ∪
{U(−∞;−k) : k ∈ N, U(−∞;−k) ⊂ U} とおくと, (Q ∪ {∞,−∞}) × N が可算集合であることから
U も可算集合となる. 従って U =

⋃
V ∈U V となることを示せば証明は完成する.

U ⊃
⋃

V ∈U V は明らかだから, U ⊂
⋃

V ∈U V を示せばよい. x ∈ U とすると, ある ε > 0 が存在し
て U(x; ε) ⊂ U となる. もし x ∈ {∞,−∞} ならば, k > ε となるように k ∈ N をとれば U(x; k−1) ⊂
U(x; ε) ⊂ U となるから, U(x; k−1) ∈ U ,従って x ∈

⋃
V ∈U V となる. それ以外の場合, 1/k < ε/2となる

ように k ∈ Nをとると,有理数の稠密性よりある y ∈ Qが存在して |x− y| < 1/k を満たす. このとき明ら
かに x ∈ U(y; 1/k)であり,かつ任意の z ∈ U(y; 1/k)に対して |x− z| ≤ |x− y|+ |y − z| < 2/k < εとな
るから z ∈ U(x; ε) ⊂ U ,すなわち U(y; 1/k) ⊂ U となる. 従って U(y; 1/k) ∈ U である. 故に x ∈

⋃
V ∈U V

となって証明は完成した.

定理 1.1. E ⊂ Rとする. π(E) := {[−∞, x] ∩ E : x ∈ R}とおくと, B(E) = σ(π(E))が成り立つ.

証明. まず, 任意の x ∈ R に対して, [−∞, x] ∩ E =
⋂∞

n=1{[−∞, x + 1/n) ∩ E} ∈ B(E) となるから,
π(E) ⊂ B(E),すなわち, σ(π(E)) ⊂ B(E)である.
次に σ(π(E)) ⊃ B(E) を示すが, このためには σ(π(E)) ⊃ O(E) を示せばよい. さらに, 補題 1.4

9



より R の任意の開集合は可算個の U(x; ε) (x ∈ R, ε > 0) という形の集合の和として表されるから,
U(x; ε) ∩ E ∈ σ(π(E))となることを示せばよい.
x = ∞ の場合, U(x; ε) ∩ E = (ε,∞] ∩ E = E \ ([−∞, ε] ∩ E) かつ [−∞, ε] ∩ E ∈ π(E) であるから,

U(x; ε) ∩ E ∈ σ(π(E))である.
x = −∞の場合, U(x; ε) ∩ E = [−∞, ε) ∩ E =

⋃∞
n=1([−∞, ε− 1/n] ∩ E) ∈ σ(π(E))である.

x ∈ R の場合, U(x; ε) ∩ E = (x − ε, x + ε) ∩ E = {[−∞, x + ε) ∩ E} \ {[−∞, x − ε] ∩ E) かつ
[−∞, x− ε] ∩ E ∈ π(E) ⊂ σ(π(E)), [−∞, x+ ε) ∩ E =

⋃∞
n=1{[−∞, x+ ε− 1/n] ∩ E} ∈ σ(π(E))であ

るから, U(x; ε) ∩ E ∈ σ(π(E))である. 以上で証明は完成した.

定義 1.16 (上界・下界). A ⊂ Rとする.

(a) a ∈ Rが Aの上界であるとは,任意の x ∈ Aに対して x ≤ aが成り立つことをいう.
(b) a ∈ Rが Aの下界であるとは,任意の x ∈ Aに対して x ≥ aが成り立つことをいう.

注意 1.8. 定義から明らかに,任意の A ⊂ Rに対して,∞は Aの上界であり, −∞は Aの下界である.

命題 1.4. Aが Rの空でない部分集合であれば, Aの上界のうち最小のもの,および Aの下界のうち最大の
ものが存在する. 前者を Aの上限,後者を Aの下限と呼び,それぞれ supA, infAで表す.

証明. 上限についてのみ示す. A = {−∞}の場合は −∞が明らかに Aの上限となるから, A 6= {−∞}の場
合を考える. A が上に有界, すなわちある a ∈ R が存在してすべての x ∈ A について x ≤ a となる場合,
A \ {−∞}の上限の存在は実数の性質としてよく知られており (例えば [14]の 4頁参照),この集合の上限
は明らかに Aの上限にもなっている. そうでない場合, Aの上界は明らかに∞のみなので,これが Aの上
限となる.

注意 1.9. 規約として,空集合の上限・下限はそれぞれ sup ∅ := −∞, inf ∅ := ∞で定める.

定義 1.17 (Rの点列の収束). (an)∞n=1 を Rの点列とする. すなわち, an ∈ R (n = 1, 2, . . . )とする. (an)∞n=1

が n→ ∞のとき a ∈ Rに収束するとは,任意の ε > 0に対してある N ∈ Nが存在して

n ≥ N ⇒ an ∈ U(a; ε)

が成り立つことをいう. このことを

an → a (n→ ∞) または lim
n→∞

an = a

で表す. aは n→ ∞のときの (an)
∞
n=1 の極限と呼ばれる.

注意 1.10. (an)
∞
n=1 が実数列の場合,上の定義は通常のものと同等となる.

補題 1.5. (an)
∞
n=1 を Rの点列とすると,以下が成り立つ.

(a) (an)
∞
n=1 が非減少,すなわち a1 ≤ a2 ≤ · · · ならば, an → supk∈N ak := sup{ak : k ∈ N} (n → ∞)

が成り立つ.
(b) (an)

∞
n=1 が非増加,すなわち a1 ≥ a2 ≥ · · · ならば, an → infk∈N ak := inf{ak : k ∈ N} (n → ∞)が

成り立つ.

証明. (a) についてのみ示す. すべての n について an = −∞ の場合は明らかだから, ある N について
aN > −∞ となる場合を考えればよい. {an : n ∈ N} が上に有界であれば, この結果は実数の性質とし
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てよく知られている (例えば [14] の 1 章定理 4 参照). そうでない場合, (an)∞n=1 が非減少であることから
an → ∞ (n→ ∞)となる. 一方でこの場合明らかに supk∈N ak = ∞である.

補題 1.6. (−∞,∞]の点列 (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 がそれぞれ α, β ∈ (−∞,∞]に収束するとき,次のことが成り

立つ.

(a) an + bn → α+ β (n→ ∞).

(b) 0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · かつ 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ · · · ならば, anbn → αβ (n→ ∞).

証明. (a) α, β < ∞ のときは, 十分大きな n に対して an, bn ∈ R が成り立つから, 主張は微分積分学で
よく知られた結果に帰着する (例えば [14] の 1 章定理 2 参照). 従って α = ∞ または β = ∞ の場合を
考えればよい. 対称性より α = ∞ と仮定して一般性を失わない. まず, limn bn = β と β > −∞ より
ある N ∈ N と β0 ∈ (−∞, β) が存在して, n ≥ N ⇒ bn > β0 となる. いま, 任意に K > 0 をとると,
limn an = ∞よりある N ′ ∈ Nが存在して n ≥ N ′ ⇒ an > 2K − β0 となる. 従って N ′′ := N ∨N ′ とお
けば, n ≥ N ′′ ⇒ an + bn ≥ 2K > K となる. これは limn(an + bn) = ∞ = α+ β を意味する.
(b) α, β <∞のときは,十分大きな nに対して an, bn ∈ Rが成り立つから,主張は微分積分学でよく知ら

れた結果に帰着する (例えば [14]の 1章定理 2参照). 従って α = ∞または β = ∞の場合を考えればよい.
対称性より α = ∞と仮定して一般性を失わない.
もし β = 0ならば,仮定よりすべての nについて bn = 0とならなければならないから, anbn = 0 = αβ

(n = 1, 2, . . . ) となって主張が成り立つ. β > 0 の場合, ある N ∈ N が存在して bN > 0 となる. もし
bN = ∞ ならば, 仮定よりすべての n ≥ N について bn = ∞ となる. α = ∞ より十分大きな n につい
ては an > 0 だから, これは limn anbn = ∞ = αβ を意味する. bN < ∞ の場合を考える. 任意に K > 0

をとると, α = ∞ よりある N ′ ∈ N が存在して aN ′ > 2K/bN となる. このとき n ≥ N ∨ N ′ ならば
anbn ≥ aN ′bN ≥ 2K > K となる. これは limn anbn = ∞ = αβ を意味する.

注意 1.11. 上の補題の (b)の主張において,仮定「0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ · · · かつ 0 ≤ b1 ≤ b2 ≤ · · ·」は外すことが
できない. 実際, an ≡ ∞の場合を考えると, bn = −1/nの場合 b1 ≤ b2 ≤ · · · だが anbn ≡ ∞ 6= 0 = ∞ · 0
であり,また bn = 1/nの場合 bn > 0だが anbn ≡ ∞ 6= 0 = ∞ · 0である.

定義 1.18 (正項級数). (an)∞n=1 を [0,∞]の点列とする. このとき, Sn :=
∑n

k=1 ak (n = 1, 2, . . . )とおくと,
(Sn)

∞
n=1 は明らかに非減少であるから, 補題 1.5 より n → ∞ のときの極限が存在する. この極限を記号∑∞

n=1 an で表す. すなわち,
∞∑

n=1

an := lim
N→∞

N∑
n=1

an

(
= sup

N∈N

N∑
n=1

an

)

である.

補題 1.7. (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 を [0,∞]の点列, α, β ∈ [0,∞]とすると,

∞∑
n=1

(αan + βbn) = α
∞∑

n=1

an + β
∞∑

n=1

bn.

証明. 補題 1.6から直ちに従う.

補題 1.8 (正項級数の和の順序交換). (an)∞n=1 を [0,∞]の点列, σ : N → Nを全単射とする. このとき,

∞∑
n=1

aσ(n) =
∞∑

n=1

an
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が成り立つ.

証明. すべての n ∈ N について an < ∞ である場合, この結果は微分積分学でよく知られている (例えば
[14]の 5章定理 6参照). そうでない場合,上式の両辺はともに∞となって成立する.

補題 1.9 (二重単調列の極限の順序交換). (ai,j)∞i,j=1 を [0,∞]の点列で次の 2条件を満たすものとする:

(i) 各 j ∈ Nについて, a1,j ≤ a2,j ≤ · · · .
(ii) 各 i ∈ Nについて, ai,1 ≤ ai,2 ≤ · · · .

このとき,
lim
i→∞

lim
j→∞

ai,j = lim
j→∞

lim
i→∞

ai,j (1.1)

が成り立つ.

証明. まず,仮定と補題 1.5より (1.1)に現れる極限はすべて存在し,

lim
i→∞

lim
j→∞

ai,j = sup
i∈N

sup
j∈N

ai,j =: A, lim
j→∞

lim
i→∞

ai,j = sup
j∈N

sup
i∈N

ai,j =: B

が成り立つことに注意する. 次に,任意の i, j ∈ Nについて ai,j ≤ B が成り立つから, A ≤ B が成り立つ.
同様の議論で B ≤ Aも示せるから, A = B である.

系 1.1 (正項級数に対する Fubiniの定理). (ai,j)∞i,j=1 を [0,∞]の点列とすると,
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ai,j =
∞∑
j=1

∞∑
i=1

ai,j

が成り立つ.

証明. 補題 1.9から直ちに従う.

1.5 集合関数に関する定義

以下では Σ0 を S 上の加法族とし, µ0 を Σ0 から [0,∞]への関数とする.

定義 1.19 (加法性). µ0 が加法的であるとは,次の 2条件が成立することをいう:

(i) µ0(∅) = 0.

(ii) F,G ∈ Σ0 かつ F ∩G = ∅であるならば, µ0(F ∪G) = µ0(F ) + µ0(G).

定義 1.20 (可算加法性). µ0 が可算加法的であるとは,次の 2条件が成立することをいう:

(i) µ0(∅) = 0.

(ii) Fn ∈ Σ0 (n = 1, 2, . . . )が
⋃∞

n=1 Fn ∈ Σ0 かつ i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすならば,

µ0

( ∞⋃
n=1

Fn

)
=

∞∑
n=1

µ0(Fn).

命題 1.5. µ0 が可算加法的ならば, µ0 は加法的である.

証明. 加法性の公理 (ii) の成立を確認すればよい. F ∩ G = ∅ なる F,G ∈ Σ0 を任意にとる. このとき,
F1 = F , F2 = G, Fn = ∅ (n = 3, 4, . . . )とおくと,この Fn たちは明らかに可算加法性の公理 (ii)の仮定を
満たすから, µ0 (

⋃∞
n=1 Fn) =

∑∞
n=1 µ0(Fn)が成り立つ. ここで,

⋃∞
n=1 Fn = F ∪ Gであり,また可算加法

性の公理 (i)より µ0(Fn) = 0 (n = 3, 4, . . . )であるから,題意は示された.
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1.6 測度空間の定義

この節では (S,Σ)を可測空間とする.

定義 1.21 (測度空間). 関数 µ : Σ → [0,∞]が (S,Σ)上の測度 (measure)であるとは, µが可算加法的であ
ることをいう. このとき順序対 (S,Σ, µ)を測度空間と呼ぶ.

例 1.5. 集合 F に対して, F の要素の個数を #F と書くことにする (F が無限集合の場合は #F = ∞ とす
る). 関数 µ1 : Σ → [0,∞]を

µ1(F ) = #F (F ∈ Σ)

で定めると, µ1は明らかに (S,Σ)上の測度となる. この測度 µ1を (S,Σ)上の計数測度 (counting measure)

と呼ぶ.

例 1.6. x ∈ S に対して,関数 δx : Σ → [0,∞]を

δx(F ) = 1F (x) (F ∈ Σ)

で定めると, δx は (S,Σ) 上の測度となる. この測度 δx を x に質量をもつ (S,Σ) 上のデルタ測度 (delta

measure)または Dirac測度 (Dirac measure)と呼ぶ.

証明. δx(∅) = 0は明らか. いま, Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすとする. もしある
n ∈ Nについて x ∈ Fn となるならば, x ∈

⋃∞
i=1 Fi となるから, δx(

⋃∞
i=1 Fi) = 1. 一方で仮定より i 6= nな

るすべての iについて x /∈ Fi となるから,
∑∞

i=1 δx(Fi) = 1. 他方,もしすべての n ∈ Nについて x /∈ Fn と
なるならば, x /∈

⋃∞
i=1 Fi となるから, δx(

⋃∞
i=1 Fi) = 0 =

∑∞
i=1 δx(Fi). 以上より δx は (S,Σ)上の測度で

ある.

1.7 測度に関する定義

(S,Σ, µ)を測度空間とする.

定義 1.22 (有限測度). µもしくは (S,Σ, µ)が有限であるとは, µ(S) <∞であることをいう.

定義 1.23 (σ-有限測度). µもしくは (S,Σ, µ)が σ-有限であるとは,ある Sn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が存在して
µ(Sn) <∞ (n = 1, 2, . . . )かつ

⋃∞
n=1 Sn = S が成り立つことをいう.

定義 1.24 (確率測度). µが確率測度であるとは, µ(S) = 1であることをいう. このとき (S,Σ, µ)を確率空間
と呼ぶ.

注意 1.12. (Ω,F , P )が確率空間の場合,以下のような用語 (方言)がしばしば用いられる.

• Ωを標本空間と呼ぶ.
• Ωの元を標本点と呼ぶ.
• Ωの可測集合 (F の元)を事象と呼ぶ.

例 1.7. µを (S,Σ)上の計数測度とする.

• µが有限であるための必要十分条件は, S が有限集合であることである.
• µが σ-有限であるための必要十分条件は, S が高々可算集合であることである.
• µが確率測度であるための必要十分条件は, S が 1点のみからなる集合であることである.
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例 1.8. (S,Σ)上のデルタ測度は明らかに確率測度である.

例 1.9. S が空でない有限集合ならば,関数 µ1 : Σ → [0, 1]を µ1(F ) = #F/#S (F ∈ Σ)で定めれば, µ1 は
明らかに (S,Σ)上の確率測度となる. この µ1 は (S,Σ)上の離散一様分布と呼ばれる.

定義 1.25 (測度ゼロ集合). (a)集合 F が µ-測度ゼロであるとは, F ∈ Σかつ µ(F ) = 0であることをいう.
(b) F ∈ Σとする. x ∈ F に関する命題 P (x)が F 上 µに関してほとんどいたるところ成り立つ,もしく

は µ-a.e.で成り立つとは,集合 {x ∈ F : P (x)は成り立たない}が µ-測度ゼロであることをいい,このこと
を「P (x) µ-a.e. on F」などと書く. 文脈から明らかな場合, µはしばしば省略される. また, F = S の場合,
F は通常省略される.
µが確率測度の場合,「ほとんどいたるところ」という語句の代わりに「ほとんど確実に」もしくは「確率

1で」という語句が通常用いられ,「a.e.」は「a.s.」で置き換えられる.

例 1.10. Σ = P(S)とする. µとして点 x ∈ S に質量をもつデルタ測度 δx を考える. また,関数 fx : S → R
を

fx(y) =

{
0 if y = x,
1 otherwise

で定める. このとき, fx = 0 µ-a.s. である. 実際, 明らかに {y ∈ S : fx(y) 6= 0} ∈ Σ であり, また
µ({y ∈ S : fx(y) 6= 0}) = µ(S \ {x}) = 0となるからである.

1.8 測度の初等的性質

補題 1.10. Σ0 を S 上の加法族とし,関数 µ : Σ0 → [0,∞]は加法的であるとする. このとき,次が成り立つ.

(a) (単調性) A,B ∈ Σ0 かつ A ⊂ B ならば, µ0(A) ≤ µ0(B).

(b) (劣加法性) F1, . . . , Fn ∈ Σ0 ならば,

µ0

(
n⋃

i=1

Fi

)
≤

n∑
i=1

µ0(Fi).

(c) A,B ∈ Σ0 かつ µ0(B) <∞ならば, µ0(B \A) = µ0(B)− µ0(A ∩B).

証明. (a)C := B\Aとおくと,A∪C = BかつA∩C = ∅となるから,加法性より µ0(B) = µ0(A)+µ0(C)

が成り立つ. µ0(C) ≥ 0だから µ0(B) ≥ µ0(A)を得る.
(b) nに関する帰納法による. n = 1の場合は明らか. n ≥ 2として, n− 1の場合に成立することを仮定す

る. このとき, F :=
⋃n

i=1 Fi, A :=
⋃n−1

i=1 Fi とおくと, F = A ∪ Fn = (A \ Fn) ∪ Fn となるから,加法性と
単調性より

µ0

(
n⋃

i=1

Fi

)
= µ0((A \ Fn) ∪ Fn) = µ0(A \ Fn) + µ0(Fn) ≤ µ0(A) + µ0(Fn)

を得る. ここで,帰納法の仮定より

µ0(A) ≤
n−1∑
i=1

µ0(Fi)

が成り立つから,求めるべき式が得られた.
(c) B = (B \A) ∪ (A ∩B)と書けることに注意すると,加法性より µ0(B) = µ0(B \A) + µ0(A ∩B)が

成り立つ. ここで, µ0(B) <∞と単調性より µ0(A ∩B) <∞が成り立つから,両辺から µ0(A ∩B)を引く
ことが可能で求めるべき式が得られる.
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命題 1.6. (S,Σ, µ)を測度空間とするとき,次のことが成り立つ.

(a) Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が F1 ⊂ F2 ⊂ · · · を満たすならば,

µ(Fn) → µ

( ∞⋃
i=1

Fi

)
(n→ ∞).

(b) Gn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が G1 ⊃ G2 ⊃ · · · を満たし,かつある k ∈ Nについて µ(Gk) <∞を満たす
ならば,

µ(Gn) → µ

( ∞⋂
i=1

Gi

)
(n→ ∞).

(c) (可算劣加法性)任意の Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )に対して,

µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
≤

∞∑
n=1

µ(Fn).

証明. (a)E1 := F1,En := Fn\Fn−1 (n = 2, 3, . . . )とおくと, i 6= j ⇒ Ei∩Ej = ∅かつ
⋃∞

i=1Ei =
⋃∞

i=1 Fi

となるから,可算加法性より

µ

( ∞⋃
i=1

Fi

)
= µ

( ∞⋃
i=1

Ei

)
=

∞∑
i=1

µ(Ei) = lim
n→∞

n∑
i=1

µ(Ei) = lim
n→∞

µ

(
n⋃

i=1

Ei

)

が成り立つ.
⋃n

i=1Ei = Fn であるから,示すべき等式を得られた.
(b) Fn := Gk \ Gk+n (n=1,2,…) とおく. このとき, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · かつ

⋃∞
n=1 Fn = Gk \

⋂∞
n=1Gk+n

となるから, (a) より µ(Fn) → µ(Gk \
⋂∞

i=1Gk+i) (n → ∞) が成り立つ. ここで, µ(Gk) < ∞ だから,
補題 1.10(c) より µ(Fn) = µ(Gk) − µ(Gk+n) かつ µ(Gk \

⋂∞
i=1Gk+i) = µ(Gk) − µ(

⋂∞
i=1Gk+i) が成り

立つ. 再び µ(Gk) < ∞ であることに注意すると, これは limn→∞ µ(Gk+n) = µ(
⋂∞

i=1Gk+i) を意味する.
limn→∞ µ(Gk+n) = limn→∞ µ(Gn)および

⋂∞
i=1Gk+i =

⋂∞
i=1Gi に注意すると,求めるべき結論を得る.

(c) (a)および補題 1.10(b)より

µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= lim

N→∞
µ

(
N⋃

n=1

Fn

)
≤ lim

N→∞

N∑
n=1

µ (Fn) =
∞∑

n=1

µ(Fn).

注意 1.13. 命題 1.6(b)において,条件 µ(Gk) < ∞は外すことができない. 実際, (S,Σ) = (N,P(N)), µを
(S,Σ) 上の計数測度とし, Gn := {n, n + 1, . . . } (n = 1, 2, . . . ) とおくと, G1 ⊃ G2 ⊃ かつ µ(Gn) = ∞
(n = 1, 2, . . . )だが,

⋂∞
n=1Gn = ∅だから µ(

⋂∞
n=1Gn) = 0である.

1.9 一意性の補題

定義 1.26 (π-系). I ⊂ P(S)が S 上の π-系であるとは,すべての I1, I2 ∈ I について I1 ∩ I2 ∈ I が成り立
つことをいう.

例 1.11. E ⊂ R に対して, π(E) は E 上の π-系である. 実際, 任意の a, b ∈ R に対して, ([−∞, a] ∩ E) ∩
([−∞, b] ∩ E) = [−∞, a ∧ b] ∩ E ∈ π(E)となる.

例 1.12. S 上の加法族はすべて S 上の π-系でもある.
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補題 1.11 (一意性の補題). I を S 上の π-系として, Σ := σ(I)とおく. また, µ1, µ2 を (S,Σ)上の 2つの有
限測度で µ1(S) = µ2(S)を満たすものとする. このとき,すべての I ∈ I について µ1(I) = µ2(I)が成り立
つならば, µ1 = µ2 である.

注意 1.14. 補題 1.11においてもし µ1, µ2 がともに確率測度であるならば,条件 µ1(S) = µ2(S)は自動的に
成立する.

注意 1.15. 補題 1.11 において µ1, µ2 が有限であるという仮定は外せない. 実際, I := π(R) として,
(S,Σ) = (R,B(R))とおき, µ1 : Σ → [0,∞]を

µ1(F ) =

{
0 if F = ∅,
∞ otherwise

で定めると, µ1 は (S,Σ) 上の測度となる. いま µ2 を (S,Σ) 上の計数測度とすると, 明らかに µ1 6= µ2 で
ある. 実際, µ1({1}) = ∞だが µ2({1}) = 1である. 一方で, I の元はすべて無限集合であるから,すべての
I ∈ I について µ1(I) = µ2(I)が成り立つ.

補題 1.11の証明のためにいくつか準備を行う.

定義 1.27 (Dynkin系). D ⊂ P(S)が S 上の Dynkin系 (Dynkin system)であるとは,次の 3つの条件が成
り立つことをいう:

(i) S ∈ D.
(ii) A,B ∈ D かつ A ⊂ B ならば, B \A ∈ D.
(iii) An ∈ D (n = 1, 2, . . . )かつ A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ならば,

⋃∞
n=1An ∈ D.

命題 1.7. Σ ⊂ S が S 上の σ-加法族となるための必要十分条件は, Σが S 上の π-系かつ Dynkin系となる
ことである.

証明. 必要性は命題 1.1 と 1.2 から従うから, 十分性を示す. Σ が σ-加法族の公理 (i)–(ii) を満たすことは,
Dynkin系の公理 (i)–(ii)から従う. いま, Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )とすると,上の議論から任意の n ∈ Nに対
して F c

n ∈ Σ が成り立つ. 従って, Σ が π-系であることから Gn := F c
1 ∩ · · · ∩ F c

n ∈ Σ が成り立つ. よっ
て,再び上の議論から An := Gc

n ∈ Σが成り立つ. de Morganの法則より An = F1 ∪ · · · ∪ Fn であるから,
A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ,従って Σ 3

⋃∞
n=1An =

⋃∞
n=1 Fn である. 故に Σは σ-加法族の公理 (iii)も満たす.

命題 1.8. 任意の C ⊂ P(S)に対して, C を含むような S 上の Dynkin系で最小のものがただ一つ存在する.
この Dynkin系を C によって生成される S 上の Dynkin系と呼び,記号 D(C)で表すことにする.

証明. 命題 1.3の証明と同様の議論で証明できる.

補題 1.12 (Dynkinの補題). I が S 上の π-系ならば, D(I) = σ(I)が成り立つ.

証明. 命題 1.7より σ(I)は S 上の Dynkin系なので, D(I)の最小性より D(I) ⊂ σ(I)である. 従って,も
し D(I)が S 上の σ-加法族であることを示せれば, σ(I)の最小性より D(I) ⊃ σ(I)が従うので証明が完
成する. さらに,命題 1.7よりこれは D(I)が π-系であることを示せば従う.
まず, B ⊂ S で任意の C ∈ I に対して B ∩C ∈ D(I)を満たすようなもの全体の集合を D1 とする. I は

π-系だから I ⊂ D1 である. さらに, D1 は S 上の Dynkin系である. 実際, S ∈ D1 は I ⊂ D(I)から従う.
また, A,B ∈ D1 かつ A ⊂ B とすると,任意の C ∈ I に対して A∩C,B ∩C ∈ D(I)かつ A∩C ⊂ B ∩C
となるから, D(I) が Dynkin 系であることから (B \ A) ∩ C = B ∩ C \ A ∩ C ∈ D(I) を得る. これは
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B \ A ∈ D1 を意味する. 最後に, An ∈ D1 (n = 1, 2, . . . ) が A1 ⊂ A2 ⊂ · · · を満たすとすると, 任意の
C ∈ I に対して An ∩ C ∈ D(I) (n = 1, 2, . . . )かつ A1 ∩ C ⊂ A2 ∩ C ⊂ · · · となるから, D(I)が Dynkin

系であることより (
⋃∞

n=1An) ∩ C =
⋃∞

n=1(An ∩ C) ∈ D(I) となる. これは
⋃∞

n=1An ∈ D1 を意味する.
以上より D1 は S 上の Dynkin系である. よって, D(I)の最小性より D(I) ⊂ D1 を得る. すなわち,任意の
B ∈ D(I)と C ∈ I に対して B ∩ C ∈ D(I)が成り立つ.
次に, C ⊂ S で任意の B ∈ D(I)に対して B ∩ C ∈ D(I)を満たすようなもの全体の集合を D2 とする.

上の結果から I ⊂ D2 である. さらに,上と同様の議論で D2 が S 上の Dynkin系となることを確認できる.
従って, D(I)の最小性より D(I) ⊂ D2 を得る. これは D(I)が π-系であることを意味する.

補題 1.11の証明. Σ1 := {F ∈ Σ : µ1(F ) = µ2(F )}とおく. 仮定より I ⊂ Σ1 である. また, Σ1 は S 上の
Dynkin系である. 実際, S ∈ Σ1 は仮定から従う. また, A,B ∈ Σ1 が A ⊂ B を満たすとすると,補題 1.10

より
µ1(B \A) = µ1(B)− µ1(A) = µ2(B)− µ2(A) = µ2(B \A)

が成り立つから, B \ A ∈ Σ1 である. さらに, An ∈ Σ1 (n = 1, 2, . . . )が A1 ⊂ A2 ⊂ · · · を満たすならば,
命題 1.6より

µ1

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ1(An) = lim

n→∞
µ2(An) = µ2

( ∞⋃
n=1

An

)

となるから,
⋃∞

n=1An ∈ Σ1 である. 以上より Σ1 は S 上の Dynkin 系であるから, D(I) ⊂ Σ1 である.
Dynkinの補題より D(I) = σ(I) = Σであるから,これは Σ = Σ1,すなわち示すべき主張を意味する.

1.10 外測度

この節では次節で Lebesgue測度を構成するための準備を行う.

定義 1.28 (集合関数に関する可測性). G0 を集合 S 上の加法族とし, λ : G0 → [0,∞]とする. L ∈ G0 が λ-可
測 (λ-measurable)であるとは,任意の G ∈ G0 に対して

λ(L ∩G) + λ(Lc ∩G) = λ(G)

が成り立つことをいう.

補題 1.13. G0 を集合 S 上の加法族とし, λ : G0 → [0,∞]は λ(∅) = 0を満たすとする. このとき, λ-可測集
合の全体 L0 は S 上の加法族となり, かつ λ の L0 への制限は加法的となる. さらに, L1, . . . , Ln ∈ L0 が
i 6= j ⇒ Li ∩ Lj = ∅を満たすならば,任意の G ∈ G0 に対して

λ

(
n⋃

k=1

(Lk ∩G)

)
=

n∑
k=1

λ(Lk ∩G) (1.2)

が成り立つ.

証明. 4つのステップに分けて示す.
Step 1. L1, L2 ∈ L0 ならば, L := L1 ∩L2 ∈ L0 である. 実際,任意の G ∈ G0 に対して, Lc ∩G,L2 ∩G ∈ G
となることに注意すると,

λ(Lc ∩G) = λ(L2 ∩ Lc ∩G) + λ(Lc
2 ∩ Lc ∩G) (∵ L2 ∈ L0)

= λ(L2 ∩ Lc
1 ∩G) + λ(Lc

2 ∩G),
λ(L2 ∩G) = λ(L1 ∩ L2 ∩G) + λ(Lc

1 ∩ L2 ∩G) (∵ L1 ∈ L0)
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が成り立つ. 従って,

λ(L ∩G) + λ(Lc ∩G) = λ(L1 ∩ L2 ∩G) + λ(L2 ∩ Lc
1 ∩G) + λ(Lc

2 ∩G)
= λ(L2 ∩G) + λ(Lc

2 ∩G) = λ(G)

を得る. ただし,最後の等号は L2 ∈ G より従う. 以上より L ∈ L0 である.
Step 2. L0 は S 上の加法族である. 実際, λ(∅) = 0より S ∈ L0 である. また, L ∈ L0 ならば Lc ∈ L0 とな
ることは定義より明らか. 最後に, L1, L2 ∈ L0 ならば, Lc

1, L
c
2 ∈ L0 だから, Step 1より Lc

1 ∩ Lc
2 ∈ L0 であ

り,従って L1 ∪ L2 = (Lc
1 ∩ Lc

2)
c ∈ L0 である.

Step 3. (1.2)が成り立つことを nに関する帰納法で示す. n = 1のときは明らかだから, n > 1として, n− 1

の場合には成り立つと仮定する. Ln ∈ L0 より

λ

(
n⋃

k=1

(Lk ∩G)

)
= λ

(
Ln ∩

n⋃
k=1

(Lk ∩G)

)
+ λ

(
Lc
n ∩

n⋃
k=1

(Lk ∩G)

)

が成り立つが,すべての k 6= nについて Lk ∩ Ln = ∅であることに注意すると,これは

λ

(
n⋃

k=1

(Lk ∩G)

)
= λ(Ln ∩G) + λ

(
n−1⋃
k=1

(Lk ∩G)

)

を意味する. この式と帰納法の仮定より (1.2)が従う.
Step 4. (1.2)で特に G = S の場合を考えれば, λの L0 への制限は加法的であることが従う. 以上で証明は
完成した.

定義 1.29 (外測度). (S,G)を可測空間とする. 関数 λ : G → [0,∞]が (S,G)上の外測度であるとは, λが次
の 3条件を満たすことをいう:

(i) λ(∅) = 0.

(ii) (単調性) G1, G2 ∈ G かつ G1 ⊂ G2 ならば, λ(G1) ≤ λ(G2).

(iii) (可算劣加法性)任意の Gk ∈ G (k = 1, 2, . . . )に対して,

λ

( ∞⋃
k=1

Gk

)
≤

∞∑
k=1

λ(Gk).

(S,P(S))上の外測度を単に S 上の外測度と呼ぶ.

例 1.13. 補題 1.10と命題 1.6より測度は外測度である.

定理 1.2 (Carathéodoryの補題). λを可測空間 (S,G)上の外測度とする. このとき, λ-可測集合の全体 Lは
S 上の σ-加法族となり,かつ λの Lへの制限は可算加法的となる.

証明. まず,補題 1.13より Lは S 上の加法族であることに注意しておく.
次に, Li . . .L (i = 1, 2, . . . )が i 6= j ⇒ Li ∩ Lj = ∅を満たすならば, L :=

⋃∞
i=1 Li ∈ Lであり,かつ

λ(L) =
∞∑
i=1

λ(Li) (1.3)

が成り立つことを示す. 任意に G ∈ G をとる. λの劣加法性より

λ(G) ≤ λ(L ∩G) + λ(Lc ∩G)

18



が成り立つ. 一方で, 各 n ∈ N についてMn := L1 ∪ · · ·Ln とおくと, L が S 上の加法族であることより
Mn ∈ Lとなるから,

λ(G) = λ(Mn ∩G) + λ(M c
n ∩G)

が成り立つ. Mn ⊂ LよりM c
n ⊃ Lc なので, λの単調性より

λ(G) ≥ λ(Mn ∩G) + λ(Lc ∩G) =
n∑

i=1

λ(Li ∩G) + λ(Lc ∩G)

を得る. ただし,最後の等式は (1.2)から従う. n→ ∞として

λ(G) ≥
∞∑
i=1

λ(Li ∩G) + λ(Lc ∩G) ≥ λ(L ∩G) + λ(Lc ∩G)

を得る. ただし,最後の不等式は λの可算劣加法性から従う. 以上より L ∈ Lである. また,特に上の最初の
不等式で G = Lの場合を考えると

λ(L) ≥
∞∑
i=1

λ(Li) + λ(∅) =
∞∑
i=1

λ(Li)

を得る. 逆向きの不等式が λの可算劣加法性から従うので, (1.3)を得る.
ここまでの議論で λの Lへの制限は可算加法的となることが示された. 従って Lが S 上の σ-加法族であ

ることを示せば証明は完成する. 補題 1.13より Lは S 上の加法族であるから, Li . . .L (i = 1, 2, . . . )なら
ば L :=

⋃∞
i=1 Li ∈ Lとなることを示せばよい. 集合列K1,K2, . . . を帰納的に

K1 := L1, Ki := Li \Ki−1 (i = 2, 3, . . . )

で定めると, L が S 上の加法族であることからすべての i について Ki ∈ L であり, かつ定義から
i 6= j ⇒ Ki ∩Kj = ∅が成り立つ. 従って上の結果より L =

⋃∞
i=1Ki ∈ Lが成り立つ.

Carathéodoryの補題より,ある集合上に外測度 λを構成することができれば,それを λ-可測集合の全体に
制限することで測度を構成できることがわかる. 外測度の構成には次の結果がよく利用される.

補題 1.14. (S,G)を可測空間, ∅ ∈ G0 ⊂ G とし,関数 λ0 : G0 → [0,∞]は λ0(∅) = 0を満たすとする. この
とき,関数 λ : G → [0,∞]を

λ(G) = inf


∞∑
j=1

λ0(Gj) : Gj ∈ G0 (j = 1, 2, . . . ), G ⊂
∞⋃
j=1

Gj

 (G ∈ G)

で定めると, λは (S,G)上の外測度となる. さらに,任意の G ∈ G0 に対して λ0(G) ≤ λ(G)が成り立つ.

証明. 後半の主張は λ0(∅) = 0 に注意すると定義から明らかだから, 前半の主張を示す. λ(∅) = 0 は
λ0(∅) = 0から従う. λが単調性を持つことは定義より明らか. 従って, λが可算劣加法性を持つこと,すなわ
ち任意の Gi ∈ G (i = 1, 2, . . . )に対して

λ

( ∞⋃
i=1

Gi

)
≤

∞∑
i=1

λ(Gi) (1.4)

が成り立つことを示せば証明は完成する. もしある iについて λ(Gi) = ∞となっているのであれば上の不
等式は明らかであるから,そうでない場合を考える.
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任意に ε > 0を固定する. 各 iについて λ(Gi) < λ(Gi) + 2−iεであるから,ある Gij ∈ G0 (j = 1, 2, . . . )

が存在してGi ⊂
⋃∞

j=1Gij かつ
∑∞

j=1 λ0(Gij) < λ(Gi)+2−iεを満たす. このとき,
⋃∞

i=1Gi ⊂
⋃∞

i,j=1Gij

であるから,定義より

λ

( ∞⋃
i=1

Gi

)
≤

∞∑
i,j=1

λ0(Gij) <

∞∑
i=1

λ(Gi) + ε

が成り立つ. ε ↓ 0として (1.4)を得る.

ある外測度 λを制限することで構成された測度が有用であるためには,十分多くの集合が λ-可測である必
要がある. 特に, Rn 上に測度を構成する場合, Borel集合は可測となってほしい. そこで次の定義を導入する.

定義 1.30 (Borel外測度). Rn 上の外測度 λが Borel外測度であるとは, Rn の Borel集合がすべて λ-可測で
あることをいう.

以下の目的は Rn 上の外測度が Borel外測度となるための便利な十分条件を与えることである.

定義 1.31 (集合間の距離). A,B ⊂ Rn に対して, Aと B の距離 (distance)を

dist(A,B) := inf{‖x− y‖ : x ∈ A, y ∈ B}

で定める. 特に, Aが 1点 aからなる場合は dist(a,B)と書く:

dist(a,B) := dist({a}, B) = inf{‖a− y‖ : y ∈ B}.

定理 1.3 (Carathéodoryの判定法). λを Rn 上の外測度とする. dist(A,B) > 0なる任意の A,B ⊂ Rn に対
して

λ(A ∪B) = λ(A) + λ(B)

が成り立つならば, λは Borel外測度である.

定理 1.3の証明のために少し準備をする.

定義 1.32 (閉集合). F ⊂ Rn が Rn の閉集合であるとは, F c が Rn の開集合であることをいう.

補題 1.15. F ⊂ Rn とする. x ∈ F ならば dist(x, F ) = 0である. また, F が閉集合ならば,任意の x ∈ F c

に対して dist(x, F ) > 0である.

証明. 前半は明らかなので, 後半を示す. F c は開集合だから, ある ε > 0 が存在して U(x; ε) ⊂ F c と
なる. このとき, F ⊂ U(x; ε)c となるから, 任意の y ∈ F に対して ‖x − y‖ ≥ ε が成り立つ. 従って
dist(x, F ) ≥ ε > 0である.

定理 1.3の証明. Carathéodoryの補題より, λ-可測集合の全体 Lは Rn 上の σ-加法族であるから,任意の Rn

の閉集合 F が F ∈ Lを満たすことを示せばよい. 任意に G ⊂ Rn をとる. 可算劣加法性と λ(∅) = 0より

λ(G) ≤ λ(F ∩G) + λ(F c ∩G)

が成り立つ. 従って,
λ(G) ≥ λ(F ∩G) + λ(F c ∩G)

を示せば証明は完成する. λ(G) = ∞のときは明らかだから, λ(G) <∞の場合を考える.
各 k ∈ Nについて

Fk :=

{
x ∈ Rn : dist(x, F ) ≤ 1

k

}
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とおく. 任意の x ∈ F c
k と y ∈ F に対して |x−y| ≥ dist(x, F ) > 1/kが成り立つから, dist(G∩F c

k , G∩F ) ≥
1/k > 0である. 従って,仮定より

λ(G ∩ F c
k ) + λ(G ∩ F ) = λ((G ∩ F c

k ) ∪ (G ∩ F ))

が成り立つ. Fk ⊃ F より (G ∩ F c
k ) ∪ (G ∩ F ) ⊂ Gだから, λの単調性より

λ(G ∩ F c
k ) + λ(G ∩ F ) ≤ λ(G)

を得る. 故に, λ(G ∩ F c
k ) → λ(G ∩ F ) (k → ∞)となることを示せば証明は完成する.

各 j ∈ Nについて
Rj :=

{
x ∈ G :

1

j + 1
< dist(x, F ) ≤ 1

j

}
とおく. F が閉集合であることから任意の x ∈ F c に対して dist(x, F ) > 0 が成り立つので, G ∩ F =

(G ∩ F c
k ) ∪

⋃∞
j=k Rj が成り立つ. 故に,可算劣加法性より

λ(G ∩ F ) ≤ λ(G ∩ F c
k ) +

∞∑
j=k

λ(Rj)

を得る. 単調性より λ(G ∩ F c
k ) ≤ λ(G ∩ F c)が成り立つことに注意すると,

∞∑
j=k

λ(Rj) → 0 (k → ∞) (1.5)

を示せば証明は完成する.
x, y ∈ Rn が j, k ∈ Nに対して dist(x, F ) > 1/(j + 1), dist(x, F ) ≤ 1/k を満たすならば

1

j + 1
< dist(x, F ) ≤ ‖x− y‖+ dist(y, F ) ≤ ‖x− y‖+ 1

k

が成り立つから, j + 2 ≤ k ならば

dist

(
j⋃

i=1

Ri, Rk

)
≥ 1

j + 1
− 1

k
> 0

が成り立つ. 従って,仮定を繰り返し用いることで,任意の N ∈ Nに対して

N∑
j=1

λ(R2j) = λ

 N⋃
j=1

R2j


および

N∑
j=1

λ(R2j−1) = λ

 N⋃
j=1

R2j−1


が成り立つ. すべての j について Rj ⊂ Gが成り立つことに注意すると,単調性より

∞∑
j=1

λ(Rj) = lim
N→∞

2N∑
j=1

λ(Rj) ≤ 2λ(G) <∞

を得る. これは (1.5)を意味する.
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1.11 Lebesgue測度

この節の主要な目標は次の定理を示すことである:

定理 1.4. (R,B(R))上の測度 µで,すべての −∞ < a ≤ b <∞に対して

µ((a, b]) = b− a (1.6)

を満たすようなものがただ一つだけ存在する. この測度 µを (R,B(R))上の Lebesgue測度と呼ぶ.

定理 1.4の一意性の部分は一意性の補題を用いて示すことができる. 存在を示すのに前節の結果を使うが,
そのために閉区間がコンパクトであるという事実を用いる.

定義 1.33 (コンパクト集合). C ⊂ Rn とする.

(a) U ⊂ O(Rn)が C の開被覆であるとは, C ⊂
⋃

U∈U U が成り立つことをいう.
(b) C ⊂ Rn がコンパクトであるとは, C の任意の開被覆 U に対して, U の有限部分集合で再び C の開被
覆となるものが存在することをいう.

補題 1.16 (Heine-Borelの被覆定理). Rの閉区間はコンパクトである.

証明. 少し進んだ微分積分学の本か, 位相空間論の本には大抵書いてあるが, 例えば [13, 定理 1-3] を
参照.

補題 1.17. a < b, −∞ < ai < bi <∞ (i = 1, . . . , n)が [a, b] ⊂
⋃n

i=1(ai, bi)を満たすならば,

n∑
i=1

(bi − ai) > b− a

が成り立つ.

証明. nに関する帰納法による. n = 1のときは明らかだから, n > 1とし, n − 1については成り立つと仮
定する. いま a ∈ [a, b] ⊂

⋃n
i=1(ai, bi)より a ∈ (aj , bj)なる j ∈ {1, . . . , n}が存在する. もし b ≤ bj であれ

ば,
∑n

i=1(bi − ai) ≥ bj − aj > b− aとなって示すべき不等式を得る. b > bj の場合, [bj , b] ⊂
⋃

i:i 6=j(ai, bi)

とならなければならないから,帰納法の仮定より
∑

i:i6=j(bi − ai) > b− bj が成り立つ. 故に

n∑
i=1

(bi − ai) > b− bj + bj − aj > b− a

となって示すべき不等式を得る.

定理 1.4の証明. 4ステップに分けて証明する.
Step 1. まず一意性を示す. (R,B(R)) 上の測度 µ1, µ2 がともに (1.6) を満たすとする. いま, 各 n ∈ N に
ついて, 補題 1.2 より B((−n, n]) ⊂ B(R) が成り立つから, 各 i = 1, 2 について µi の B((−n, n]) への制
限 µ

(n)
i を考えることができる. µ(n)

i が ((−n, n],B((−n, n]))上の測度となっていることは容易に確認でき
る. さらに, (1.6) より, すべての −n ≤ a ≤ b ≤ n について µ

(n)
i ((a, b]) = b − a が成り立つ. これはすべ

ての I ∈ π((−n, n])について µ
(n)
1 (I) = µ

(n)
2 (I)が成り立つこと,および µ

(n)
1 ((−n, n]) = µ

(n)
2 ((−n, n]) =

2n < ∞ を意味する. 従って, 一意性の補題より µ
(n)
1 = µ

(n)
2 を得る. 故に, 任意の F ∈ B(R) に対して,

F ∈ (−n, n] ∈ B((−n, n]) (n = 1, 2, . . . )となることに注意すれば,命題 1.6より,

µ1(F ) = lim
n→∞

µ1(F ∩ (−n, n]) = lim
n→∞

µ
(n)
1 (F ∩ (−n, n])
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= lim
n→∞

µ
(n)
2 (F ∩ (−n, n]) = lim

n→∞
µ2(F ∩ (−n, n]) = µ2(F )

を得る. 以上より µ1 = µ2 である.
Step 2. 残りの 3ステップで存在を示す. I := {(a, b] : −∞ < a ≤ b <∞}とし,各 I = (a, b] ∈ I について
|I| := b− aと定める. 補題 1.14を (S,G) = (R,P(R)),G0 = I および λ0(I) = |I| (I ∈ I)として適用する
ことで R上の外測度 λを定める.
Step 3. 任意の I = (a, b] ∈ I に対して λ(I) = b − a が成り立つ. 実際, まず補題 1.14 の後半の主張か
ら λ(I) ≤ b − a である. 従って λ(I) ≥ b − a を示せばよい. a = b の場合は明らかだから, a < b とする.
I ⊂

⋃∞
i=1 Ii なる Ii = (ai, bi] ∈ I (i = 1, 2, . . . )を任意にとる. a < a′ < b′ < bなる a′, b′ を任意にとると,

[a′, b′] ⊂
⋃∞

i=1(ai, bi)となるから, {(ai, bi) : i ∈ N}は [a′, b′]の開被覆である. 従って, Heine-Borelの被覆
定理より,ある有限集合 J ⊂ Nが存在して [a′, b′] ⊂

⋃
i∈J (ai, bi)となる. 故に,補題 1.17より∑

i∈J
(bi − ai) > b′ − a′

が成り立つ. a′ ↓ a, b′ ↑ b として
∑

i∈J |Ii| ≥ b − a を得るから,
∑∞

i=1 |Ii| ≥ b − a である. これは
λ(I) ≥ b− aを意味する.
Step 4. もし λが R上の Borel外測度であることを証明できれば, Carathéodoryの補題より λの B(R)への
制限 µは (R,B(R))上の測度であり,かつ Step 3より (1.6)を満たすので存在の証明が完成する. λが R上
の Borel外測度であることを示すには, Carathéodoryの判定法より, dist(A,B) > 0なる任意の A,B ⊂ Rに
対して λ(A ∪ B) = λ(A) + λ(B)が成り立つことを示せばよい. λが外測度であることに注意すると,これ
は λ(A ∪B) ≥ λ(A) + λ(B)を示せば従う. よって, λの定義より, A ∪B ⊂

⋃∞
j=1 Ij なる任意の Ij ∈ I に

対して
∞∑
j=1

|Ij | ≥ λ(A) + λ(B)

を示せば証明は完成する.
ε := dist(A,B) > 0とおく. 必要であれば各 Ij を細分して得られる区間たちを新たに考えることにより,

すべての j について |Ij | ≤ ε/2が成り立つと仮定して一般性を失わない. このとき,各 S ∈ {A,B}に対し
て JS := {j ∈ N : Ij ∩ S 6= ∅}とおくと, S ⊂

⋃
j∈JS

Ij が成り立つ. さらに, JA ∩JB = ∅である. 実際,も
し j ∈ JA ∩JB ならば,定義より a ∈ Ij ∩A, b ∈ Ij ∩B なる点 a, bが取れるから, ε ≤ |a− b| ≤ |Ij | ≤ ε/2

となって矛盾するからである. 故に,
∞∑
j=1

|Ij | ≥
∑
j∈JA

|Ij |+
∑
j∈JB

|Ij | ≥ λ(A) + λ(B)

が成り立つ.

最後に Lebesgue測度の基本的性質をいくつか示しておく.

補題 1.18. 任意の F ∈ B(R)と a ∈ Rに対して,

F + a := {x+ a : x ∈ F} ∈ B(R), aF := {ax : x ∈ F} ∈ B(R).

証明. 任意の a, b ∈ Rに対して aF + b ∈ B(R)を示せばよい. F = ∅のときは aF + b = ∅となり, F 6= ∅
かつ a = 0のときは aF + b = {b}となるから, F 6= ∅かつ a 6= 0の場合を考えればよい.
M := {F ∈ P(R) : aF + b ∈ B(R)}とおく. 関数 f : R → Rを f(x) = (x − b)/aで定めると,任意の

F ⊂ Rに対して f−1(F ) = {x ∈ R : (x− b)/a ∈ F} = aF + bが成り立つことに注意すれば,補題 1.1より
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Mは R上の σ-加法族となる. また,定義から明らかに π(R) ⊂ Mとなるから, σ(π(R)) ⊂ Mである. 従っ
て定理 1.1より B(R) ⊂ Mとなる. 以上より示すべき結論が得られた.

注意 1.16. 一般に A,B ∈ B(R)であっても A + B := {x + y : x ∈ A, y ∈ B} ∈ B(R)となるとは限らな
い. [4]参照.

命題 1.9. λを (R,B(R))上の Lebesgue測度とすると,次が成り立つ.

(a) 任意の x ∈ Rに対して, λ({x}) = 0.

(b) 任意の a ≤ bに対して, λ((a, b)) = λ([a, b]) = λ((a, b]) = λ([a, b)) = b− a.

(c) (平行移動不変性)任意の F ∈ B(R)と x ∈ Rに対して, λ(F + x) = λ(F ).

(d) (スケール則)任意の F ∈ B(R)と c ∈ Rに対して, λ(cF ) = |c|λ(F ).
(e) λは σ-有限である.

証明. (a)命題 1.6と (1.6)より λ({x}) = limn→∞ λ((x− 1/n, x+ 1/n]) = limn→∞ 2/n = 0となる.
(b) (a), (1.6)と加法性からただちに従う.
(c)関数 µ : B(R) → [0,∞]を µ(F ) = λ(F + x)で定めると, µが (1.6)を満たす (R,B(R))上の測度であ

ることが容易に確認できるから,定理 1.4の一意性の部分から従う.
(d) c = 0の場合は λ(cF ) = λ({0}) = 0 = |c|λ(F )となるから, c 6= 0の場合を考える. 関数 µ : B(R) →

[0,∞]を µ(F ) = |c|−1λ(cF )で定めると, µが (1.6)を満たす (R,B(R))上の測度であることが容易に確認
できるから,定理 1.4の一意性の部分から従う.
(e) λ((−n, n]) = 2n <∞ (n = 1, 2, . . . )かつ R =

⋃∞
n=1(−n, n]だから.

定義 1.34. E ∈ B(R)のとき, B(E) ⊂ B(R)であるから, (R,B(R))上の Lebsgue測度の B(E)への制限 µ

を考えることができる. この µは明らかに (E,B(E))上の測度であり, (E,B(E))上の Lebesgue測度と呼
ばれる.
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2 可測関数
(S,Σ), (S1,Σ1)を 2つの可測空間とする.

2.1 可測関数

定義 2.1 (可測関数). h : S → S1 とする. A ⊂ P(S)に対して,

h−1(A) := {h−1(A) : A ∈ A}

と定義する. h−1(Σ1) ⊂ Σが成り立つとき, hは Σ/Σ1-可測であるという.

注意 2.1. 補題 1.1(b)より, h−1(Σ1)は S 上の σ-加法族である. 従って, h−1(Σ1)は hが Σ/Σ1-可測となる
ような S 上の Σ-加法族のうち最小のものとなっている.

補題 2.1. S1 = Rn または S1 = Rとして, E ⊂ S1, h : S → E とする (従って h : S → S1 でもある). hが
Σ/B(E)-可測となるための必要十分条件は, hが Σ/B(S1)-可測となることである.

証明. 任意の A ∈ B(S1)に対して h−1(A) = h−1(A∩E)が成り立つことと補題 1.2及び 1.3から従う.

定義 2.2 (Rn or R に値をとる可測関数). 補題 2.1 の設定において, h が Σ/B(E)-可測であることを単に h

は Σ-可測であるということにする. 補題 2.1によりこの定義は hの値域 E の取り方に依存しない.

例 2.1 (定数関数). c ∈ S1 として,関数 h : S → S1 を h(x) = cで定める. このとき,任意の A ∈ Σ1 に対し
て, c ∈ Aならば h−1(A) = S ∈ Σ, c /∈ Aならば h−1(A) = ∅ ∈ Σだから, hは Σ/Σ1-可測である.

例 2.2 (指示関数). F ⊂ S の指示関数 1F が Σ-可測であるための必要十分条件は F ∈ Σである. 実際,任意
の A ∈ B(R)に対して, 0, 1 ∈ Aならば 1−1

F (A) = S, 0 ∈ A, 1 /∈ Aならば 1−1
F (A) = F c, 0 /∈ A, 1 ∈ Aな

らば 1−1
F (A) = F , 0, 1 /∈ Aならば 1−1

F (A) = ∅となるからである.

定義 2.3 (Borel関数). S ⊂ Rn, Σ = B(S)の場合, Σ-可測であることを Borel可測であるともいい, Σ-可測
関数は Borel関数とも呼ばれる.

2.2 可測関数の初等的性質

h : S → S1 とする.

補題 2.2. C ⊂ Σ1 が σ(C) = Σ1 かつ h−1(C) ⊂ Σを満たすならば, hは Σ/Σ1-可測である.

証明. M := {E ∈ P(S1) : h
−1(E) ∈ Σ}とおくと,仮定より C ⊂ Mである. 補題 1.1よりMは S1 上の σ-

加法族であるから,これは Σ1 = σ(C) ⊂ Mを意味する. すなわち,任意の F ∈ Σ1 について h−1(F ) ∈ Σと
なるから, hは Σ/Σ1-可測である.

命題 2.1. f : S → [−∞,∞]に対して,次の 5条件は互いに同値である:

(i) f は Σ-可測である.
(ii) 任意の c ∈ Rに対して {f ≤ c} := {x ∈ S : f(x) ≤ c} ∈ Σが成り立つ.
(iii) 任意の c ∈ Rに対して {f < c} := {x ∈ S : f(x) < c} ∈ Σが成り立つ.
(iv) 任意の c ∈ Rに対して {f ≥ c} := {x ∈ S : f(x) ≥ c} ∈ Σが成り立つ.
(v) 任意の c ∈ Rに対して {f > c} := {x ∈ S : f(x) > c} ∈ Σが成り立つ.
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証明. (i)⇒ (v): (c,∞] ∈ B([−∞,∞])より従う.
(v)⇒ (iv): {f ≥ c} =

⋂∞
n=1{f > c− 1/n}であるから.

(iv)⇒ (iii): {f < c} = {f ≥ c}c であるから.
(iii)⇒ (ii): {f ≤ c} =

⋂∞
n=1{f < c+ 1/n}であるから.

(ii)⇒ (i): (ii)は f−1(π([−∞,∞])) ⊂ Σを意味するから,定理 1.1と補題 2.2から従う.

補題 2.3. (Uλ)λ∈Λ を Rn の開集合の族とすると,
⋃

λ∈Λ Uλ ∈ O(Rn)となる.

証明. x ∈
⋃

λ∈Λ Uλ とすると,ある λ ∈ Λについて x ∈ Uλ となる. Uλ ∈ O(Rn)だから,ある ε > 0が存在
して U(x; ε) ⊂ Uλ ⊂

⋃
λ∈Λ Uλ となる. 従って

⋃
λ∈Λ Uλ ∈ O(Rn)である.

補題 2.4 (連続関数の特徴付け). S ⊂ Rn, S1 ⊂ Rm とする. h が連続であるための必要十分条件は,
h−1(O(S1)) ⊂ O(S)である.

証明. 必要性: 任意の V ∈ O(S1)に対して h−1(V ) ∈ O(S)となることを示せばよい. U := {U ∈ O(Rn) :

U ∩ S ⊂ h−1(V )}, U0 :=
⋃

U∈U U とおくと, 補題 2.3 より U0 ∈ O(Rn) であり, また定義より明らかに
U0 ∩ S ⊂ h−1(V )が成り立つ. 従って U0 ∩ S ⊃ h−1(V )を示せば, h−1(V ) = U0 ∩ S ∈ O(S)となって証
明が完成する.
V ∈ O(S1) よりある W ∈ O(Rm) が存在して V = W ∩ S1 と書ける. いま x ∈ h−1(V ) とすると,

h(x) ∈ V ⊂W だから,ある ε > 0が存在して U(h(x); ε) ⊂W となる. ここで, hは連続だから,ある δ > 0

が存在して h(U(x; δ) ∩ S) ⊂ U(h(x); ε) ⊂ W となる. これは U(x; δ) ∩ S ⊂ h−1(W ) = h−1(V )を意味す
る. このことと U(x; δ) ∈ O(Rn)より U(x; δ) ∈ U を得るから, x ∈ U(x; δ) ∈ U0 である. x ∈ h−1(V )より
x ∈ S であるから, x ∈ U0 ∩ S となり証明は完成した.
十分性: 任意に x ∈ Sと ε > 0をとる. U(h(x); ε) ∈ O(Rm)より U(h(x); ε)∩S1 ∈ O(S1)であるから,仮

定より h−1(U(h(x); ε)) ∈ O(S)である. すなわち,ある U ∈ O(Rn)が存在して h−1(U(h(x); ε)) = U ∩ S
と書ける. このとき x ∈ h−1(U(h(x); ε)) ⊂ U であるから, ある δ > 0 が存在して U(x; δ) ⊂ U とな
る. このとき ‖y − x‖ < δ なる任意の y ∈ S について y ∈ U ∩ S = h−1(U(h(x); ε)) が成り立つから,
‖h(y)− h(x)‖ < εとなる. これは hが点 xで連続であることを意味する.

命題 2.2 (連続関数の Borel可測性). S ⊂ Rn, S1 ⊂ Rm とする. hが連続ならば, hは Borel可測である.

証明. 補題 2.4より h−1(O(S1)) ⊂ O(S) ⊂ B(S)が成り立つから,補題 2.2より hは B(S)/B(S1)-可測,す
なわち Borel可測である.

注意 2.2. h : Rn → Rm が連続であっても, B ∈ B(Rn)に対して h(B) ∈ B(Rm)となるとは限らない. [3,
Section 13.2]もしくは [18,定理 13.3]参照.

命題 2.3 (合成関数の可測性). (S2,Σ2)を可測空間, h1 : S1 → S2 とする. このとき, hが Σ/Σ1-可測, h1 が
Σ1/Σ2-可測ならば, h1 ◦ hは Σ/Σ2-可測である.

証明. 任意に F ∈ Σ2 をとる. h1 が Σ1/Σ2-可測であることから h−1
1 (F ) ∈ Σ1 であり, hが Σ/Σ1-可測であ

ることから h−1(h−1
1 (F )) ∈ Σである. (h1 ◦ h)−1(F ) = h−1(h−1

1 (F ))であるから,題意は示された.

補題 2.5. Rn の任意の開集合は,高々可算個の (a1, b1)× · · · × (an, bn) (a1, b1, . . . , an, bn ∈ R)という形の
集合の和集合として表すことができる.

証明. 任意に U ∈ O(Rn)をとる. U の部分集合 Aである a1, b1, . . . , an, bn ∈ Qを用いて A = (a1, b1) ×
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· · · × (an, bn)という形に書けるもの全体の集合を Aとする. Q2n が可算集合であることから Aは可算集合
である. 従って U =

⋃
A∈AAとなることを示せば証明は完成する.

U ⊃
⋃

A∈AA は A の定義より明らか. いま x = (x1, . . . , xn) ∈ U とすると, ある ε > 0 が存在
して U(x; ε) ⊂ U が成り立つ. ここで, 各 i = 1, . . . , n について, 有理数の稠密性より xi − ε/

√
n <

ai < xi < bi < xi + ε/
√
n を満たす ai, bi ∈ Q が取れる. このとき, 任意の y = (y1, . . . , yn) ∈ A :=

(a1, b1)× · · · × (an, bn)に対して,

‖y − x‖2 =

n∑
i=1

(yi − xi)
2 <

n∑
i=1

ε2

n
= ε2

となるから, y ∈ U(x; ε) ⊂ U となる. すなわち A ⊂ U となるから, A ∈ Aである. 故に, x ∈ A ⊂
⋃

A∈AA

となるので, U ⊂
⋃

A∈AAが示された.

補題 2.6. f : S → Rn とし,各 i = 1, . . . , nについて f の第 i座標関数を fi と書くことにする. このとき次
の 2条件は互いに同値である:

(i) f は Σ-可測である.
(ii) すべての i = 1, . . . , nについて fi は Σ-可測である.

証明. (i)⇒ (ii)各 i = 1, . . . , nについて関数 πi : Rn → Rを π(x1, . . . , xn) = xi で定める. πi は連続であ
るから,命題 2.2より Borel可測である. 従って条件 (i)と命題 2.3より fi = πi ◦ f は Σ-可測である.
(ii)⇒ (i) A := {(a1, b1)× · · · × (an, bn) : a1, b1 . . . , an, bn ∈ R}とおく. 補題 2.5より Rn の任意の開集

合は Aの元の可算和で表されるから, σ(A) = B(R)が成り立つ. 従って,補題 2.2より f−1(A) ⊂ Σを示せ
ば証明は完成する. A = (a1, b1)× · · · × (an, bn) ∈ Aとすると, (ii)より f−1(A) =

⋂n
i=1 f

−1
i ((ai, bi)) ∈ Σ

となるから,題意は示された.

命題 2.4 (和と積の可測性). f : S → R, g : S → Rがともに Σ-可測ならば, f + g, f · g も Σ-可測である.

証明. 関数 h : S → R2 を h(x) = (f(x), g(x)) で定める. 補題 2.6 より h は Σ-可測である. 一方で, 関数
ϕ : R2 → Rおよび ψ : R2 → Rを ϕ(x, y) = x+ y, ψ(x, y) = xy で定めると, ϕ,ψ はともに連続だから,命
題 2.2より Borel可測である. f + g = ϕ ◦ h, f · g = ψ ◦ hだから,命題 2.3より示すべき結論が従う.

系 2.1 (スカラー倍の可測性). f : S → Rが Σ-可測ならば,任意の α ∈ Rに対して αf も Σ-可測である.

証明. 定数関数が Σ-可測であることに注意すれば,積の可測性に関する結果から従う.

演習問題 4. 関数 g : R → Rが非減少ならば, g は Borel可測となることを示せ.

2.3 上限・下限・極限の可測性

命題 2.5 (上限・下限の可測性). 各 n ∈ Nについて, fn : S → [−∞,∞]は Σ-可測であるとする. このとき,
supn∈N fn, infn∈N fn はともに Σ-可測である.

証明. 任意の c ∈ Rに対して,{
sup
n∈N

fn ≤ c

}
=

∞⋂
n=1

{fn ≤ c} ∈ Σ,

{
inf
n∈N

fn ≥ c

}
=

∞⋂
n=1

{fn ≥ c} ∈ Σ

となるから,命題 2.1より結論が従う.
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系 2.2 (最大値・最小値の可測性). fi : S → [−∞,∞] (i = 1, . . . , n)がΣ-可測ならば, f1∨· · ·∨fn, f1∧· · ·∧fn
も Σ-可測である.

証明. m > nに対して fm := fn とおけば, f1 ∨ · · · ∨ fn = supi fi, f1 ∧ · · · ∧ fn = infi fi となるため.

定義 2.4 (上極限・下極限). (an)∞n=1 を [−∞,∞]の点列とする. このとき, (supk:k≥n ak)
∞
n=1 は明らかに非

増加であるから,補題 1.5より n→ ∞のときの極限が存在する. この極限を (an)
∞
n=1 の上極限と呼び,記号

lim supn→∞ an で表す. すなわち,

lim sup
n→∞

an := lim
n→∞

sup
k:k≥n

ak

(
= inf

n∈N
sup

k:k≥n
ak

)

である. 同様に, (an)∞n=1 の下極限を

lim inf
n→∞

an := lim
n→∞

inf
k:k≥n

ak

(
= sup

n∈N
inf

k:k≥n
ak

)
で定義する.

補題 2.7. (an)
∞
n=1 を [−∞,∞]の点列, α ∈ [−∞,∞]とする. an → α (n→ ∞)となるための必要十分条件

は, lim supn an = lim infn an = αとなることである.

証明. 必要性 lim supn an = αを示す. まず,不等式 an ≤ supk:k≥n ak と仮定より α ≤ lim supn anは明らか.
従って α = ∞ の場合は lim supn an = ∞ となるから, α < ∞ の場合を考えればよい. an → α (n → ∞)

だから, 任意の ε > 0 に対してある N ∈ N が存在して, n ≥ N ⇒ an ∈ U(α; ε/2) が成り立つ. α = −∞
の場合, これは n ≥ N ⇒ supk:k≥n ak ≤ ε/2 < ε を意味するから, n ≥ N ⇒ supk:k≥n ak ∈ U(α; ε)

である. 一方で α ∈ R の場合, これは n ≥ N ⇒ supk:k≥n ak ≤ α + ε/2 < α + ε を意味するか
ら, supk:k≥n ak ≥ lim supn an ≥ α と合わせて n ≥ N ⇒ supk:k≥n ak ∈ U(α; ε) を得る. 以上より
lim supn an = limn supk:k≥n ak = αである.
同様の議論で lim infn an = αも示せる.
十分性任意の n ∈ Nについて infk:k≥n ak ≤ an ≤ supk:k≥n ak が成り立つから,はさみうちの原理によっ

て示すべき結論を得る.

演習問題 5. (an)
∞
n=1 を [−∞,∞]の点列とする.

lim inf
n→∞

(−an) = − lim sup
n→∞

an

が成り立つことを示せ.

演習問題 6. (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 を [−∞,∞]の 2つの点列とする. すべての nについて an ≤ bn が成り立つ

とき,
lim sup
n→∞

an ≤ lim sup
n→∞

bn, lim inf
n→∞

an ≤ lim inf
n→∞

bn

が成り立つことを示せ.

命題 2.6 (上極限・下極限の可測性). 各 n ∈ Nについて, fn : S → [−∞,∞]は Σ-可測であるとする. この
とき, lim supn→∞ fn, lim infn→∞ fn はともに Σ-可測である.

証明. 命題 2.5から直ちに従う.
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系 2.3. 各 n ∈ Nについて, fn : S → [−∞,∞]は Σ-可測であるとする. このとき,関数列 (fn)
∞
n=1 がある関

数 f : S → [−∞,∞]に各点収束するならば, f は Σ-可測である.

証明. 仮定の下では補題 2.7より f = lim supn fn となるから,命題 2.6より結論が従う.

補題 2.8. f : S → [−∞,∞], g : S → [−∞,∞]がともに Σ-可測ならば, {f < g}, {f ≤ g}, {f = g} ∈ Σ.

証明. まず, {f < g} =
⋃

q∈Q({f < q} ∩ {g > q}) ∈ Σである. 次に, {f = g}c = {f < g} ∪ {f > g} ∈ Σ

より {f = g} ∈ Σである. 最後に, {f ≤ g} = {f < g} ∪ {f = g} ∈ Σである.

命題 2.7. 各 n ∈ Nについて, fn : S → [−∞,∞]は Σ-可測であるとする. また, f : S → [−∞,∞]も Σ-可
測であるとする. このとき, F := {x ∈ S : fn(x) → f(x) (n→ ∞)} ∈ Σである.

証明. 補題 2.7より F = {lim supn fn = f}∩ {lim infn fn = f}と書きなおせるので,命題 2.6と補題 2.8よ
り結論が従う.

2.4 確率変数

確率変数は,数学的には,確率空間 (Ω,F , P )を設定した下で, Ωから Rへの F-可測関数として定式化さ
れる. より一般に, n次元確率変数は Ωから Rn への F-可測関数として定式化される. ここでは簡単な例と
して,コイントスのモデルが測度論的確率論の枠組みにおいてどのように表されるかを見てみる.

例 2.3 (コイントスのモデル). Ω = {0, 1}n, F = P(Ω) として, P を (Ω,F) 上の離散一様分布とする.
(Ω,F , P )は確率空間である. いま,「コインを投げて表が出る」という根元事象を 1,「コインを投げて裏が
出る」という根元事象を 0に対応させると,標本点 ω = (ω1, . . . , ωn) ∈ Ωはコインを n回投げた際に得ら
れる表裏の結果に対応するとみなせる. いま,各 i = 1, . . . , nについて関数 Xi : Ω → Rを X(ω) = ωi で定
めれば, Xi は確率変数であり, i回目に投げたコインの表裏に応じて 1と 0の値をとる変数となる. また, n
回投げたうちの表が出た回数は Sn = X1 + · · ·+Xn で表されるが,これも確率変数である.

確率論で現れる他の諸概念が測度論的確率論の枠組みにおいてどのように定式化されるということにつ
いてはあとで詳しく述べる.
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3 Lebesgue積分
(S,Σ, µ)を測度空間とする. また, S 6= ∅とする.

3.1 単関数

定義 3.1 (単関数). f : S → Rが単関数であるとは, f の像 f(S)が有限集合であることをいう.

注意 3.1. f : S → Rが単関数のとき,明らかに

f =
∑

α∈f(S)

α1{f=α} (3.1)

が成り立つ.

補題 3.1. 単関数 f : S → RがΣ-可測であるための必要十分条件は,任意のα ∈ f(S)に対して {f = α} ∈ Σ

が成り立つことである.

証明. 必要性は任意の α ∈ Rについて {α} ∈ B(R)であることから従う. 十分性は (3.1)式と命題 2.4から
従う.

記号. Σ-可測な非負単関数全体の集合を SF(Σ)+ で表す. また,関数列 fn : S → [−∞,∞] (n = 1, 2, . . . )が
関数 f : S → [−∞,∞]に各点収束し,かつ f1 ≤ f2 ≤ · · · を満たすことを記号 fn ↑ f (n→ ∞)で表す.

定理 3.1 (単関数近似定理). f : S → [0,∞]が Σ-可測ならば,ある fn ∈ SF(Σ)+ (n = 1, 2, . . . )が存在して
fn ↑ f (n→ ∞)を満たす.

証明. δn := 2−nとおく. また, t ∈ Rに対して kn(t) := bt/δncとおく. さらに,関数 ϕn : [0,∞] → [0,∞)を

ϕn(t) =

{
kn(t)δn t ∈ [0, n)のとき,
n t ∈ [n,∞]のとき

で定める. 明らかに ϕn([0,∞]) = {0 · δn, 1 · δn, . . . , (n/δn) · δn}であり,かつ各 i = 0, 1, . . . , n/δn について

{ϕn = iδn} =

{
[iδn, (i+ 1)δn) i < n/δnのとき,
[n,∞] i = n/δnのとき

となるから, 補題 3.1 より ϕn は B([0,∞])-可測である. さらに, 任意の t ∈ [0,∞] について ϕn(t) → t

(n→ ∞)かつ ϕ1(t) ≤ ϕ2(t) ≤ · · · となることが容易に確認できる. 従って, fn := ϕn ◦ f とおけば, fn ↑ f
(n→ ∞)が成り立つ. ϕn が単関数であることから fn も単関数であり,また命題 2.3より fn は Σ-可測であ
る. 従って fn ∈ SF(Σ)+ であるから定理の証明は完成した.

系 3.1. f : S → [0,∞], g : S → [0,∞]がともに Σ-可測ならば, f + g, f · g もともに Σ-可測である.

証明. 単関数近似定理より,ある fn, gn ∈ SF(Σ)+ (n = 1, 2, . . . )が存在して fn ↑ f , gn ↑ g が成り立つ. こ
のとき補題 1.6より (fn + gn)

∞
n=1, (fn · gn)∞n=1 はそれぞれ f + g, f · g に各点収束する. 従って命題 2.4と

系 2.3より結論が従う.

3.2 非負単関数の積分

定義 3.2 (非負単関数の積分). f ∈ SF(Σ)+ と E ∈ Σに対して, µに関する f の E 上の Lebesgue積分を∫
E

fdµ :=
∑

α∈f(S)

αµ({f = α} ∩ E)
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と定義する.

例 3.1. α ∈ [0,∞), A ∈ Σとすると,明らかに f := α1A ∈ SF(Σ)+ である. この場合, E ∈ Σに対して∫
E

fdµ = αµ(A ∩ E)

が成り立つ. 実際, A = ∅もしくは α = 0ならば f(S) = {0}だから
∫
E
fdµ = 0 · µ(E) = 0 = αµ(A ∩ E)

である. A 6= ∅, α > 0 の場合, A 6= S ならば f(S) = {0, α}, {f = α} = A, {f = 0} = Ac だか
ら,
∫
E
fdµ = αµ(A ∩ E) + 0 · µ(Ac ∩ E) = αµ(A ∩ E) である. A = S ならば f(S) = {α} だから,∫

E
fdµ = αµ(S ∩ E) = αµ(A ∩ E)である.

補題 3.2. f ∈ SF(Σ)+ に対して,関数 ϕ : Σ → [0,∞]を

ϕ(E) =

∫
E

fdµ (E ∈ Σ) (3.2)

で定めると, ϕは (S,Σ)上の測度となる.

証明. まず, µ(∅) = 0より ϕ(∅) = 0である. 次に, En ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が i 6= j ⇒ Ei ∩Ej = ∅を満たす
とすると,

ϕ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∑
α∈f(S)

αµ

( ∞⋃
n=1

({f = α} ∩ En)

)

=
∑

α∈f(S)

α

∞∑
n=1

µ ({f = α} ∩ En) (∵ µの可算加法性)

=
∑

α∈f(S)

∞∑
n=1

αµ ({f = α} ∩ En) (∵ 補題 1.7)

=
∞∑

n=1

∑
α∈f(S)

αµ ({f = α} ∩ En) (∵ 正項級数に対する Fubiniの定理)

=

∞∑
n=1

ϕ(En)

となる. 従って ϕは可算加法的である. 以上より題意は示された.

注意 3.2. (3.2)式のような関係式を記号 dϕ = fdµで表すことがある. また, (3.2)式で定義される関数 ϕの
ことを記号 fµで表すことがある.

補題 3.3. f, g ∈ SF(Σ)+ ならば, f + g ∈ SF(Σ)+ であり,かつ任意の E ∈ Σに対して∫
E

(f + g)dµ =

∫
E

fdµ+

∫
E

gdµ. (3.3)

証明. f + g が単関数であることは明らかであり,また命題 2.4より Σ-可測であるから, f + g ∈ SF(Σ)+ で
ある.
(3.3)を示す. f(S), g(S)の元の個数をそれぞれ n,mとして, f(S) = {α1, . . . , αn}, g(S) = {β1, . . . , βm}

と書く. また,Ai := {f = αi}, Bj := {g = βj}, Eij := Ai∩Bj ∩E とおく. 定義より i 6= k ⇒ Ai∩Ak = ∅,
j 6= l ⇒ Bj ∩Bl = ∅である. さらに,∫

Eij

(f + g)dµ =
∑

γ∈(f+g)(S)

γµ({f + g = γ} ∩ Eij)
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=
∑

γ∈(f+g)(S)

(αi + βj)µ({f + g = γ} ∩ Eij)

= (αi + βj)µ(Eij) (∵ µの加法性)

および ∫
Eij

fdµ =
n∑

k=1

αkµ(Ak ∩ Eij) = αiµ(Eij),∫
Eij

gdµ =
m∑

k=1

βkµ(Bk ∩ Eij) = βjµ(Eij)

が成り立つ. 従って, ∫
Eij

(f + g)dµ =

∫
Eij

fdµ+

∫
Eij

gdµ

が成り立つ. (i, j) 6= (k, l) ⇒ Eij ∩Ekl = ∅および
⋃n

i=1

⋃m
j=1Eij = E に注意すれば,上式の両辺の i, j に

関する総和を考えて補題 3.2を適用すると,示すべき結論を得る.

系 3.2. α1, . . . , αn ∈ [0,∞), A1, . . . , An ∈ Σならば, f :=
∑n

i=1 αi1Ai ∈ SF(Σ)+ であり,任意の E ∈ Σに
対して ∫

E

fdµ =

n∑
i=1

αiµ(Ai ∩ E).

証明. 各 iについて明らかに αi1Ai
∈ SF(Σ)+ であるから,補題 3.3より f ∈ SF(Σ)+ であり,かつ∫

E

fdµ =

n∑
i=1

∫
E

αi1Aidµ

が成り立つ. 従って例 3.1より結論が従う.

系 3.3. f ∈ SF(Σ)+, c ∈ [0,∞)ならば cf ∈ SF(Σ)+ であり,任意の E ∈ Σに対して∫
E

cfdµ = c

∫
E

fdµ.

証明. (3.1)式と系 3.2から直ちに従う.

系 3.4. f ∈ SF(Σ)+, E ∈ Σならば, f1E ∈ SF(Σ)+ であり,∫
E

fdµ =

∫
S

f1Edµ.

証明. (3.1)式より f1E =
∑

α∈f(S) α1{f=α}∩E と書けるから,系 3.2から従う.

系 3.5. f, g ∈ SF(Σ)+ かつ f ≤ g ならば,任意の E ∈ Σに対して∫
E

fdµ ≤
∫
E

gdµ.

演習問題 7. 系 3.5を証明せよ.
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3.3 非負関数の積分と単調収束定理

定義 3.3 (非負関数の積分). Σ-可測関数 f : S → [0,∞]と可測集合 E ∈ Σに対して, µに関する f の E 上
の Lebesgue積分を ∫

E

fdµ := sup

{∫
E

gdµ : g ∈ SF(Σ)+, g ≤ f

}
で定義する. 系 3.5より, f ∈ SF(Σ)+ のときこれは定義 3.2によるものと一致する.

命題 3.1 (積分の単調性). 2つの Σ-可測関数 f : S → [0,∞], g : S → [0,∞]が f ≤ g を満たすならば,任意
の E ∈ Σに対して ∫

E

fdµ ≤
∫
E

gdµ.

証明. h ∈ SF(Σ)+ が h ≤ f を満たすならば,仮定より h ≤ g も満たすので,
∫
E
gdµの定義より∫

E

hdµ ≤
∫
E

gdµ

が成り立つ. 従って
∫
E
gdµは集合 {

∫
E
hdµ : h ∈ SF(Σ)+, h ≤ f}の上界だから,

∫
E
fdµの定義より示す

べき結論が得られる.

定理 3.2 (単調収束定理). fn : S → [0,∞] (n = 1, 2, . . . )を Σ-可測関数の列, f : S → [0,∞]とし, fn ↑ f
(n→ ∞)が成り立つとする. このとき, f は Σ-可測関数であり,任意の E ∈ Σに対して∫

E

fndµ→
∫
E

fdµ (n→ ∞)

が成り立つ.

証明. f の Σ-可測性は系 2.3から従う. 次に,命題 3.1より [0,∞]の点列 (
∫
E
fndµ)

∞
n=1 は非減少だから,補

題 1.5より n→ ∞のとき α := supn∈N
∫
E
fndµに収束する. ここで,仮定よりすべての nについて fn ≤ f

であるから,命題 3.1より
∫
S
Efndµ ≤

∫
E
fdµが成り立つ. 従って

α ≤
∫
E

fdµ

が成り立つ. 故に,
α ≥

∫
E

fdµ (3.4)

を示せば証明は完成する.
g ∈ SF(Σ)+ で g ≤ f なるものを任意にとる. また, c ∈ (0, 1) を任意にとる. En := {fn ≥ cg} ∩ E と

おくと, 系 2.1 と補題 2.8 より En ∈ Σ となる. また, f1 ≤ f2 ≤ · · · より E1 ⊂ E2 ⊂ · · · となる. さらに,⋃∞
n=1En = E が成り立つ. 実際,任意に x ∈ E をとると, g(x) = 0ならば x ∈ E1 であり, g(x) 6= 0ならば

cg(x) < g(x) ≤ f(x)と fn ↑ f よりある nが存在して cg(x) < fn(x)となるから, x ∈ En となる. 以上と
命題 1.6および補題 3.2より ∫

En

gdµ→
∫
E

gdµ

が成り立つ. ここで, En の定義より fn ≥ cg1En
が成り立つから,命題 3.1より∫

E

fndµ ≥
∫
E

cg1En
dµ
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が成り立つ. 系 3.3と 3.4を右辺に適用して∫
E

fndµ ≥ c

∫
En

gdµ

を得る. 両辺で n→ ∞として
α ≥ c

∫
E

gdµ

を得る. c ∈ (0, 1)は任意であったから, c ↑ 1として

α ≥
∫
E

gdµ

を得る. すなわち, α は {
∫
E
gdµ : g ∈ SF(Σ)+, g ≤ f}の上界であるから,

∫
E
fdµ の定義よりこれは (3.4)

を意味する.

例 3.2 (可算無限集合上の計数測度に関する Lebesgue積分). (S,Σ) = (N,P(N))とし, µを (S,Σ)上の計数
測度とする. このとき,任意の関数 f : S → [0,∞]は Σ-可測であるが,さらに∫

S

fdµ =

∞∑
i=1

f(i)

が成り立つ. 実際, もしすべての i ∈ N について f(i) < ∞ であった場合, 各 n について関数 fn : S →
[0,∞]を

fn(i) =

{
f(i) if i ≤ n,
0 otherwise

で定めると,明らかに fn ↑ f (n→ ∞)となるから,単調収束定理より∫
S

fdµ = lim
n→∞

∫
S

fndµ

が成り立つ. ここで, fn =
∑n

i=1 f(i)1{i} と書けるから,系 3.2より∫
S

fndµ =

n∑
i=1

f(i)µ({i}) =
n∑

i=1

f(i)

が成り立つ. 従って示すべき等式が得られる. 一方で,もしある j ∈ Nについて f(j) = ∞となっていた場
合,任意の k ∈ Nについて, ∫

S

fdµ ≥
∫
S

k1{i}dµ (∵ 命題 3.1)

= kµ({i}) (∵ 系 3.2)

= k

が成り立つから, ∫
S

fdµ = ∞ =
∞∑
i=1

f(i)

となる.

注意 3.3. 例 3.2の類推により,一般に関数 f : S → [0,∞]に対して∑
x∈S

f(x) :=

∫
S

fdµ
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と定義する. ここに, µ は (S,P(S)) 上の計数測度を表す. S が可算無限集合で ϕ : N → S が全単射であ
れば, ∑

x∈S

f(x) =

∞∑
n=1

f(ϕ(n))

が成り立つことが例 3.2と同様の議論により示せる.

例 3.3 (デルタ測度に関する Lebesgue積分). x0 ∈ S として, δx0
を x0 に質量をもつ (S,Σ)上のデルタ測度

とする. このとき,任意の Σ-可測関数 f : S → [0,∞]と E ∈ Σに対して,∫
E

fdδx0 =

{
f(x0) if x0 ∈ E,
0 otherwise

(3.5)

となる.

演習問題 8. (3.5)式を証明せよ.

3.4 単調収束定理からの帰結

f : S → [0,∞]を Σ-可測関数, E ∈ Σを可測集合とする.

命題 3.2. g : S → [0,∞]を Σ-可測関数, α, β ∈ [0,∞)とすると, αf + βg は Σ-可測であり,∫
E

(αf + βg)dµ = α

∫
E

fdµ+ β

∫
E

gdµ

が成り立つ.

証明. まず, 系 3.1 より αf + βg は Σ-可測である. 次に, 単関数近似定理より, ある fn, gn ∈ SF(Σ)+

(n = 1, 2, . . . )が存在して fn ↑ f , gn ↑ g が成り立つ. このとき補題 1.6より αfn + βgn ↑ αf + βg が成り
立つ. いま,補題 3.3と系 3.3より∫

E

(αfn + βgn)dµ = α

∫
E

fndµ+ β

∫
E

gndµ

が成り立つから, n→ ∞とすれば単調収束定理より示すべき結論を得る.

演習問題 9. 命題 3.2は α = ∞または β = ∞の場合にも成立することを示せ.

命題 3.3. f1E は Σ-可測であり, ∫
E

fdµ =

∫
S

f1Edµ.

証明. 系 3.1より f1E は Σ-可測である. 残りの主張は単関数近似定理と補題 1.6,系 3.4,および単調収束定
理から従う.

命題 3.4. µ(E) = 0ならば, ∫
E

fdµ = 0.

証明. 単関数近似定理と単調収束定理より, f ∈ SF(Σ)+ の場合を考えれば十分である. µ(E) = 0と測度の
単調性より任意の A ∈ Σに対して µ(A ∩ E) = 0が成り立つから,∫

E

fdµ =
∑

α∈f(S)

αµ({f = α} ∩ E) = 0

となって示すべき結果を得る.
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命題 3.5. Σ-可測関数 g : S → [0,∞]が µ({x ∈ E : f(x) 6= g(x)}) = 0を満たすならば,∫
E

fdµ =

∫
E

gdµ.

証明. A := {f = g} とおく. 明らかに 1E = 1E∩A + 1E∩Ac と f1E∩A = g1E∩A が成り立つ. 従って命題
3.2と 3.3より ∫

E

fdµ =

∫
E∩A

fdµ+

∫
E∩Ac

fdµ,

∫
E

gdµ =

∫
E∩A

fdµ+

∫
E∩Ac

gdµ

が成り立つ. ここで,仮定より µ(E ∩Ac) = 0であるから,命題 3.4より∫
E∩Ac

fdµ =

∫
E∩Ac

gdµ = 0

が成り立つ. 以上で示すべき結論が得られた.

命題 3.6. (a)
∫
E
fdµ = 0ならば, f = 0 a.e. on E.

(b)
∫
E
fdµ <∞ならば, f <∞ a.e. on E.

証明. (a) An := {f > 1/n} ∩ E とおくと, An ∈ Σであり,命題 3.1と 3.3より

0 =

∫
E

fdµ =

∫
S

f1Edµ ≥
∫
S

f1An
dµ ≥

∫
S

1

n
1An

dµ =
1

n
µ(An)

となる. 従って µ(An) = 0 である. A1 ⊂ A2 ⊂ · · · かつ
⋃∞

n=1An = E ∩ {f > 0} より µ(An) →
µ(E ∩ {f > 0}) (n→ ∞)だから, µ(E ∩ {f > 0}) = 0,すなわち f = 0 a.e. on E である.
(b) A := {f = ∞}とおくと, 1E = 1E∩A + 1E∩Ac となるから,命題 3.2と 3.3より

∞ >

∫
E

fdµ =

∫
S

f1E∩Adµ+

∫
S

f1E∩Acdµ ≥ ∞ · µ(E ∩A)

が成り立つ. 従って µ(E ∩A) = 0でなければならない.

定理 3.3 (項別積分定理). fn : S → [0,∞] (n = 1, 2, . . . )が Σ-可測ならば,
∑∞

n=1 fn も Σ-可測であり,

∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
E

fndµ.

証明. gN :=
∑N

n=1 fn とおく. 命題 3.2より gN は Σ-可測であり,

∫
E

gNdµ =

N∑
n=1

∫
E

fndµ (3.6)

が成り立つ. さらに,明らかに gN ↑
∑∞

n=1 fn (N → ∞)であるから,単調収束定理より
∑∞

n=1 fn も Σ-可測
であり,

lim
N→∞

∫
E

gNdµ =

∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ

が成り立つ. 従って, (3.6)の両辺で N → ∞として求めるべき式を得る.

系 3.6. fn : S → [0,∞] (n = 1, 2, . . . )が Σ-可測であり,かつ
∑∞

n=1

∫
S
fndµ <∞を満たすならば, fn → 0

(n→ ∞) a.e.である.
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証明. 項別積分定理より ∫
S

( ∞∑
n=1

fn

)
dµ =

∞∑
n=1

∫
S

fndµ <∞

となるから,命題 3.6(b)より
∑∞

n=1 fn <∞ a.e.である. これは fn → 0 (n→ ∞) a.e.を意味する.

定理 3.4 (Fatouの補題). fn : S → [0,∞] (n = 1, 2, . . . )が Σ-可測ならば,∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
E

fndµ.

証明. gN := infk:k≥N fk とおく. 定義より gN ↑ lim infn fn (N → ∞)が成り立つから,単調収束定理より

lim
N→∞

∫
E

gNdµ =

∫
E

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ

が成り立つ. 一方で, gN ≤ fN であるから,積分の単調性より∫
E

gNdµ ≤
∫
E

fNdµ

が成り立つから,
lim inf
N→∞

∫
E

gNdµ ≤ lim inf
N→∞

∫
E

fNdµ

が成り立つ. 補題 2.7に注意すると,示すべき結論が得られた.

演習問題 10. Fatouの補題において,等号が成立しない例をあげよ.

定理 3.5. 関数 ϕ : Σ → [0,∞]を ϕ := fµ,すなわち

ϕ(F ) =

∫
F

fdµ (F ∈ Σ)

で定めると, ϕは (S,Σ)上の測度となる. さらに,任意の Σ-可測関数 g : S → [0,∞]に対して∫
E

gdϕ =

∫
E

gfdµ. (3.7)

証明. まず, ϕは (S,Σ)上の測度である. 実際, ϕ(∅) = 0は命題 3.4から従う. いま, Fn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )

が i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすとし, F :=
⋃∞

n=1 Fn とおく. このとき明らかに 1F =
∑∞

n=1 1Fn が成り立
つから,命題 3.3と項別積分定理より

ϕ(F ) =
∞∑

n=1

∫
S

1Fnfdµ =
∞∑

n=1

ϕ(Fn)

が成り立つ. すなわち, ϕは可算加法的である.
次に (3.7)を示す. まず g ∈ SF(Σ)+ ならば,∫

E

gdϕ =
∑

α∈g(S)

αϕ({g = α} ∩ E) =
∑

α∈g(S)

α

∫
S

1{g=α}∩Efdµ (∵ 命題 3.3)

=

∫
E

 ∑
α∈g(S)

α1{g=α}

 fdµ (∵ 命題 3.2と 3.3)

=

∫
E

gfdµ (∵ (3.1)式)

となって成立する. 一般の場合は単関数近似定理と補題 1.6および単調収束定理から従う.
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3.5 実関数の積分とその初等的性質

この節でも引き続き E ∈ Σを可測集合とする.

定義 3.4 (正の部分・負の部分). 関数 f : S → Rに対して, f の正の部分 f+ および負の部分 f− を

f+ = f ∨ 0, f− := (−f) ∨ 0

で定義する.

補題 3.4. f : S → Rが Σ-可測ならば, f+, f−, |f |はすべて Σ-可測である.

証明. f+, f−の Σ-可測性は系 2.2から従う. |f |の Σ-可測性は公式 |f | = f++f−と命題 2.4から従う.

定義 3.5 (可積関数). f : S → Rが µに関して Lebesgue可積,あるいは単に µ-可積であるとは, f が Σ-可
測であり,かつ ∫

S

|f |dµ <∞

が成り立つことをいう. µ-可積関数全体の集合を記号 L1(µ)で表す. 可測空間 (S,Σ)を明示したいときには
L1(S,Σ, µ), L1(S, µ), L1(Σ, µ)などとも書く.

定義 3.6 (実関数の積分). f ∈ L1(µ)とする. µに関する f の E 上の Lebesgue積分を∫
E

fdµ :=

∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ

で定義する (命題 3.1と 3.3より
∫
E
f+dµ,

∫
E
f−dµ ∈ [0,∞)となることに注意). f ≥ 0であれば f+ = f ,

f− = 0となるから,上の定義は定義 3.3によるものと一致する.

注意 3.4.
∫
E
fdµのことを

∫
E
f(x)dµ(x)や

∫
E
f(x)µ(dx)などと書くことがある.

命題 3.7. f ∈ L1(µ)ならば, ∣∣∣∣∫
E

fdµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f |dµ.

証明. |f | = f+ + f− に注意すれば,三角不等式と命題 3.2より∣∣∣∣∫
E

fdµ

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
E

f+dµ−
∫
E

f−dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

f+dµ+

∫
E

f−dµ =

∫
E

|f |dµ

となる.

定理 3.6 (積分の線形性). f, g ∈ L1(µ), α, β ∈ Rならば, αf + βg ∈ L1(µ)であり,∫
E

(αf + βg)dµ = α

∫
E

fdµ+ β

∫
E

gdµ. (3.8)

証明. Step 1命題 2.4より αf + βg は Σ-可測であり,また |αf + βg| ≤ |α||f | + |β||g|だから,命題 3.1と
3.3より

∫
S
|αf + βg|dµ <∞である. 従って αf + βg ∈ L1(µ)である.

Step 2 α = β = 1の場合に (3.8)が成り立つことを示す. この場合, h = f + gとおくと f = f+− f−, g =

g+ − g−, h = h+ − h− より h+ + f− + g− = h− + f+ + g+ となる. 従って命題 3.2より∫
E

h+dµ+

∫
E

f−dµ+

∫
E

g−dµ =

∫
E

h−dµ+

∫
E

f+dµ+

∫
E

g+dµ
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が成り立つ. 移項して整理すると (3.8)が得られる.
Step 3 α ≥ 0, β = 0の場合に (3.8)が成り立つことを示す. この場合 (αf +βg)+ = αf+, (αf +βg−)− =

αf− となるから,命題 3.2より (3.8)が得られる.
Step 4 α < 0, β = 0の場合に (3.8)が成り立つことも Step 3と同様にして示せる.
Step 5一般の場合に (3.8)が成り立つことは Step 2–4から従う.

命題 3.8. f, g ∈ L1(µ)かつ f ≤ g ならば, ∫
E

fdµ ≤
∫
E

gdµ.

証明. 仮定より g − f ≥ 0だから,命題 3.1より
∫
E
(g − f)dµ ≥ 0である. 積分の線形性を使って整理する

と示すべき式を得る.

命題 3.9. f ∈ L1(µ)ならば, f1E ∈ L1(µ)であり,∫
E

fdµ =

∫
S

f1Edµ.

証明. f1E ∈ L1(µ)は命題 2.4と |f1E | ≤ |f |から従う. 等式は命題 3.3と積分の線形性から従う.

命題 3.10. f ∈ L1(µ)かつ µ(E) = 0ならば ∫
E

fdµ = 0.

証明. 命題 3.4から直ちに従う.

命題 3.11. f, g ∈ L1(µ)が µ({x ∈ E : f(x) 6= g(x)}) = 0を満たすならば,∫
E

fdµ =

∫
E

gdµ.

証明. 仮定より µ({x ∈ E : f+(x) + g−(x) 6= f−(x) + g+(x)}) = 0だから,命題 3.5より∫
E

(f+ + g−)dµ =

∫
E

(f− + g+)dµ.

命題 3.2を適用して整理すると示すべき等式を得る.

命題 3.12. f : S → [0,∞)は Σ-可測であるとする. このとき, Σ-可測関数 h : S → Rが h ∈ L1(fµ)を満た
すための必要十分条件は, h · f ∈ L1(µ)である. さらにこのとき∫

E

hd(fµ) =

∫
E

h · fdµ

が成り立つ.

証明. 定理 3.5より
∫
S
|h|d(fµ) =

∫
S
|h| · fdµが成り立つから,前半の主張が成り立つ. 残りの主張も定理

3.5と積分の線形性から直ちに従う.

3.6 Lebesgueの収束定理

この節でも引き続き E ∈ Σを可測集合とする.
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補題 3.5. a ∈ R, bn ∈ [−∞,∞] (n = 1, 2, . . . )のとき,

lim inf
n→∞

(a+ bn) = a+ lim inf
n→∞

bn

が成り立つ.

証明. 任意の n ∈ Nについてm ≥ n⇒ infk≥n(a+ bk)− a ≤ bm, a+ bm ≥ a+ infk≥n bk が成り立つから,
infk≥n(a+bk)−a ≤ infk≥n bkおよび infk≥n(a+bk) ≥ a+infk≥n bk,すなわち infk≥n(a+bk) = a+infk≥n bk

を得る. 両辺で n→ ∞として求めるべき式を得る.

補題 3.6 (逆向き Fatouの補題). fn : S → [0,∞) (n = 1, 2, . . . )が Σ-可測であり,かつある g ∈ L1(µ)が存
在して fn ≤ g (n = 1, 2, . . . )を満たすならば,∫

E

(
lim sup
n→∞

fn

)
dµ ≥ lim sup

n→∞

∫
E

fndµ.

証明. まず, 0 ≤ fn ≤ g より fn ∈ L1(µ)および lim supn→∞ fn ∈ L1(µ)であることに注意する. いま,各 n

について g − fn ≥ 0かつ g − fn は Σ-可測だから, Fatouの補題より∫
E

(
lim inf
n→∞

(g − fn)
)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
E

(g − fn)dµ

が成り立つ. ここで,補題 3.5より lim infn→∞(g − fn) = g + lim infn→∞(−fn) = g − lim supn→∞ fn が成
り立つから,積分の線形性より∫

E

(
lim inf
n→∞

(g − fn)
)
dµ =

∫
E

gdµ−
∫
E

(
lim sup
n→∞

fn

)
dµ

が成り立つ. 一方で,積分の線形性より
∫
E
(g − fn)dµ =

∫
E
gdµ−

∫
E
fndµであるから,補題 3.5より

lim inf
n→∞

∫
E

(g − fn)dµ =

∫
E

gdµ+ lim inf
n→∞

(
−
∫
E

fndµ

)
=

∫
E

gdµ− lim sup
n→∞

∫
E

fndµ

が成り立つ. 以上より ∫
E

gdµ−
∫
E

(
lim sup
n→∞

fn

)
dµ ≤

∫
E

gdµ− lim sup
n→∞

∫
E

fndµ

が成り立つ.
∫
E
gdµ ∈ Rに注意して上式を整理すると求めるべき式を得る.

定義 3.7 (概収束). S 上の実関数列 (fn)
∞
n=1 が関数 f : S → R に (µ に関して) 概収束するとは, 実数列

(fn(x))
∞
n=1 が f(x)に収束するような点 x ∈ S 全体の集合を S0 とすると, Sc

0 が µ-測度ゼロ集合となる,す
なわち Sc

0 ∈ Σかつ µ(Sc
0) = 0となることをいう. このことを記号 fn → f (n→ ∞) a.e.で表す.

定理 3.7 (Lebesgueの収束定理). L1(µ)の点列 (fn)
∞
n=1 がある Σ-可測関数 f : S → Rに概収束し,かつあ

る g ∈ L1(µ)が存在して |fn| ≤ g (n = 1, 2, . . . )を満たすならば, f ∈ L1(µ)であり,かつ∫
E

|fn − f | dµ→ 0 (n→ ∞) (3.9)

および ∫
E

fndµ→
∫
E

fdµ (n→ ∞) (3.10)

が成り立つ.
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証明. まず,仮定より |f | = lim infn→∞ |fn| a.e.が成り立つから,命題 3.5と Fatouの補題より∫
S

|f |dµ =

∫
S

(
lim inf
n→∞

|fn|
)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
S

|fn|dµ ≤
∫
S

gdµ <∞

が成り立つ (3 番目の不等式は命題 3.1 から従う). よって f ∈ L1(µ) である. 次に, この結果より
fn − f ∈ L1(µ) (n = 1, 2, . . . ) となることと, |fn − f | ≤ g + |f | (n = 1, 2, . . . ) が成り立つことに注
意すれば,逆向き Fatouの補題より

lim sup
n→∞

∫
E

|fn − f | dµ ≤
∫
E

(
lim sup
n→∞

|fn − f |
)
dµ

が成り立つ. 仮定より lim supn→∞ |fn − f | = 0 a.e.であるから,再び命題 3.5を用いて
∫
E
(lim supn→∞ |fn − f |) dµ =

0を得る. 従って lim supn→∞
∫
E
|fn − f | dµ = 0であるから, (3.9)が成り立つ. 最後に, (3.10)は積分の線

形性,命題 3.7と (3.9)から従う.

系 3.7 (有界収束定理). L1(µ) の点列 (fn)
∞
n=1 がある Σ-可測関数 f : S → R に概収束し, かつある定数

K > 0が存在して |fn| ≤ K (n = 1, 2, . . . )を満たすとする. このとき, µが有限ならば, f ∈ L1(µ)であり,
かつ (3.9)および (3.10)が成り立つ.

証明. g ≡ K として Lebesgueの収束定理を適用すればよい.

演習問題 11. Lebesgueの収束定理において,仮定「ある g ∈ L1(µ)が存在して |fn| ≤ g (n = 1, 2, . . . )を
満たす」を外すと,たとえ f ∈ L1(µ)であっても残りの結論が成立しなくなるような反例を挙げよ.

3.7 Riemann積分との関係

命題 3.13. −∞ < a < b < ∞ とし, λ を ([a, b],B([a, b])) 上の Lebesgue 測度とする. また, f : [a, b] → R
を連続関数とする. 各 n ∈ N について [a, b] の分割 a = tn,0 < tn,1 < · · · < tn,Nn−1 < tn,Nn = b が
与えられていて, ∆n := max1≤i≤Nn

(tn,i − tn,i−1) → 0 (n → ∞) を満たすとする. さらに, 各 n ∈ N と
i ∈ {0, 1, . . . , Nn}について点 ξn,i ∈ [tn,i−1, tn,i]が与えられているとする. このとき,

Nn∑
i=1

f(ξn,i)(tn,i − tn,i−1) →
∫
[a,b]

fdλ (n→ ∞)

が成り立つ.

証明. fn := f(a)1{a} +
∑Nn

i=1 f(ξn,i)1(tn,i−1,tn,i] とおく. f の連続性より (fn)
∞
n=1 は f に各点収束し,また

|fn| ≤ supx∈[a,b] |f(x)| <∞が成り立つ. 従って,有界収束定理より∫
[a,b]

fndλ→
∫
[a,b]

fdλ (n→ ∞)

が成り立つ. ここで,∫
[a,b]

fndλ = f(a)λ({a}) +
Nn∑
i=1

f(ξn,i)λ((tn,i−1, tn,i]) =

Nn∑
i=1

f(ξn,i)(tn,i − tn,i−1)

であるから,題意は示された.

命題 3.13は,閉区間 [a, b]上の実連続関数は Riemann積分可能であり,その Riemann積分の値は
∫
[a,b]

fdλ

に一致するということを主張している (Riemann積分の定義については,例えば [14]の 4章 1節参照). この
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ことから,多くの場合,積分
∫
[a,b]

fdλは記号
∫ b

a
f(x)dxで表される (この記号は f の [a, b]上での Riemann

積分を表すためにも用いられるが, 命題 3.13 よりその値は
∫
[a,b]

fdλ に一致するのでこの記法に矛盾は
ない).

注意 3.5. 一般に Riemann積分可能であっても Borel可測であるとは限らないため,命題 3.13を連続でない
一般の Riemann積分可能関数 f に対して適用することはできない. しかし,測度空間 (R,B(R), λ)に完備化
と呼ばれる操作を施して,可測関数のクラスを拡張することにより,すべての Riemann積分可能関数を可測
関数とすることが可能であり,この拡張された測度空間において,命題 3.13と同様の結論が成り立つことが
知られている (詳細は [7]の 4.1節 (c)参照). ここでいう拡張された意味で可測な関数は Lebesgue可測であ
るという.

3.8 密度と絶対連続性

λを (S,Σ)上の測度とする.

定義 3.8 (密度). Σ-可測関数 f : S → [0,∞]が µに関する λの密度であるとは, λ = fµが成り立つことを
いう. このとき, f を記号

dλ

dµ

で表すことがある. ただし, f は λ, µによって一意的には定まらないことに注意. 次の補題で見るように, λ
が σ-有限であれば f は µ-測度ゼロ集合上での違いを無視すれば一意的に定まる.

補題 3.7. λは σ-有限であるとする. f, g がともに λの µに関する密度ならば, f = g µ-a.e.である.

証明. λ は σ-有限だから, ある Sn ∈ Σ (n = 1, 2, . . . ) が存在して λ(Sn) < ∞ (n = 1, 2, . . . ) かつ⋃∞
n=1 Sn = S となる. このとき, 各 n ∈ N について

∫
Sn∩{f≥g} fdµ =

∫
Sn∩{f≥g} gdµ = λ(Sn ∩ {f ≥

g}) <∞となることに注意すると,
∫
Sn

(f−g)1{f≥g}dµ = 0となる. 従って命題 3.6より (f−g)1{f≥g} = 0

µ-a.e. on Sn を得る. 同様にして (f − g)1{f<g} = 0 µ-a.e. on Sn を得るから, f = g µ-a.e. Sn である. すな
わち µ({f 6= g} ∩ Sn) = 0である.

⋃∞
n=1 Sn = S であるからこれは µ({f 6= g}) = 0を意味する.

注意 3.6. 補題 3.7の主張は λが σ-有限でない場合は一般には正しくない. 実際, µ1 を注意 1.15で定めた測
度とし, λ = µ = µ1 とすると,任意の a > 0に対して aに値をとる定数関数 fa : S → [0,∞)は λの µに関
する密度となるが,任意の相異なる a, b > 0に対して µ({fa 6= fb}) = µ1(S) = ∞となる.

定義 3.9 (絶対連続性). λ が µ に関して絶対連続であるとは, µ(F ) = 0 なる任意の F ∈ Σ に対して
λ(F ) = 0が成り立つことをいう. このことを記号 λ� µで表す.

命題 3.14. λが µに関する密度をもつならば, λ� µである.

証明. 命題 3.4から直ちに従う.

注意 3.7. 本講義ではカバーしないが, λ, µがともに σ-有限であれば,命題 3.14の逆が成立することが知ら
れている. この主張は Radon-Nikodým の定理と呼ばれる. 詳細は [17, Chapter 14] または [12, Chapter 6]

を参照のこと. このことから,密度のことを Radon-Nikodým微分と呼ぶことがある.

3.9 像測度

この節では, (S1,Σ1)を可測空間とする.
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定義 3.10 (像測度). Σ/Σ1-可測関数 f : S → S1 が与えられたとき,関数 λ : Σ1 → [0,∞]を

λ(F ) = µ(f−1(F )) (F ∈ Σ1)

で定めることができ, λは (S1,Σ1)上の測度となることが証明できる. この λを f によって (S1,Σ1)上に
誘導される µの像測度と呼び,記号 µf で表す.

注意 3.8. µf は標準的に使われる記号ではない.

演習問題 12. 定義 3.10の像測度 µf が実際に (S1,Σ1)上の測度となっていることを確認せよ.

命題 3.15. f : S → S1 を Σ/Σ1-可測関数とするとき,以下が成り立つ.

(a) ϕ : S1 → [0,∞]が Σ1-可測ならば, ϕ ◦ f は Σ-可測であり,∫
S

ϕ ◦ fdµ =

∫
S1

ϕdµf . (3.11)

(b) ϕ : S1 → Rが Σ1-可測ならば, ϕ ◦ f ∈ L1(µ)と ϕ ∈ L1(µf )は同値である. さらにこのとき,∫
S

ϕ ◦ fdµ =

∫
S1

ϕdµf .

証明. (a) ϕ ◦ f が Σ-可測であることは命題 2.3から従う. (3.11)を示すには,単関数近似定理と単調収束定
理より, ϕ ∈ SF(Σ1)

+ の場合に示せば十分である. さらに,命題 3.3より,ある F ∈ Σ1 が存在して ϕ = 1F

と書ける場合のみ考えれば十分である. この場合, ϕ ◦ f = 1f−1(F ) となるから,像測度の定義より (3.11)は
成り立つ.
(b) (a)と積分の線形性から直ちに従う.

3.10 微分と積分の順序交換

定理 3.8. −∞ ≤ a < b ≤ ∞, f : S × (a, b) → R とする. 各 x ∈ S および t ∈ (a, b) に対して, 関数
fx : (a, b) → Rおよび f t : S → Rを fx(s) = f(x, s) (s ∈ (a, b))および f t(y) = f(y, t) (y ∈ S)で定める.
次の 2条件が成り立つと仮定する:

(i) 任意の t ∈ (a, b)について, f t ∈ L1(µ).

(ii) 任意の x ∈ S について, fx は微分可能である. さらに, ある Ψ ∈ L1(µ) が存在して,
supt∈(a,b) |f ′x(t)| ≤ |Ψ(x)|が成り立つ.

このとき,任意の t ∈ (a, b)に対して,関数 S 3 x 7→ f ′x(t) ∈ Rは µ-可積である. さらに,関数 F : (a, b) →
Rを

F (t) =

∫
S

f(x, t)µ(dx) (t ∈ (a, b))

で定めれば, F は微分可能であり,任意の t ∈ (a, b)について

F ′(t) =

∫
S

f ′x(t)µ(dx) (3.12)

が成り立つ.

証明. 任意に t ∈ (a, b)を固定し,関数 g : S → Rを g(x) = f ′x(t) (x ∈ S)で定める. いま, 0に収束する実
数列 (δn)

∞
n=1 で δn 6= 0かつ t+ δn ∈ (a, b) (n = 1, 2, . . . )を満たすものを任意にとる (a < t < bよりこの
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ような列は必ずとれる). 各 n ∈ Nについて関数 gn : S → Rを

gn(x) = δ−1
n {f(x, t+ δn)− f(x, t)} (x ∈ S)

で定めると,命題 2.4より gn は Σ-可測であり,また条件 (i)より (gn)
∞
n=1 は g に各点収束する. 従って,系

2.3より g は Σ-可測である. さらに,条件 (ii)より∫
S

|g|dµ ≤
∫
S

|Ψ|dµ <∞

となるので, g ∈ L1(µ)である. t ∈ (a, b)は任意であったから,これで定理の前半の主張は証明された.
定理の後半の主張を示す. まず,任意の x ∈ S, n ∈ Nに対して,平均値の定理より gn(x) = f ′x(t+ θt,nδn)

を満たす θt,n ∈ (0, 1)が存在する. 従って,条件 (ii)より |gn(x)| ≤ sups∈(a,b) |f ′x(s)| ≤ |Ψ(x)|が成り立つ.
故に, Lebesgueの収束定理より ∫

S

gndµ→
∫
S

gdµ (n→ ∞)

が成り立つ. ここで, (δn)∞n=1 は条件を満たす限り任意にとれることと,∫
S

gndµ =
F (t+ δn)− F (t)

δn

に注意すれば,上の収束は F が点 tで微分可能で

F ′(t) =

∫
S

gdµ =

∫
S

f ′x(t)µ(dx)

が成り立つことを意味する. t ∈ (a, b)は任意であったから,定理の後半の主張も証明された.

注意 3.9. 偏微分の記号を用いると, (3.12)式は

F ′(t) =

∫
S

∂f

∂t
(x, t)µ(dx)

と表現できる.

3.11 Lp-ノルム

この節では p ∈ [1,∞)とする.

定義 3.11 (Lp-空間). Σ-可測関数 f : S → R で
∫
S
|f |pdµ < ∞ を満たすもの全体の集合を Lp(µ) で表す.

可測空間 (S,Σ)を明示したいときには Lp(S,Σ, µ), Lp(S, µ), Lp(Σ, µ)などとも書く.

定義 3.12 (Lp-ノルム). Σ-可測関数 f : S → Rの Lp-ノルム (Lp-norm)を

‖f‖p :=

(∫
S

|f |pdµ
)1/p

で定義する. ただし,∞1/p := ∞と定義する. 測度空間を明示したい場合は ‖f‖Lp(µ) などとも書く.

補題 3.8 (Youngの不等式). a, b ≥ 0とする. p > 1ならば, q = p/(p− 1)に対して

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.
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証明. a = 0 または b = 0 のときは明らかだから, a, b > 0 と仮定する. 対数関数 log が (0,∞) 上の凹関
数であることから, 任意の t ∈ [0, 1] に対して log(tap + (1 − t)bq) ≥ t log ap + (1 − t) log bq が成り立つ.
1−1/p = 1/qであることに注意すると, t = 1/pとして log(ap/p+bq/q) ≥ p−1 log ap+q−1 log bq = log(ab)

を得る. 両辺の指数関数を考えて示すべき不等式を得る.

定理 3.9 (Hölder の不等式). f : S → R, g : S → R はともに Σ-可測であるとする. p > 1 ならば,
q = p/(p− 1)に対して

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q (3.13)

が成り立つ. 特に, f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ)ならば, fg ∈ L1(µ)である.

証明. まず, ‖f‖p = 0または ‖g‖q = 0ならば,命題 3.6より f = 0 a.e.または g = 0 a.e.となるから,命題
3.11より ‖fg‖1 = 0となって (3.13)は明らかに成り立つ. 従って ‖f‖p > 0かつ ‖g‖q > 0と仮定してよい.
さらに,この場合もし ‖f‖p = ∞または ‖g‖q = ∞ならば, (3.13)の右辺は∞となるため (3.13)は明らか
に成り立つ. 以上より 0 < ‖f‖p < ∞ かつ 0 < ‖g‖q < ∞ と仮定してよい. このとき, 各 x ∈ S について
a = |f(x)|/‖f‖p, b = |g(x)|/‖g‖q として Youngの不等式を適用することで

|fg|
‖f‖p‖g‖q

≤ 1

p

|f |p

‖f‖pp
+

1

q

|g|q

‖g‖qq

を得る. ‖f‖pp =
∫
S
|f |pdµ, ‖g‖qq =

∫
S
|g|qdµ であることに注意すると, 両辺の µ に関する積分を考えるこ

とで
‖fg‖

‖f‖p‖g‖q
≤ 1

p
+

1

q
= 1

を得る. 両辺に ‖f‖p‖g‖q をかけて (3.13)を得る.

注意 3.10. p = 2の場合の Hölderの不等式は「Schwarzの不等式」と呼ばれる.

系 3.8 (Minkowskiの不等式). f : S → R, g : S → Rがともに Σ-可測ならば

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p (3.14)

が成り立つ. 特に, f, g ∈ Lp(µ)ならば f + g ∈ Lp(µ)である.

証明. p = 1の場合は不等式 |f + g| ≤ |f |+ |g|と積分の単調性から従うので, p > 1の場合に示せばよい.
‖f +g‖p = 0の場合は明らかなので, ‖f +g‖p > 0と仮定してよい. さらに, ‖f‖p = ∞または ‖g‖p = ∞

の場合は (3.14) の右辺が∞ となって明らかに成り立つので, ‖f‖p < ∞ かつ ‖g‖p < ∞ と仮定してよい.
関数 [0,∞) 3 t 7→ tp ∈ [0,∞)の凸性より |f + g|p ≤ 2p−1(|f |p + |g|p)が成り立つことに注意すると,これ
は ‖f + g‖p < ∞を意味する. 一方で, |f + g|p ≤ |f ||f + g|p−1 + |g||f + g|p−1 が成り立つことから,両辺
を µに関して積分してから右辺に Hölderの不等式を適用すると

‖f + g‖pp =

∫
S

|f + g|pdµ ≤ ‖f‖p‖|f + g|p−1‖q + ‖g‖p‖|f + g|p−1‖q

を得る. ‖|f + g|p−1‖qq =
∫
S
|f + g|(p−1)qdµ =

∫
S
|f + g|pdµ = ‖f + g‖pp に注意すると,

‖f + g‖pp ≤ (‖f‖p + ‖g‖p)‖f + g‖p/qp

を得る. p− p/q = 1であることから,両辺を ‖f + g‖p/qp で割って (3.14)を得る.

定義 3.13 (Lp 空間における Cauchy列). S 上の実関数列 (fn)
∞
n=1 が Lp(µ)における Cauchy列であるとは,

fn ∈ Lp(µ) (n = 1, 2, . . . )かつ ‖fn − fm‖p → 0 (n,m→ ∞)が成り立つことをいう.
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命題 3.16. fn ∈ Lp(µ) (n = 1, 2, . . . )とする. Σ-可測関数 f : S → Rに対して ‖fn − f‖p → 0 (n → ∞)

が成り立つならば, (fn)∞n=1 は Lp(µ)における Cauchy列である. さらに, f ∈ Lp(µ)が成り立つ.

演習問題 13. 命題 3.16を証明せよ.

次の定理の (b)は,命題 3.16の前半部分は逆も正しいことを意味している.

定理 3.10. (fn)
∞
n=1 を Lp(µ)における Cauchy列とすると次が成り立つ.

(a) (fn)
∞
n=1 はある f ∈ Lp(µ)に概収束する部分列をもつ.

(b) (Lp 空間の完備性)ある f ∈ Lp(µ)が存在して ‖fn − f‖p → 0 (n→ ∞)が成り立つ.

証明. (a)各 i ∈ Nについて Ii := {N ∈ N : supm,n≥N ‖fm − fn‖p ≤ 2−i}とおく. (fn)∞n=1 が Lp(µ)にお
ける Cauchy 列であることから, Ii 6= ∅ である. 従って, Ii は最小値 Ni をもつ. このとき, 正整数の増加列
n1 < n2 < · · · を帰納的に n1 := N1, ni := ni−1 + Ni (i = 2, 3, . . . ) と定めると, 任意の i ∈ N について
ni+1, ni ≥ Ni が成り立つことから

‖fni+1 − fni‖p ≤ 2−i

を得る. 従って,∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

|fni+1 − fni |

∥∥∥∥∥
p

≤ lim inf
k→∞

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

|fni+1 − fni |

∥∥∥∥∥
p

(∵ Fatouの補題)

≤ lim inf
k→∞

k∑
i=1

∥∥fni+1
− fni

∥∥
p
(∵ Minkowskiの不等式)

≤ 1 <∞

となるから, 命題 3.6 よりほとんどすべての x ∈ S について級数
∑∞

i=1{fni+1
(x) − fni

(x)} は絶対収束す
る. i ≥ 2に対して fni = fn1 +

∑i
j=2(fnj − fnj−1)と書けることに注意すると,これは (fni)

∞
i=1 がある Σ-

可測関数 f : S → Rに概収束することを意味する. f ∈ Lp(µ)であることは
∥∥∑∞

i=1 |fni+1
− fni

|
∥∥
p
< ∞

から従う.
(b) (a) より (fn) はある f ∈ Lp(µ) に概収束する部分列 (fni)

∞
i=1 をもつ. いま任意に ε > 0 をとると,

(fn)が Lp(µ)における Cauchy列であることから,ある N ∈ Nが存在して supm,n≥N ‖fm − fn‖p < εと
なる. 従って,ni → ∞ (i→ ∞)であることに注意すると, n ≥ N ならば, Fatouの補題より

‖fn − f‖p ≤ lim inf
i→∞

‖fn − fni‖p ≤ ε

が成り立つ. 従って ‖fn − f‖p → 0 (n→ ∞)である.

3.12 Borel–Cantelliの第 1補題

定義 3.14 (集合の上極限と下極限). (En)
∞
n=1 を集合の列とする. (En)

∞
n=1 の上極限 (upper limit)を

lim sup
n→∞

En :=
∞⋂

n=1

∞⋃
k=n

Ek

で定義する. また, (En)
∞
n=1 の下極限 (lower limit)を

lim inf
n→∞

En :=
∞⋃

n=1

∞⋂
k=n

Ek

で定義する.
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注意 3.11. (a) lim supn→∞En は「無限個の n ∈ N について En に属する」ような元全体の集合となって
いることが確認できる. そのため, lim supn→∞En のことを (En, i.o.) と書くこともある (i.o. は infinitely

oftenの略).
(b) lim infn→∞En は「十分大きなすべての n ∈ N について En に属する」ような元全体の集合となっ

ていることが確認できる. そのため, lim infn→∞En のことを (En, ev)と書くこともある (evは eventually

の略).
(c) En ∈ Σならば明らかに lim supn→∞En, lim infn→∞En ∈ Σである.

定理 3.11 (Borel–Cantelliの第 1補題). En ∈ Σ (n = 1, 2, . . . )が
∑∞

n=1 µ(En) <∞を満たすならば,

µ

(
lim sup
n→∞

En

)
= 0.

証明. 仮定より
∑∞

n=1

∫
S
1Endµ =

∑∞
n=1 µ(En) < ∞であるから,系 3.6より lim supn→∞ 1En = 0 a.e.で

ある. lim supn→∞ 1En
= infk∈N supn≥k 1Ek

= 1lim supn→∞ En
であるから, µ(1lim supn→∞ En

6= 0) = 0 を得
る. これは µ (lim supn→∞En) = 0を意味する.

Borel–Cantelliの第 1補題は概収束を示す際にしばしば有用である. 一例として次の結果を示す.

命題 3.17. fn : S → R (n = 1, 2, . . . ), f : S → R を Σ-可測関数とする. 任意の ε > 0 に対して∑∞
n=1 µ({x ∈ S : |fn(x)− f(x)| > ε}) <∞が成り立つならば, (fn)∞n=1 は f に概収束する.

証明. Borel–Cantelliの第 1補題より µ(lim supn→∞{x ∈ S : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0が成り立つ.

lim sup
n→∞

{x ∈ S : |fn(x)− f(x)| > ε} =

∞⋂
n=1

{x ∈ S : sup
k≥n

|fk(x)− f(x)| > ε}

⊃ {x ∈ S : lim sup
n→∞

|fn(x)− f(x)| > ε}

であるから, µ({x ∈ S : lim supn→∞ |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0を得る. 従って

µ({x ∈ S : lim sup
n→∞

|fn(x)− f(x)| > 0}) = lim
i→∞

µ({x ∈ S : lim sup
n→∞

|fn(x)− f(x)| > 1/i}) = 0

であるから, (fn)∞n=1 は f に概収束する.
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4 確率論の基礎概念
本節では, 確率論の諸概念が測度論の言葉を用いてどのようにして数学的に定式化されるのかというこ

とについて説明する. 以下, (Ω,F , P )を確率空間とする. すなわち, Ωは集合, F は Ω上の σ-加法族, P は
(Ω,F)上の確率測度 (P (Ω) = 1であるような (Ω,F)上の測度)である. 注意 1.12ですでに触れたとおり,
この場合, Ωのことを標本空間 (sample space), Ωの元を標本点 (sample point)や結果 (outcome)などと呼
ぶ慣習がある. また,可測集合 (F の元)は事象 (event)と呼ばれる. 事象 A ∈ F に対して, P (A)を Aの起
こる確率 (probability)と呼ぶ.

4.1 分布

2.4 節ですでに触れたように, Ω から Rd への F-可測関数のことを (Ω,F , P ) 上の d 次元確率変数 (d-

dimensional random variable)と呼ぶ. 特に 1次元確率変数は単に確率変数と呼ばれる. 文脈から明らかな
場合,「(Ω,F , P )上の」はしばしば省略される.

注意 4.1. 定義から明らかなように,確率変数を定義するのに確率測度 P が定義されている必要は実際には
ない.

X を d次元確率変数とする. 確率統計においては,確率測度が何であるかよりも,確率変数の分布が何で
あるかに着目することが多い. 測度論の言葉を使うと,確率変数の分布は以下のように定義される.

定義 4.1 (分布). (a) X の (P に関する) 分布 (distribution) とは, X によって (Rd,B(Rd)) 上に誘導される
P の像測度 PX のことをいう (3.9節参照). なお,分布のことを法則 (law)とも呼ぶ.
(b) X の分布がある与えられた (Rd,B(Rd)) 上の確率測度 ν に一致するとき, X は ν に従うといい,

X ∼ ν と書く.

命題 4.1. ν を (Rd,B(Rd))上の確率測度とする. このとき,ある確率空間 (Ω,F , P )とその上の d次元確率
変数 X で, X の分布が ν となるものが存在する.

証明. (Ω,F , P ) = (Rd,B(Rd), ν), X(ω) = ω (ω ∈ Ω)とすればよい.

以下, この節では主として 1 次元の場合を考察するため, d = 1 とする. Borel 集合 A ∈ B(R) に対
して, 集合 {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ A} のことをしばしば {X ∈ A} と略記する. 同様に, a ∈ R に対して,
{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ a} などは {X ≤ a} などと略記される. また, P ({X ∈ A}), P ({X ≤ a}) などは
P (X ∈ A), P (X ≤ a)と略記される.

定義 4.2 ((累積)分布関数). X の (分布の)(累積)分布関数 ((cumulative) distribution function, CDF)とは,

FX(x) = P (X ≤ x) (x ∈ R)

で定義される関数 FX : R → [0, 1]のことをいう.

分布関数は X の分布を完全に決定する.

命題 4.2. X,Y を 2つの確率変数とし, FX , FY をそれぞれ X,Y の分布関数とする. このとき, PX = PY

となるための必要十分条件は, FX = FY である.

証明. 必要性は明らか. 十分性は定理 1.1と一意性の補題から従う.

離散分布と連続分布の定義を測度論の言葉で述べておく.
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定義 4.3 (離散分布・連続分布). ν を (R,B(R))上の確率測度とする.

(a) ν が離散分布 (discrete distribution)であるとは, {x ∈ R : ν({x}) 6= 0}が高々可算集合であること
をいう. このとき, f(x) = ν({x}) (x ∈ R)で定義される関数 f : R → Rのことを ν の確率 (質量)関
数 (probability (mass) function) と呼ぶ. 離散分布を分布にもつような確率変数は離散型 (discrete)

であるという.
(b) ν が連続分布 (continuous distribution)であるとは, ν が (R,B(R))上の Lebesgue測度に関する密度

f を持つことをいう. このとき,関数 f は ν の確率密度関数 (probability density function, PDF)あ
るいは単に密度 (density)と呼ばれる. 連続分布を分布にもつような確率変数は連続型 (continuous)

であるという.

命題 4.3. f : R → [0,∞)とする.

(a)
∑

x∈R f(x) = 1ならば, {x ∈ R : f(x) 6= 0}は高々可算集合であり, f を確率関数にもつ離散分布が
ただ一つ存在する.

(b) f が Borel可測で
∫
R f(x)dx = 1ならば, f を密度にもつような連続分布がただ一つ存在する.

証明. (a)まず, A := {x ∈ R : f(x) 6= 0}が高々可算であることを示す. µを (R,P(R))上の計数測度とす
る. また,各 n ∈ Nについて An := {x ∈ R : f(x) > 1/n}とおく. このとき,

1 =
∑
x∈R

f(x) =

∫
R
fdµ ≥

∫
An

fdµ ≥ µ(An)

n

となるから, µ(An) ≤ nである. 特に, An は有限集合である. A =
⋃∞

n=1An と書けるから, Aは高々可算で
ある.
次に,関数 ν : B(R) → [0,∞]を

ν(B) =

∫
B

fdµ (B ∈ B(R))

で定めると, ν(R) =
∫
R fdµ =

∑
x∈R f(x) = 1 であり, また, 任意の x ∈ R に対して ν({x}) =

f(x)µ({x}) = f(x)となるので,定理 3.5に注意すると, ν は f を確率関数にもつ離散分布である.
最後に一意性を示す. ν1 も f を確率関数にもつ離散分布であるとする. このとき, Aが高々可算集合であ

ることに注意すると, ν1(A) =
∑

x∈A ν1({x}) =
∫
A
fdµとなる. ここで, f1Ac ≡ 0より

∫
Ac fdµ = 0であ

るから, ν1(A) =
∫
R fdµ = 1を得る. 従って ν1(A

c) = 1− ν1(A) = 0である. 以上より,任意の B ∈ B(R)
に対して,

ν1(B) = ν1(B ∩A) =
∑

x∈B∩A

ν1({x}) =
∫
B∩A

fdµ =

∫
B

fdµ = ν(B)

となる.
(b)一意性は明らか. 存在は定理 3.5から従う.

例 4.1 (二項分布). n ∈ N, p ∈ [0, 1]とする. 関数 f : R → [0,∞)を

f(x) =

(
n

p

)
px(1− p)n−x (x ∈ {0, 1, . . . , n}), f(x) = 0 (x /∈ {0, 1, . . . , n})

で定めると, 二項定理を用いることで
∑

x∈R f(x) =
∑n

x=0 f(x) = 1 となることが確認できる. 従って, 命
題 4.3 より, f を確率関数にもつ離散分布がただ一つ存在する. この離散分布を試行回数 n, 成功確率 p の
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二項分布 (binomial distribution) と呼ぶ. 特に, n = 1 の場合は成功確率 p の Bernoulli 分布 (Bernoulli

distribution)と呼ぶ.

例 4.2 (正規分布). µ ∈ R, v > 0とする. 関数 f : R → [0,∞)を

f(x) =
1√
2πv

e−
(x−µ)2

2v (x ∈ R)

で定めると, f は連続であるから Borel可測である. さらに,微分積分学でよく知られているように,∫
R
f(x)dx = 1

が成り立つ. 従って,命題 4.3より, f を密度にもつような連続分布がただ一つ存在する. この連続分布を平
均 µ, 分散 v の正規分布 (normal distribution) と呼び, 記号 N(µ, v) で表す. 特に, N(0, 1) を標準正規分布
(standard normal distribution)と呼ぶ.

例 4.3 (一様分布). −∞ < a < b <∞とする. 関数 f : R → [0,∞)を

f(x) =
1

b− a
1(a,b)(x) (x ∈ R)

で定めると, (a, b) ∈ B(R)より f は Borel可測であり,また明らかに
∫
R f(x)dx = 1であるから,命題 4.3よ

り f をを密度にもつ連続分布が存在する. この連続分布を区間 (a, b)上の一様分布 (uniform distribution)

と呼び,記号 U(a, b)で表す.

4.2 期待値

引き続き X を (Ω,F , P )上の確率変数とする.

定義 4.4 (期待値). X が非負もしくは X ∈ L1(P )を満たすとき, (P に関する)X の期待値 (expectation)を

E[X] :=

∫
Ω

XdP

で定義する. また, A ∈ F に対して, X の A上の期待値を

E[X;A] :=

∫
A

XdP

で定義する. 確率測度 P を明示する必要がある場合, E[X],E[X;A]のことをそれぞれ EP [X],EP [X;A]な
どと書く (広く浸透している記法ではない).

注意 4.2. 期待値は平均 (mean)とも呼ばれる.

関数 ϕ : R → Rに対して,合成関数 ϕ ◦X のことをしばしば ϕ(X)と略記する.

命題 4.4. ϕ : R → Rを Borel可測関数とし, ϕ ≥ 0もしくは ϕ(X) ∈ L1(P )を満たすとする. このとき,

E[ϕ(X)] =

∫
R
ϕdPX

が成り立つ.

証明. 命題 3.15から直ちに従う.

系 4.1. ϕ : R → Rを Borel可測関数とし, ϕ(X) ∈ L1(P )を満たすとする.

50



(a) X は離散型であるとし,その確率関数を f とする. このとき,
∑

x∈X(Ω) |ϕ(x)|f(x) <∞であり,

E[ϕ(X)] =
∑

x∈X(Ω)

ϕ(x)f(x).

(b) X は連続型であるとし,その密度を f とする. このとき,
∫
R |ϕ(x)|f(x)dx <∞であり,

E[ϕ(X)] =

∫
R
ϕ(x)f(x)dx.

証明. (a)まず,

∞ >

∫
R
|ϕ(X)|dP =

∫
R
|ϕ|dPX (∵ 命題 4.4)

=

∫
X(Ω)

|ϕ|dPX (∵ PX(X(Ω)c) = P (X /∈ X(Ω)) = 0)

=
∑

x∈X(Ω)

∫
{x}

|ϕ|dPX (∵ X(Ω)は高々可算,例 3.2,定理 3.5)

=
∑

x∈X(Ω)

|ϕ(x)|f(x)

が成り立つ. 同様の議論によって E[ϕ(X)] =
∑

x∈X(Ω) ϕ(x)f(x)も示せる.
(b)命題 4.4と 3.12から従う.

例 4.4. X が平均 µ,分散 v の正規分布に従うならば, X ∈ L1(P )であり, E[X] = µとなる.

4.3 共分散と相関係数

定理 4.1 (Lyapunovの不等式). 1 ≤ p < q <∞ならば,任意の確率変数 X に対して

‖X‖p ≤ ‖X‖q.

特に, Lq(P ) ⊂ Lp(P )である.

証明. r = q/p > 1とおくと, Hölderの不等式より E[|X|p] = E[|X|p · 1] ≤ (E[|X|pr])1/r = ‖X‖p/qq が成り
立つ. 両辺を 1/p乗して示すべき不等式を得る.

定義 4.5 (分散・共分散). X,Y ∈ L2(P ) とする. このとき, Lyapunov の不等式より X,Y ∈ L1(P ) とな
り,さらにMinkowskiの不等式より X − E[X], Y − E[Y ] ∈ L2(P )も成り立つから, Schwarzの不等式より
(X − E[X])(Y − E[Y ]) ∈ L1(P )となる. X と Y の共分散 (covariance)は

Cov[X,Y ] := E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]

で定義される. 特に X = Y の場合, Var[X] := Cov[X,X]と書き, X の分散 (variance)と呼ぶ.

例 4.5. X が平均 µ,分散 v の正規分布に従うならば, X ∈ L2(P )であり, Var[X] = v となる.

命題 4.5. X,Y ∈ L2(P )とする. このとき,以下が成り立つ.

(a) Cov[X,Y ] = E[XY ]− E[X]E[Y ]. 特に, Var[X] = E[X2]− E[X]2.

(b) |Cov[X,Y ]| ≤
√
Var[X]

√
Var[Y ].

(c) Cov[Y,X] = Cov[X,Y ].

(d) a, b ∈ R, Z ∈ L2(P )ならば, Cov[aX + bY, Z] = aCov[X,Z] + bCov[Y, Z].
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演習問題 14. 命題 4.5を証明せよ.

定義 4.6 (相関係数). X,Y ∈ L2(P )とする. Var[X] > 0かつ Var[Y ] > 0のとき, X と Y の (Pearsonの)

相関係数 ((Pearson) correlation coefficient)を

Corr[X,Y ] :=
Cov[X,Y ]√

Var[X]
√
Var[Y ]

で定義する. 命題 4.5より常に |Corr[X,Y ]| ≤ 1が成り立つ.

4.4 独立性

本節では確率論特有の概念である (統計的)独立性について述べる. まず,最も一般的な形の定義を述べた
後,応用上重要である特殊な場合について述べていく.

定義 4.7 (部分集合族の独立性). F の部分集合族 (Gλ)λ∈Λ が (P の下で)独立 (independent)であるとは,任
意の相異なる有限個の Λの元 λ1, . . . , λn に対して,

Gi ∈ Gλi
(i = 1, . . . , n) ⇒ P (G1 ∩ · · · ∩Gn) = P (G1) · · ·P (Gn)

が成り立つことをいう.

注意 4.3. 定義 4.7で特に Λ = {1, 2}の場合を考えると, 2つの F の部分集合族 G1,G2 が独立であることの
定義が得られる: G1,G2 が独立であるとは,任意のG1 ∈ G1, G2 ∈ G2 に対して P (G1 ∩G2) = P (G1)P (G2)

が成り立つことをいう.

注意 4.4. 定義から明らかなように,もし F の部分集合族 (Gλ)λ∈Λ が独立であれば, Λの任意の空でない部
分集合 Λ0 に対して, (Gλ)λ∈Λ0 も独立となる.

定義 4.8 (確率変数の生成する σ-加法族). d次元確率変数 X に対して, X の生成する σ-加法族 (σ-algebra

generated by X)を
σ(X) := X−1(B(Rd)) = {X−1(B) : B ∈ B(Rd)}

で定義する. 補題 1.1より σ(X)は実際に Ω上の σ-加法族である. なお, X の第 i成分が Xi (i = 1, . . . , d)

の場合, σ(X)のことを σ(X1, . . . , Xd)とも書く.

定義 4.9 (確率変数族の独立性). Λを空でない集合とし,各 λ ∈ Λについて dλ ∈ Nと dλ 次元確率変数 Xλ

が与えられているとする. このとき,族 (Xλ)λ∈Λ が (P の下で)独立 (independent)であるとは, F の部分集
合族 (σ(Xλ))λ∈Λ が独立であることをいう.

定義 4.10 (事象の独立性). F の元の族 (Eλ)λ∈Λ が (P の下で)独立 (independent)であるとは,確率変数族
(1Eλ

)λ∈Λ が独立であることをいう.

上の定義と初等的な確率統計で現れる独立性の定義との関連を述べるために,次の補題を用意する.

補題 4.1. I,J ⊂ F を 2つの Ω上の π-系とし, G := σ(I),H := σ(J )とおく. このとき, G,Hが独立であ
るための必要十分条件は, I,J が独立であることである.

証明. 必要性は明らかだから, 十分性を示す. まず, 任意に I ∈ I を 1 つ固定し, 関数 µ1 : H → [0, 1] およ
び λ1 : H → [0, 1] を µ1(H) = P (I ∩H), λ1(H) = P (I)P (H) で定める. µ1, λ1 がともに (Ω,H) 上の有
限測度となることは容易に示せる. I,J が独立であることから,任意の J ∈ J に対して µ1(J) = λ1(J)が
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成り立ち, かつ µ1(Ω) = P (I) = λ1(Ω) であるから, 一意性の補題より µ1 = λ1 を得る. すなわち, 任意の
H ∈ Hに対して P (I ∩H) = P (I)P (H)が成り立つ. 次に,任意にH ∈ Hを固定して,関数 µ2 : G → [0, 1]

および λ2 : G → [0, 1]を µ2(G) = P (G ∩H), λ2(G) = P (G)P (H)で定める. µ2, λ2 がともに (Ω,G)上の
有限測度となることは容易に示せる. 上で示した結果から,任意の I ∈ I に対して µ2(I) = λ2(I)が成り立
ち,かつ µ2(Ω) = P (H) = λ2(Ω)であるから,一意性の補題より µ2 = λ2 を得る. すなわち,任意の G ∈ G
に対して P (G ∩H) = P (G)P (H)が成り立つ. これは G,Hが独立であることを意味する.

系 4.2. I1, . . . , In+1 ⊂ F を独立な n+ 1個の Ω上の π-系とする. このとき, σ(I1 ∪ · · · ∪ In), σ(In+1)は
独立である.

証明.

I :=

n⋃
r=1

{I1 ∩ · · · ∩ Ir : Ik ∈ Ii(k) (k = 1, . . . , r), 1 ≤ i(1) < · · · < i(r) ≤ n}

とおく. 明らかに I1 ∪ · · · ∪ In ⊂ I であるから, σ(I), σ(In+1) が独立であることを示せば証明は完成す
る. 各 Ii が Ω 上の π-系であることに注意すると, I も Ω 上の π-系となる. 従って, 補題 4.1 より I, In+1

が独立であることを示せば十分である. いま, 任意に I ∈ I と J ∈ In+1 をとると, ある r ∈ {1, . . . , n} と
1 ≤ i(1) < · · · < i(r) ≤ nおよび Ik ∈ Ii(k) (k = 1, . . . , r)が存在して I = I1 ∩ · · · ∩ Ir と書ける. 従って,

P (I ∩ J) = P (I1 ∩ · · · ∩ Ir ∩ J)
= P (I1) · · ·P (Ir) · P (J) (∵ I1, . . . , In+1 の独立性)

= P (I1 ∩ · · · ∩ Ir) · P (J) (∵ I1, . . . , In の独立性)

= P (I)P (J)

が成り立つ. 故に, I, In+1 は独立である.

系 4.3. (Iλ)λ∈Λ を F の部分集合族として, 各 λ ∈ Λ について Iλ は Ω 上の π-系であるとする. このとき,
(σ(Iλ))λ∈Λ が独立であるための必要十分条件は, (Iλ)λ∈Λ が独立であることである.

証明. 必要性は明らかだから, 十分性を示す. 独立性の定義から, Λ が有限集合の場合に示せば十分である.
このことを Λ の元の個数 #Λ に関する帰納法で示す. #Λ = 1 の場合には示すべきことは何もない. いま,
n ≥ 2とし, #Λ < nの場合には主張が成り立つと仮定する. いま, Λの相異なる有限個の元 λ1, . . . , λm を任
意にとり,各 i = 1, . . . ,mについて Gi ∈ σ(Iλi

)を任意にとる. このとき,

P (G1 ∩ · · · ∩Gm) = P (G1) · · ·P (Gm) (4.1)

が成り立つことを示せば証明は完成する. n = #Λ であるから m ≤ n であるが, もし m < n であれ
ば, 帰納法の仮定より (σ(Iλi))

m
i=1 は独立となるから, (4.1) は成り立つ. そこで, m = n の場合を考える.

いま, 仮定より (Iλi
)mi=1 は独立であるから, 系 4.2 より σ(

⋃m−1
i=1 Iλi

), σ(Iλm
) は独立である. ここで, 各

j = 1, . . . ,m− 1について Gj ∈ σ(Iλj ) ⊂ σ(
⋃m−1

i=1 Iλi)であるから, G1 ∩ · · · ∩Gm−1 ∈ σ(
⋃m−1

i=1 Iλi)で
ある. 故に,

P (G1 ∩ · · · ∩Gm) = P (G1 ∩ · · · ∩Gm−1)P (Gm)

が成り立つ. ここで,帰納法の仮定より (σ(Iλi))
m−1
i=1 は独立であるから,

P (G1 ∩ · · · ∩Gm−1) = P (G1) · · ·P (Gm−1)

も成り立つ. これら 2つの式を合わせて (4.1)を得る. 以上で証明は完成した.
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次の命題は,定義 4.10による事象の独立性が,初等的な確率・統計で用いられているものと同等であるこ
とを示している.

命題 4.6. F の元の族 (Eλ)λ∈Λ が独立であるための必要十分条件は, 任意の相異なる有限個の Λ の元
λ1, . . . , λn に対して,

P (Eλ1
∩ · · · ∩ Eλn

) = P (Eλ1
) · · ·P (Eλn

)

が成り立つことである.

証明. 各 λ ∈ Λについて σ(1Eλ
) = {∅, Eλ, E

c
λ,Ω} = σ({Eλ})が成り立つから, Iλ := {Eλ}として系 4.3

を適用すれば,示すべき結論が得られる.

定義 4.9による確率変数列の独立性が初等的な確率統計で用いられているものと同等であることを示すた
めに,次の補題を用意する.

補題 4.2. X を確率変数とする. X−1(π(R))は Ω上の π-系であり, σ(X) = σ(X−1(π(R)))が成り立つ.

証明. X−1(π(R))が Ω上の π-系であることは容易に確認できる. また, π(R) ⊂ B(R)より X−1(π(R)) ⊂
X−1(B(R)) = σ(X),従って σ(X−1(π(R))) ⊂ σ(X)である. 従って, σ(X) ⊂ σ(X−1(π(R)))を示せば証
明は完成する.
A := {A ∈ P(R) : X−1(A) ∈ σ(X−1(π(R)))} とおく. 補題 1.1 より A は R 上の σ-加法族である.

また, 明らかに π(R) ⊂ A である. このことと定理 1.1 より B(R) = σ(π(R)) ⊂ A を得る. これは任意
の B ∈ B(R) に対して X−1(B) ∈ σ(X−1(π(R))) となることを意味するから, σ(X) = X−1(B(R)) ⊂
σ(X−1(π(R)))である.

命題 4.7. n個の確率変数X1, . . . , Xn が独立であるための必要十分条件は,任意の x1, . . . , xn ∈ Rに対して

P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = P (X1 ≤ x1) · · ·P (Xn ≤ xn) (4.2)

が成り立つことである. ここに,

P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) := P ({X1 ≤ x1} ∩ · · · {Xn ≤ xn}) .

証明. 必要性は明らかだから,十分性を示せばよい. すなわち, (4.2)を仮定した下で X1, . . . , Xn が独立であ
ることを示せばよいが, 系 4.3 と補題 4.2 より, X−1

1 (π(R)), . . . , X−1
n (π(R)) が独立であることを示せばよ

い. すなわち, {1, . . . , n}の相異なる有限個の元 i1, . . . , ir を任意にとったとき,任意の x1, . . . , xr ∈ Rに対
して

P (Xi1 ≤ x1, . . . , Xir ≤ xr) = P (Xi1 ≤ x1) · · ·P (Xir ≤ xr) (4.3)

が成り立つことを示せばよい. いま,各 k ∈ Nについて, j ∈ {1, . . . , n} \ {i1, . . . , ir}に対しては x
(k)
j := k

とおき,かつ x
(k)
ij

:= xj (j = 1, . . . , r)とおいて実数列 x
(k)
1 , . . . , x

(k)
n を定義すると,仮定より

P (X1 ≤ x
(k)
1 , . . . , Xn ≤ x(k)n ) = P (X1 ≤ x

(k)
1 ) · · ·P (Xn ≤ x(k)n )

が成り立つ. 上の等式で k → ∞とすると,命題 1.6(a)より (4.3)を得る.

本節の最後に,確率論における最も基本的な研究対象の 1つである,独立同分布な確率変数列の定義を述
べておく.

定義 4.11 (独立同分布). (Xn)
∞
n=1 を d次元確率変数列とする.
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(a) (Xn)
∞
n=1 が同分布 (identically distributed)であるとは, PX1 = PX2 = · · · が成り立つことをいう.

(b) (Xn)
∞
n=1 が独立同分布 (independent and identically distributed, i.i.d.) であるとは, (Xn)

∞
n=1 が独

立かつ同分布であることをいう.

注意 4.5. (Rd,B(Rd))上の確率測度の列 (νn)
∞
n=1 が与えられたとき,「適当な確率空間 (Ω,F , P )上で定義

された独立な確率変数列 (Xn)
∞
n=1 で,各 Xn が νn に従うようなものが構成できるか?」という問題は自明

ではない. 後の節で直積測度の構成を通じてこの問題に肯定的な解答を与えるが,しばらくの間この問題は
保留して,「独立な確率変数列が与えられた際にどのような結論が得られるか？」という問題について調べ
ていく.

4.5 独立性と期待値

定理 4.2. X,Y ∈ L1(P )とする. X,Y が独立ならば, XY ∈ L1(P )であり,

E[XY ] = E[X] · E[Y ].

証明. まず X ≥ 0 かつ Y ≥ 0 の場合に成り立つことを示す. X は σ(X)-可測であるから, 単関数近似定
理より, ある Xn ∈ SF(σ(X))+ (n = 1, 2, . . . ) が存在して Xn ↑ X (n → ∞) が成り立つ. 同様に, ある
Yn ∈ SF(σ(Y ))+ (n = 1, 2, . . . )が存在して Yn ↑ Y (n→ ∞)が成り立つ. このとき,各 n ∈ Nについて,

E[XnYn] = E

 ∑
α∈Xn(Ω)

∑
β∈Yn(Ω)

αβ1{Xn=α}∩{Yn=β}


=

∑
α∈Xn(Ω)

∑
β∈Yn(Ω)

αβP ({Xn = α} ∩ {Yn = β})

=
∑

α∈Xn(Ω)

∑
β∈Yn(Ω)

αβP (Xn = α)P (Yn = β) (∵ σ(X), σ(Y )の独立性)

=
∑

α∈Xn(Ω)

∑
β∈Yn(Ω)

αβE[1{Xn=α}]E[1{Yn=β}]

= E[Xn] · E[Yn]

が成り立つ. ここで,単調収束定理より n → ∞のとき E[Xn] → E[X], E[Yn] → E[Y ], E[XnYn] → E[XY ]

が成り立つから, 上の式で n → ∞ とすれば示すべき等式を得る. また, X,Y ∈ L1(P )より XY ∈ L1(P )

も従う.
次に一般の場合を考える. このとき, X+ と X− は σ(X)-可測であり, Y + と Y − は σ(Y )-可測であるこ

とに注意すると,上の結果から X+Y +, X+Y −, X−Y +, X−Y − ∈ L1(P )および

E[X+Y +] = E[X+] · E[Y +], E[X+Y −] = E[X+] · E[Y −],

E[X−Y +] = E[X−] · E[Y +], E[X−Y −] = E[X−] · E[Y −]

が成り立つ. XY = X+Y + −X+Y − −X−Y + +X−Y − と書けることに注意すれば,積分の線形性より定
理の主張が従う.

定理 4.2を 3個以上の確率変数の場合に拡張するために,次の補題を用意する.

補題 4.3. X1, . . . , Xn を確率変数とすると, σ(X1, . . . , Xn) = σ(
⋃n

i=1 σ(Xi)).

証明. G := σ(
⋃n

i=1 σ(Xi))とおく. また, σ(X1, . . . , Xn)は, Xi を第 i成分にもつ n次元確率変数を X と
して, σ(X1, . . . , Xn) = σ(X)で定義されることを思い出しておく. いま,定義より明らかに X は σ(X)-可
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測であるから,補題 2.6より各 i = 1, . . . , nについて Xi は σ(X)-可測である. これは σ(Xi) ⊂ σ(X)を意
味するから, G ⊂ σ(X)である. 次に, G の定義より各 i = 1, . . . , nについて Xi は G-可測であるから,補題
2.6より X は G-可測である. これは G ⊃ σ(X)と同値である. 以上で証明は完成した.

系 4.4. X1, . . . , Xn+1 を独立な確率変数とすると, σ(X1, . . . , Xn), σ(Xn+1)は独立である.

証明. 各 σ(Xi)が Ω上の π-系であることに注意すると,系 4.2と補題 4.3より示すべき結論を得る.

定理 4.3. X1, . . . , Xn ∈ L1(P )とする. X1, . . . , Xn が独立であれば, X1 · · ·Xn ∈ L1(P )であり,

E[X1 · · ·Xn] = E[X1] · · ·E[Xn].

証明. nに関する帰納法による. n = 1の場合は明らかだから, n ≥ 2として, n − 1個の場合は成り立つと
仮定する. このとき,帰納法の仮定より X1 · · ·Xn−1 ∈ L1(P )であり,

E[X1 · · ·Xn−1] = E[X1] · · ·E[Xn−1]

が成り立つ. 一方で,系 4.4より σ(X1, . . . , Xn−1), σ(Xn)は独立である. 特に,X1 · · ·Xn−1, Xn は独立であ
るから,定理 4.2より X1 · · ·Xn−1 ·Xn ∈ L1(P )であり,

E[X1 · · ·Xn] = E[X1 · · ·Xn−1] · E[Xn]

が成り立つ. 以上より n個の場合にも成り立つことが証明された.

次に独立性と共分散の関係について述べる.

定義 4.12 (無相関). 確率変数族 (Xλ)λ∈Λ が (互いに) 無相関 (uncorrelated) であるとは, 任意の λ ∈ Λ に
ついて Xλ ∈ L2(P )であり,かつ相異なる任意の λ, λ′ ∈ Λに対して Cov[Xλ, Xλ′ ] = 0が成り立つことを
いう.

命題 4.8. (Xλ)λ∈Λ を独立な確率変数族とする. 任意の λ ∈ Λ について Xλ ∈ L2(P ) が成り立つならば,
(Xλ)λ∈Λ は無相関である.

証明. 定理 4.2から直ちに従う.

演習問題 15. 無相関な確率変数族で独立でないようなものの例を挙げよ.

4.6 Borel–Cantelliの第 2補題

定理 4.4 (Borel–Cantelliの第 2補題). En ∈ F (n = 1, 2, . . . )が
∑∞

n=1 P (En) <∞を満たし,かつ (En)
∞
n=1

が独立ならば,
P

(
lim sup
n→∞

En

)
= 1.

証明. lim supn→∞En の補集合 (lim supn→∞En)
c =

⋃∞
n=1

⋂∞
k=nE

c
k が P -測度ゼロであることを示せばよ

い. 各 n ∈ Nについて Fn :=
⋂∞

k=nE
c
k とおくと, F1 ⊂ F2 ⊂ · · · かつ

⋃∞
n=1 P (Fn) = (lim supn→∞En)

c

となるから,すべての n ∈ Nについて P (Fn) = 0となることを示せば,命題 1.6より求めるべき主張を得る.
N ≥ nなる N ∈ Nを任意にとる. このとき, Fn ⊂

⋂N
k=nE

c
k が成り立つから,測度の単調性と (En)

∞
n=1

の独立性より

P (Fn) ≤ P

(
N⋂

k=n

Ec
k

)
=

N∏
k=n

P (Ec
k) =

N∏
k=n

{1− P (Ek)}
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を得る. ここで,任意の x ∈ Rに対して成り立つ不等式 ex ≥ 1 + xを用いると,

P (Fn) ≤
N∏

k=n

exp(−P (Ek)) = exp

(
−

N∑
k=n

P (Ek)

)

を得る. 仮定より N → ∞ のとき exp
(
−
∑N

k=n P (Ek)
)
→ 0 であるから, 上の式で N → ∞ とすると

P (Fn) ≤ 0を得る. すなわち P (Fn) = 0である.

例 4.6 (Borel–Cantelliの補題の応用例). (Xn)
∞
n=1 をレート 1の指数分布に従う独立同分布な確率変数列と

する. すなわち, (Xn)
∞
n=1 は独立な確率変数列で,

P (Xn > x) = e−x, x > 0, n = 1, 2, . . .

を満たすとする. このとき,
L := lim sup

n→∞

Xn

logn
= 1 a.s.

が成り立つ. 実際,任意の n ∈ Nと任意の α > 0に対して

P (Xn > α logn) = n−α

が成り立つから, α > 1ならば, Borel–Cantelliの第 1補題より P (lim supn→∞{Xn > α logn}) = 0が成り
立ち, α ≤ 1ならば, Borel–Cantelliの第 2補題より P (lim supn→∞{Xn > α logn}) = 1が成り立つ. 特に,

1 = P

(
lim sup
n→∞

{Xn > logn}
)

≤ P (L ≥ 1)

となるから, P (L ≥ 1) = 1である. 一方で,任意の k ∈ Nについて,

P (L > 1 + k−1) ≤ P

(
lim sup
n→∞

{Xn > (1 + k−1) logn}
)

= 0

となるから, P (L > 1 + k−1) = 0. 従って, P (L > 1) = limk→∞ P (L > 1 + k−1) = 0 である. 以上より
P (L = 1) = 1である.
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5 極限定理
この節でも引き続き,確率空間 (Ω,F , P )を設定して議論を進める.

5.1 大数の弱法則

定義 5.1 (確率収束). d 次元確率変数の列 (Xn)
∞
n=1 が d 次元確率変数 X に (P の下で) 確率収束する

(converge in probability)とは,任意の ε > 0に対して

P (‖Xn −X‖ > ε) → 0 (n→ ∞)

が成り立つことをいう. このとき, Xn
P−→ X (n→ ∞)や Xn →p X (n→ ∞)などと書く.

演習問題 16. 定義 5.1の設定の下で, ‖Xn −X‖は常に確率変数となること,すなわち F-可測となることを
示せ.

この節の最初の目標は以下の定理を証明することである.

定理 5.1 (大数の弱法則). (Xn)
∞
n=1 を無相関な確率変数列で supn∈NVar[Xn] <∞を満たすものとすると,

1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi]) →p 0 (n→ ∞)

が成り立つ.

定理 5.1の証明には次の不等式 (の特別な場合)を用いる.

補題 5.1 (Markov の不等式). Z を確率変数, g : R → [0,∞) を非減少関数とする. このとき, c ∈ R が
g(c) > 0を満たすならば,

P (Z ≥ c) ≤ g(c)−1E[g(Z)].

証明. g が非負かつ非減少であることに注意すれば,

P (Z ≥ c) = E[1{Z≥c] = g(c)−1E[g(c)1{Z≥c] ≤ g(c)−1E[g(Z)1{Z≥c}] ≤ g(c)−1E[g(Z)]

となる.

注意 5.1. 補題 5.1において, g は Borel可測であるから (演習問題 4参照), g(Z)は F-可測である.

系 5.1 (Chebyshevの不等式). X ∈ L2(P )ならば,任意の c > 0に対して

P (|X − E[X]| > c) ≤ c−2Var[X].

証明. Z := |X − E[X]|, g(z) = (z ∨ 0)2 としてMarkovの不等式を適用すればよい.

定理 5.1の証明. X̄n := n−1
∑n

i=1Xi とおく. (Xn)
∞
n=1 が無相関であることに注意すると,命題 4.5より

Var[X̄n] =
1

n2

n∑
i,j=1

Cov[Xi, Xj ] =
1

n2

n∑
i=1

Var[Xi]

が成り立つ. 従って, Chebyshevの不等式より,任意の ε > 0に対して

P (|X̄n − E[X̄n]| > ε) ≤ 1

n2ε2

n∑
i=1

Var[Xi] ≤
1

nε2
sup
i∈N

Var[Xi]

が成り立つ. 故に,仮定より P (|X̄n−E[X̄n]| > ε) → 0 (n→ ∞)を得る. X̄n−E[X̄n] =
1
n

∑n
i=1(Xi−E[Xi])

に注意すれば定理の結論を得る.
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次に, (Xn)
∞
n=1 が独立同分布な確率変数列であれば,平均の存在を保証する仮定 X1 ∈ L1(P )のみで大数

の弱法則が得られることを示す. 証明は上の議論と刈り込みの方法 (truncation technique)を組み合わせて
行う. 今後の応用で必要となる刈り込みの方法を次の補題で定式化しておく.

補題 5.2. (Xn)
∞
n=1 を同分布な確率変数列とし, ある p ∈ [1,∞) に対して X1 ∈ Lp(P ) が成り立つとする.

このとき, n ∈ Nと δ > 0に対して Xi(n, δ) := Xi1{|Xi|≤δn1/p} (i = 1, 2, . . . )と定めると

1

n1/p

n∑
i=1

E[|Xi(n, δ)−Xi|] → 0 (n→ ∞)

が成り立つ.

証明. (Xn)
∞
n=1 が同分布であることから,

1

n1/p

n∑
i=1

E[|Xi(n, δ)−Xi|] = n1−1/p E[|X1|1{|X1|>δn1/p}]

が成り立つ. 積分の単調性より E[|X1|1{|X1|>δn1/p}] ≤ (δn1/p)1−p E[|X1|p1{|X1|>δn1/p}]が成り立つから,

1

n1/p

n∑
i=1

E[|Xi(n, δ)−Xi|] ≤ δ1−p E[|X1|p1{|X1|>δn1/p}]

を得る. ここで, |X1|p1{|X1|>δn1/p} ≤ |X1|p および |X1|p1{|X1|>δn1/p} → 0 (n → ∞) a.s. が成り立つこ
とから, Lebesgue の収束定理より E[|X1|p1{|X1|>δn1/p}] → 0 (n → ∞) である. 以上より示すべき結論を
得る.

定理 5.2 (大数の弱法則: 独立同分布の場合). (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な確率変数列で X1 ∈ L2(P )を満たす

ものとする. このとき, µ := E[X1]とおくと,

1

n

n∑
i=1

Xi →p µ (n→ ∞)

が成り立つ.

証明. δ > 0を任意に 1つ固定し,各 n ∈ Nについて確率変数列 (Xi(n, δ))
∞
i=1 を補題 5.2で p = 1として

定める. このとき, X̄n := n−1
∑n

i=1Xi および X̄n(δ) := n−1
∑n

i=1Xi(n, δ)とおくと,

|E[X̄n]− E[X̄n(δ)]| ≤ E[|X̄n − X̄n(δ)|] ≤
1

n

n∑
i=1

E[|Xi(n, δ)−Xi|] (5.1)

が成り立つから,補題 5.2より n→ ∞のとき E[X̄n]− E[X̄n(δ)] → 0および E[|X̄n − X̄n(δ)|] → 0が成り
立つ. さらに, (Xi(n, δ))

∞
i=1 は独立となるから,命題 4.8と 4.5より

Var[X̄n(δ)] =
1

n2

n∑
i=1

Var[Xi(δ)] ≤
E[Xi(δ)

2]

n
≤ δ2

が成り立つ. 従って, Lyapunovの不等式より E[|X̄n(δ)− E[X̄n(δ)]|] ≤
√
Var[X̄n(δ)] ≤ δ を得る. 以上のこ

とと三角不等式によって

lim sup
n→∞

E[|X̄n − E[X̄n]|]

≤ lim sup
n→∞

(
E[|X̄n − X̄n(δ)|] + E[|X̄n(δ)− E[X̄n(δ)]|] + E[|E[X̄n(δ)]− E[X̄n]|]

)
≤ δ
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が成り立つ. 従って,任意の ε > 0に対して, Markovの不等式より

lim sup
n→∞

P (|X̄n − E[X̄n]| > ε) ≤ ε−1δ

が成り立つ. δ > 0 は任意であったから, δ ↓ 0 として lim supn→∞ P (|X̄n − E[X̄n]| > ε) = 0 を得る.
(Xn)

∞
n=1 の同分布性より E[X̄n] = µであるから,示すべき主張が得られた.

5.2 大数の強法則

大数の弱法則よりも強い仮定をおくことで,標本平均が期待値に概収束することが示せる.

定理 5.3 (大数の強法則). (Xn)
∞
n=1 を独立な確率変数列で supn∈N E[X

4
n] <∞を満たすものとすると,

1

n

n∑
i=1

(Xi − E[Xi]) → 0 (n→ ∞) a.s.

が成り立つ.

証明. Yi := Xi − E[Xi] (i = 1, 2, . . . ) とおく. Minkowski の不等式と Lyapunov の不等式より ‖Yi‖4 ≤
‖Xi‖4 + |E[Xi]| ≤ 2‖Xi‖4 が成り立つから, supi∈N E[Y

4
i ] ≤ 16 supi∈N E[|Xi|4] <∞である. 次に, Schwarz

の不等式より,任意の i, j, k, l ∈ Nに対して YiYjYkYl ∈ L1(P )が成り立つことに注意すると,

E

( n∑
i=1

Yi

)4
 =

n∑
i,j,k,l=1

E[YiYjYkYl]

を得る. ここで, i, j, k, lが相異なる場合,定理 4.3より

E[YiYjYkYl] = E[Yi]E[Yj ]E[Yk]E[Yl] = 0

が成り立つ. また, i 6= j の場合, Lyapunov の不等式より Y 3
i ∈ L1(P ) であることに注意すると, 定理 4.2

より
E[Y 3

i Yj ] = E[Y 3
i ]E[Yj ] = 0

となる. 以上より,

E

( n∑
i=1

Yi

)4
 =

n∑
i=1

E[Y 4
i ] +

n∑
i=1

∑
j:j 6=i

3E[Y 2
i Y

2
j ] =

n∑
i=1

E[Y 4
i ] + 6

∑
i<j

E[Y 2
i Y

2
j ]

≤
n∑

i=1

E[Y 4
i ] + 6

∑
i<j

√
E[Y 4

i ]E[Y
4
j ] (∵ Schwarzの不等式)

≤ n sup
i∈N

E[Y 4
i ] + 6

(
n

2

)
sup
i∈N

E[Y 4
i ] ≤ 3n2 sup

i∈N
E[Y 4

i ]

となる. 従って, Ȳn := n−1
∑n

i=1 Yi とおけば,
∑∞

n=1 E[Ȳ
4
n ] ≤ 3 supi∈N E[Y

4
i ]
∑∞

n=1 n
−2 < ∞となるので,

系 3.6より Ȳ 4
n → 0 a.s.が成り立つ. 従って Ȳn → 0 a.s.である.

注意 5.2. 定理 5.3 の主張は supn∈NVar[Xn] < ∞ であれば成立することが知られている (実際には∑∞
n=1 n

−2Var[Xn] <∞であればよい). [7,定理 8.5]参照.

定理 5.3を特に独立同分布の場合に適用すると,以下の結果を得る.
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系 5.2 (大数の強法則: 独立同分布の場合). (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な確率変数列で X1 ∈ L4(P )を満たすも

のとする. このとき, µ := E[X1]とおくと,

1

n

n∑
i=1

Xi → µ (n→ ∞) a.s.

が成り立つ.

注意 5.3. 系 5.2の主張は実際には X1 ∈ L1(P )であれば正しいことが知られている. [7,定理 8.7]参照. さ
らに, 条件 X1 ∈ L1(P ) は標本平均 (n−1

∑n
i=1Xi)

∞
n=1 が (何らかの確率変数に)概収束するための必要十

分条件であることも知られている. [7,定理 8.19]参照.

最後に概収束と確率収束の関係について述べておく.

命題 5.1. 確率変数列 (Xn)
∞
n=1 が確率変数 X に確率収束するための必要十分条件は, (Xn)

∞
n=1 の任意の部

分列が X に概収束する部分列をもつことである.
特に, (Xn)

∞
n=1 が X に概収束するならば確率収束もする.

証明. 必要性 (Xn)
∞
n=1 が X に確率収束するとき,明らかに (Xn)

∞
n=1 の任意の部分列は X に確率収束する

ので, (Xn)自身が X に概収束する部分列を持つことを示せば十分である. 任意に ε > 0をとる. 各 i ∈ N
について Ii := {N ∈ N : supn≥N P (|Xn −X| > ε) ≤ 2−i} とおく. (Xn) が X に測度収束することから
Ii 6= ∅ なので, Ii は最小値 Ni をもつ. このとき, 正整数の増加列 n1 < n2 < · · · を帰納的に n1 := N1,

ni := ni−1 +Ni (i = 2, 3, . . . )で定めると,任意の i ∈ Nについて ni ≥ Ni が成り立つことから

P (|Xni
−X| > ε) ≤ 2−i

を得る. 従って
∑∞

i=1 P (|Xni −X| > ε}) ≤ 1 < ∞である. よって,命題 3.17より (Xni)
∞
i=1 は X に概収

束する.
十分性ある ε > 0が存在して δ := lim supn→∞ P (|Xn −X| > ε) > 0となると仮定して矛盾を導く. こ

のとき, (Xn)の部分列 (Xni)
∞
i=1 で P (|Xni −X| > ε}) → δ (i → ∞)となるようなものがとれる. 仮定よ

り (Xni
)∞i=1 は X に概収束する部分列をもつから, 部分列を取り直すことにより, はじめから (Xni

)∞i=1 は
X に概収束すると仮定して一般性を失わない. このとき,

0 = P

(
lim sup
i→∞

|Xni
−X| ≥ ε

)
= lim

k→∞
P

(
sup
i≥k

|Xni
−X(x)| ≥ ε

)
≥ lim

k→∞
P (|Xnk

−X| ≥ ε) = δ

となって矛盾する.

注意 5.4. 確率収束する確率変数列は概収束するとは限らない. 実際,確率変数列 (Xn)
∞
n=1 を例 4.6のよう

に定義して Yn := Xn/ logn (n = 1, 2, . . . )と定めると, Yn →p 0 (n→ ∞)となることは容易に確認できる
が,例 4.6より lim supn→∞ Yn = 1 a.s.であるから (Yn)

∞
n=1 は概収束しない.

5.3 中心極限定理

定義 5.2 (弱収束). S を Rd の空でない部分集合とする.

(a) S 上の有界かつ連続な実数値関数全体の集合を Cb(S)で表す.
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(b) (S,B(S))上の確率測度の列 (νn)
∞
n=1 が (S,B(S))上の確率測度 ν に弱収束する (converge weakly)

とは,任意の f ∈ Cb(S)に対して∫
S

fdνn →
∫
S

fdν (n→ ∞) (5.2)

が成り立つことをいう. このとき, νn ⇒ ν (n→ ∞)と書く.

定義 5.3 (分布収束). (Xn)
∞
n=1 を d次元確率変数列とする.

(a) (Xn)
∞
n=1が (Rd,B(Rd))上の確率測度 νに (P の下で)分布収束する (converge in distribution)とは,

PXn ⇒ ν (n → ∞)が成り立つことをいう. このことを Xn ⇒ ν (n → ∞)や Xn →d ν (n → ∞)

などと書く.
(b) (Xn)

∞
n=1 が d次元確率変数 X に (P の下で)分布収束する (converge in distribution)とは, PXn ⇒

PX (n → ∞)が成り立つことをいう. このことを Xn ⇒ X (n → ∞)や Xn →d X (n → ∞)など
と書く.

注意 5.5. 分布収束の代わりに法則収束 (convergence in law)という用語が使われることもある. そのため,
Xn →d ν (n → ∞), Xn →d X (n → ∞)のことをそれぞれ Xn →L ν (n → ∞), Xn →L X (n → ∞)と
書くこともある.

この節の目的は以下の結果を証明することである.

定理 5.4 (中心極限定理). (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な確率変数列で X1 ∈ L2(P )および σ :=

√
Var[X1] > 0

を満たすものとする. このとき, µ := E[X1], X̄n := n−1
∑n

i=1Xi (n = 1, 2, . . . )とおくと,
√
n(X̄n − µ)

σ
→d N(0, 1) (n→ ∞).

中心極限定理の証明には複数の著名な方法がある. 最も代表的なものは特性関数 (characteristic function)

を使う方法である. 特性関数を使った中心極限定理の証明は, 多くの確率論のテキストに説明があるが, 例
えば [7, 9.3節], [8, 1.4節], [16, Section 2.3], [17, Part C]などを参照のこと. しかし,特性関数を使った証明
にはもう少し準備が必要なため,ここではより初等的な道具のみで証明を実行できる Steinの方法 (Stein’s

method)を紹介する.*1 特性関数による証明は 7.8.2節で扱う.
Steinの方法による証明では,実際には定理 5.4より強い結果が得られる. まずはそのことを説明する.

定義 5.4 (Lipschitz 連続). K > 0 を定数, S を Rd の空でない部分集合とする. 関数 h : S → R が
K-Lipschitz連続 (K-Lipschitz continuous)であるとは,任意の x, y ∈ S に対して,

|h(x)− h(y)| ≤ K‖x− y‖

が成り立つことをいう. ある K > 0 について K-Lipschitz 連続であるような関数は Lipschitz 連続
(Lipschitz continuous)であるといい,定数K を hの Lipschitz定数 (Lipschitz constant)と呼ぶ.

補題 5.3. 関数 h : R → Rが Lipschitz連続ならば,任意の X ∈ L1(P )に対して h(X) ∈ L1(P )となる.

証明. K を h の Lipschitz 定数とすると, |h(X)| ≤ |h(0)| + |h(X) − h(0)| ≤ |h(0)| + K|X| が成り立つ.
従って h(X) ∈ L1(P )である.

*1 初等的な道具のみで実行できる方法としては, Lindebergの方法 (Lindeberg’s method)も有名である. Lindebergの方法による
中心極限定理の証明については,例えば [2, Section 1.3]または [10, Proposition 11.1.3]を参照.
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定義 5.5 (Wasserstein 距離). µ, ν を (R,B(R)) 上の確率測度で
∫
R |x|µ(dx) < ∞ および

∫
R |x|ν(dx) < ∞

を満たすものとする. このとき, µと ν のWasserstein距離 (Wasserstein distance)を

W(µ, ν) := sup
h∈H

∣∣∣∣∫
R
hdµ−

∫
R
hdν

∣∣∣∣
で定義する. ここに, H は 1-Lipschitz連続関数 h : R → R全体の集合を表す (補題 5.3より任意の h ∈ H
に対して h ∈ L1(µ) ∩ L1(ν)となることに注意). また, X,Y ∈ L1(P )のとき,

W(X, ν) := W(PX , ν) W(X,Y ) := W(PX , PY )

と定義する.

定理 5.5 (Wasserstein CLT). 定理 5.4の仮定の下で,

W
(√

n(X̄n − µ)

σ
,N(0, 1)

)
→ 0 (n→ ∞)

が成り立つ.

定理 5.4は定理 5.5の系として得られるのだが,そのことを先に示しておく.

補題 5.4. an, bn ∈ [0,∞] (n = 1, 2, . . . )ならば,

lim inf
n→∞

(an + bn) ≥ lim inf
n→∞

an + lim inf
n→∞

bn.

証明. m ≥ nならば, am + bm ≥ infk≥n ak + infk≥n bk が成り立つので,

inf
k≥n

(ak + bk) ≥ inf
k≥n

ak + inf
k≥n

bk

を得る. n→ ∞として示すべき不等式を得る.

補題 5.5. S を Rd の空でない部分集合とし, (νn)∞n=1 を (S,B(S))上の確率測度の列, ν を (S,B(S))上の確
率測度とする. このとき,次の 3条件は互いに同値である.

(i) νn ⇒ ν (n→ ∞).

(ii) 任意の有界な 1-Lipschitz連続関数 f : S → Rに対して, (5.2)が成り立つ.
(iii) S の任意の開集合 U に対して,

lim inf
n→∞

νn(U) ≥ ν(U). (5.3)

証明. (i)⇒ (ii)明らか.
(ii)⇒ (iii) S の開集合 U を任意にとる. U = S の場合 (5.3)は明らかに成り立つので, U 6= S の場合を考

える. まず,関数 g : S → [0,∞)を

g(x) = dist(x, S \ U) (x ∈ S)

で定める. このとき, g は 1-Lipschitz連続関数となる. 実際,任意に x, x′ ∈ S をとると,任意の y ∈ S \ U に
対して,

g(x) ≤ ‖x− y‖ ≤ ‖x− x′‖+ ‖x′ − y‖

が成り立つので, g(x) ≤ ‖x− x′‖+ g(x′)が成り立つ. xと x′ の役割を入れ替えて g(x′) ≤ ‖x− x′‖+ g(x)

を得るので,結局 |g(x)− g(x′)| ≤ ‖x− x′‖である. 次に,関数 ϕ : R → [0, 1]を

ϕ(t) =

 1 if t ≤ 0,
1− t if 0 < t ≤ 1,
0 if t > 1
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で定めて,各 k ∈ Nについて関数 fk : S → [0, 1]を fk(x) = ϕ(kg(x))/k (x ∈ S)で定める. ϕは明らかに
1-Lipschitz連続関数であるから, fk も 1-Lipschitz連続関数であることがわかる. 従って (ii)より∫

S

fkdνn →
∫
S

fkdν (n→ ∞)

が成り立つ. ここで, x ∈ S \U であれば g(x) = 0となることに注意すると, fk ≥ k−11S\U が成り立つこと
がわかる. 従って, ∫

S

fkdνn ≥ 1

k
νn(S \ U)

であるから, ∫
S

kfkdν ≥ lim sup
n→∞

νn(S \ U)

を得る. νn(S \ U) = 1− νn(U)に注意して,補題 3.5と演習問題 5を使って右辺を書き直すと,∫
S

kfkdν ≥ 1− lim inf
n→∞

νn(U) (5.4)

となる. ここで, (kfk)∞k=1 は 1S\U に各点収束する. 実際, x ∈ S \ U ならば kfk(x) = 1 = 1S\U (x) で
ある. 一方で x ∈ U ならば, 補題 1.15 より g(x) > 0 であるから, k → ∞ のとき kg(x) → ∞, 従って
kfk(x) → 0 = 1S\U (x)となる. |kfk(x)| ≤ 1であるので,有界収束定理より

lim
k→∞

∫
S

kfkdν = ν(S \ U) = 1− ν(U)

が成り立つ. 従って (5.4)で k → ∞とすると

1− ν(U) ≥ 1− lim inf
n→∞

νn(U)

を得る. これは (5.3)を意味する.
(iii)⇒ (i)任意に f ∈ Cb(S)をとり,K := supx∈R |f(x)| <∞とおく. (5.2)を示せばよい. もし,∫

S

f(x) +K + 1

2K + 2
νn(dx) →

∫
S

f(x) +K + 1

2K + 2
ν(dx) (n→ ∞)

が成り立つことを示せれば, νn(S) = ν(S) = 1 に注意すれば, (5.2) も成り立つことがわかる. 従って
0 < f < 1の場合に (5.2)を示せば十分である.
いま, k ∈ Nを固定して,各 i = 0, 1, . . . , k について

Ui :=

{
x ∈ S : f(x) <

i

k

}
とおく. f が連続であることから Ui は開集合である. 定義より

k∑
i=1

∫
Ui\Ui−1

fdνn ≤
k∑

i=1

i

k
νn(Ui \ Ui−1)

が成り立つ. ∅ = U0 ⊂ U1 ⊂ · · · ⊂ Uk = S および νn(Ui \ Ui−1) = νn(Ui) − νn(Ui−1)に注意して整理す
ると, ∫

S

fdνn ≤ 1− 1

k

k−1∑
i=1

νn(Ui)
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を得る. 従って,

lim sup
n→∞

∫
S

fdνn ≤ lim sup
n→∞

(
1− 1

k

k−1∑
i=1

νn(Ui)

)

= − lim inf
n→∞

(
−1 +

1

k

k−1∑
i=1

νn(Ui)

)
(∵ 演習問題 5)

= 1− 1

k
lim inf
n→∞

k−1∑
i=1

νn(Ui) (∵ 補題 3.5)

≤ 1− 1

k

k−1∑
i=1

lim inf
n→∞

νn(Ui) (∵ 補題 5.4)

≤ 1− 1

k

k−1∑
i=1

ν(Ui) (∵ (iii))

となる. 一方で,

k∑
i=1

i− 1

k
ν(Ui \ Ui−1) ≤

k∑
i=1

∫
Ui\Ui−1

fdν

が成り立つから,上と同様に整理すると,(
1− 1

k

)
− 1

k

k−1∑
i=1

ν(Ui) ≤
∫
S

fdν

を得る. 故に,
lim sup
n→∞

∫
S

fdνn ≤
∫
S

fdν +
1

k

が成り立つ. k → ∞として
lim sup
n→∞

∫
S

fdνn ≤
∫
S

fdν

を得る. 上の議論は 0 < f < 1 を満たすような連続関数 f であれば成立するから, f の代わりに 1 − f を
とっても成立する. 従って,

lim sup
n→∞

∫
S

(1− f)dνn ≤
∫
S

(1− f)dν

も成り立つ. 演習問題 5と補題 3.5を使って上の不等式を書き直すと,

lim inf
n→∞

∫
S

fdνn ≥
∫
S

fdν

を得る. 以上より (5.2)が成り立つ.

補題 5.5の条件 (i)と (ii)との同値性より,定理 5.5から定理 5.4が従うことがわかる.
定理 5.5は X1 ∈ L3(P )を仮定した場合に得られる次の結果 (定理 5.5の定量化版)と刈り込みの方法に

よって示される.

定理 5.6 (Wasserstein距離における Berry–Esseenの不等式). 定理 5.4の仮定の下で,さらにX1 ∈ L3(P )な
らば,任意の n ∈ Nに対して

W
(√

n(X̄n − µ)

σ
,N(0, 1)

)
≤ 3µ3√

n

が成り立つ. ここに, µ3 := E[|(X1 − µ)/σ|3]である.
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まずは定理 5.6が正しいと仮定すると定理 5.5が従うことを示しておく. 以下この節では,標準正規分布
を γ で表す. また, h ∈ L1(γ)に対して γ(h) :=

∫
R hdγ とおく.

定理 5.6から定理 5.5が従うことの証明. δ > 0 を任意に 1 つ固定し, 各 n ∈ N について確率変数列
(Xi(n, δ))

∞
i=1 を補題 5.2で p = 2として定める. このとき, X̄n(δ) := n−1

∑n
i=1Xi(n, δ)とおくと (5.1)が

成り立つから,補題 5.2より n → ∞のとき
√
n(E[X̄n]− E[X̄n(δ)]) → 0および

√
nE[|X̄n − X̄n(δ)|] → 0

が成り立つ. また, Lebesgue の収束定理を用いて σn(δ) :=
√
Var[X1(n, δ)] → σ (n → ∞) が成り立

つことも示せる. 特に, 十分大きな n ∈ N に対して σn(δ) > 0 が成り立つ. そのような n に対して
Sn(δ) :=

√
n(X̄n(δ)− E[X̄n(δ)])/σn(δ)とおくと,定理 5.6より

W(Sn(δ), γ) ≤
3√
n
E

[∣∣∣∣X1(n, δ)− E[X1(n, δ)]

σn(δ)

∣∣∣∣3
]

≤ 6δ
E[|X1(n, δ)− E[X1(n, δ)]|2]

σn(δ)3
=

6δ

σn(δ)

が成り立つ.
Sn :=

√
n(X̄n − µ)/σ とおく. nが十分大きいとき,任意の 1-Lipschitz連続関数 h : R → Rに対して,

|E[h(Sn)]− γ(h)|

≤
∣∣∣∣E[h(Sn)]− E

[
h

(√
n(X̄n − µ)

σn(δ)

)]∣∣∣∣+ ∣∣∣∣E [h(√
n(X̄n − µ)

σn(δ)

)]
− E[h(Sn(δ))]

∣∣∣∣
+ |E[h(Sn(δ))]− γ(h)|

≤ E[
√
n|X̄n − µ|]

(
1

σ
− 1

σn(δ)

)
+
E[|X̄n − X̄n(δ)|] + |E[X̄n]− E[X̄n(δ)]|

σn(δ)
+W(Sn(δ), γ)

が成り立つから,

W(Sn, γ) ≤ E[
√
n|X̄n − µ|]

(
1

σ
− 1

σn(δ)

)
+
E[|X̄n − X̄n(δ)|] + |E[X̄n]− E[X̄n(δ)]|

σn(δ)
+W(Sn(δ), γ)

が成り立つ. Lyapunovの不等式より E[
√
n|X̄n − µ|] ≤

√
nVar[X̄n] = σ であることに注意すると,

lim sup
n→∞

W(Sn, γ) ≤
6δ

σ

が成り立つことがわかる. δ > 0は任意であったから, δ ↓ 0として lim supn→∞W(Sn, γ) = 0を得る.

以下この節の残りで, Steinの方法によって定理 5.6を証明する.

定義 5.6 (Stein関数). h ∈ L1(γ)とする.

fh(x) = ex
2/2

∫ x

−∞
{h(y)− γ(h)}e−y2/2dy (x ∈ R)

で定義される関数 fh : R → Rを, hに付随する Stein関数 (Stein function)と呼ぶ.

補題 5.6. h ∈ L1(γ)とし, fh を hに付随する Stein関数とする. hが連続ならば, fh は C1 級であり,任意の
x ∈ Rに対して

f ′h(x)− xfh(x) = h(x)− γ(h). (5.5)

証明. Leibnizの公式と微分積分学の基本定理より, fh は微分可能であり,

f ′h(x) = xex
2/2

∫
(−∞,x]

{h(y)− γ(h)}γ(dy) + ex
2/2 · {h(x)− γ(h)}e−x2/2
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= xfh(x) + h(x)− γ(h)

となるから, (5.5)が成り立つ. 特に, (5.5)より fh が C1 級であることがわかる.

注意 5.6. (5.5) を関数 fh に関する微分方程式と見たものを h に付随する Stein 方程式 (Stein’s equation)

と呼ぶ. Stein関数は,境界条件 lim|x|→∞ e−x2/2fh(x) = 0の下での Stein方程式の一意的な解となっている
([10, Proposition 3.2.2]参照).

補題 5.6 より, 任意の確率変数 X に対して h(X) − γ(h) = f ′h(X) − Xfh(X) が成り立つ. 従って,
h(X) ∈ L1(P )ならば,両辺の期待値をとって,

E[h(X)]− γ(h) = E[f ′h(X)−Xfh(X)]

を得る. 従って,左辺の絶対値を評価するには, |E[f ′h(X)−Xfh(X)]|を評価すればよいことになる. これが
Steinの方法の基本的なアイディアである. この方法が上手くいくためには Stein関数 fh がよい性質を持っ
ている必要がある. あとで見るように,定理 5.6の証明においては f ′h の Lipschitz連続性がキーとなる. 以下
では, hが C1 級であればそのような性質が成り立つことを見ていく.*2 以下この節では, φと Φでそれぞれ
標準正規分布の密度と分布関数を表す.

補題 5.7 (Gordonの不等式). 任意の x > 0に対して

x

1 + x2
≤ 1− Φ(x)

φ(x)
≤ 1

x
.

演習問題 17. 補題 5.7を証明せよ.

補題 5.8. h : R → Rを C1 級関数で K := supx∈R |h′(x)| < ∞を満たすものとする. このとき, h ∈ L1(γ)

である. さらに, hに付随する Stein関数 fh は C2 級であり,

sup
x∈R

|f ′′h (x)| ≤ 2K. (5.6)

証明. まず,平均値の定理より,任意の x ∈ Rに対して

|h(x)| ≤ |h(0)|+K|x| (5.7)

が成り立つ. 従って h ∈ L1(γ)である. 次に,補題 5.6より fh は明らかに C2 級である.
最後に (5.6)をいくつかのステップに分けて証明する.
Step 1任意の x ∈ Rに対して,

h(x)− γ(h) =

∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy −

∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy (5.8)

が成り立つ. 実際,部分積分法により,∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy −

∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy

= h(x)Φ(x)−
∫ x

−∞
h(y)φ(y)dy + h(x){1− Φ(x)} −

∫ ∞

x

h(y)φ(y)dy = h(x)− γ(h)

となる.

*2 実際には hが Lipschitz連続であれば十分であるが,技術的理由によりここでは hが C1 級の場合を考える. 注意 5.7参照.
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Step 2任意の x ∈ Rに対して,

fh(x) = −φ(x)−1{1− Φ(x)}
∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy − φ(x)−1Φ(x)

∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy (5.9)

が成り立つ. 実際,部分積分法により,

fh(x) =
√
2πex

2/2

{
(h(x)− γ(h))Φ(x)−

∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy

}
が成り立つから, (5.8)を代入すると,

fh(x) =
√
2πex

2/2

{(∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy −

∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy
)
Φ(x)−

∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy

}
= φ(x)−1

{
(Φ(x)− 1)

∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy − Φ(x)

∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy
}

となって (5.9)を得る.
Step 3補題 5.6より,

f ′′h (x) = fh(x) + xf ′h(x) + h′(x) = (1 + x2)fh(x) + x{h(x)− γ(h)}+ h′(x) (5.10)

が成り立つ. ここで, (5.8)–(5.9)より,

(1 + x2)fh(x) + x{h(x)− γ(h)}

=
{
−(1 + x2)φ(x)−1(1− Φ(x)) + x

}∫ x

−∞
h′(y)Φ(y)dy

+
{
−(1 + x2)φ(x)−1Φ(x)− x

}∫ ∞

x

h′(y){1− Φ(y)}dy

と書ける. いま, Gordonの不等式より,任意の y > 0に対して,

−(1 + y2)φ(y)−1(1− Φ(y)) + y ≤ 0

が成り立つ. 上の不等式は明らかに y ≤ 0の場合にも成り立つから,任意の y ∈ Rに対して成り立つ. さら
に, Φ(y) = 1− Φ(−y)に注意すると,任意の y ∈ Rに対して,

−(1 + y2)φ(y)−1Φ(y)− y ≤ 0

も成り立つ. 以上より,

|(1 + x2)fh(x) + x{h(x)− γ(h)}|

≤ K
{
(1 + x2)φ(x)−1(1− Φ(x))− x

}∫ x

−∞
Φ(y)dy

+K
{
(1 + x2)φ(x)−1Φ(x) + x

}∫ ∞

x

{1− Φ(y)}dy (5.11)

を得る. ここで,部分積分法により,∫ x

−∞
Φ(y)dy = xΦ(x)−

∫ x

−∞
yφ(y)dy = xΦ(x) + φ(x),∫ ∞

x

{1− Φ(y)}dy = −x{1− Φ(x)}+
∫ ∞

x

yφ(y)dy = −x{1− Φ(x)}+ φ(x)

が成り立つから, (5.11)に代入して整理すると,

|(1 + x2)fh(x) + x{h(x)− γ(h)}| ≤ K(−x2 + 1 + x2) = K

を得る. この不等式と (5.10)より, |f ′′h (x)| ≤ K + |h′(x)| ≤ 2K となる.
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以下で示すように, Lipschitz連続関数は同じ Lipschitz定数をもつ C1 級関数で一様に近似できる.

補題 5.9. K > 0 とし, 関数 h : R → R は K-Lipschitz 連続であるとする. 各 m ∈ N について関数
hm : R → Rを

hm(x) =

∫
R
h(x+ z/

√
m)γ(dz) (x ∈ R)

で定めると,次が成り立つ.

(a) supx∈R |hm(x)− h(x)| → 0 (m→ ∞).

(b) hm は C1 級であり, supx∈R |h′m(x)| ≤ K.

証明. (a)任意の x ∈ Rに対して,

|hm(x)− h(x)| =
∣∣∣∣∫

R
{h(x+ z/

√
m)− h(x)}γ(dz)

∣∣∣∣ ≤ K√
m

∫
R
|z|γ(dz) = K√

m

√
2

π

が成り立つため, supx∈R |hm(x)− h(x)| → 0 (m→ ∞)である.
(b)まず,変数変換によって,

hm(x) =

√
m

2π

∫
R
h(u)e−m(u−x)2/2du

と書き直せることに注意する. いま,関数 f : R2 → Rを

f(u, x) =

√
m

2π
h(u)e−m(u−x)2/2 (u, x ∈ R)

で定めると,

∂f

∂x
(u, x) =

√
m3

2π
(u− x)h(u)e−m(u−x)2/2

となるから,任意の A > 0に対して,

sup
x∈(−A,A)

∣∣∣∣∂f∂x (u, x)
∣∣∣∣ ≤

√
m3

2π
(|u|+A)(|h(0)|+K|u|)e−m(u2−2A|u|)/2

が成り立つ. ∫
R

√
m3

2π
(|u|+A)(|h(0)|+K|u|)e−m(u2−2A|u|)/2du <∞

であるから,定理 3.8より関数 (−A,A) 3 u 7→ hm(u) ∈ Rは微分可能である. A > 0は任意であったから,
これは hm が微分可能であることを意味する. さらに,

h′m(x) =

√
m3

2π

∫
R
(u− x)h(u)e−m(u−x)2/2du =

√
m

2π

∫
R
zh(x+ z/

√
m)e−z2/2dz

が成り立つ. ここで,任意の A > 0に対して,

sup
x∈(−A,A)

∣∣∣zh(x+ z/
√
m)e−z2/2

∣∣∣ ≤ |z|
(
|h(0)|+KA+K|z|/

√
m
)
e−z2/2

が成り立つことに注意すると, Lebesgueの収束定理より,関数 (−A,A) 3 x 7→ h′m(x) ∈ Rは連続であるこ
とがわかる. A > 0は任意であったから,これは hm が C1 級であることを意味する.
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最後に,任意の x, v ∈ Rに対して,

|hm(x+ v)− hm(x)| ≤
∫
R
|h(x+ v + z/

√
m)− h(x+ z/

√
m)|γ(dz) ≤ K|v|γ(R) = K|v|

が成り立つから, v 6= 0ならば, ∣∣∣∣hm(x+ v)− hm(x)

v

∣∣∣∣ ≤ K

を得る. 従って, v → 0とすれば |h′m(x)| ≤ K を得る.

定理 5.6の証明. Sn :=
√
n(X̄n − µ)/σ とおく. h : R → Rが 1-Lipschitz連続関数ならば,

|E[h(Sn)]− γ(h)| ≤ 3µ3√
n
. (5.12)

が成り立つことを示せばよい.
まずは h が C1 級で supx∈R |h′(x)| ≤ 1 を満たす場合に (5.12) が成り立つことを示す. 証明は Stein

の leave-one-out 法 (Stein’s leave-one-out method) による. f を h に付随する Stein 関数とする. 補題
5.6 と微分積分学の基本定理より, 任意の x ∈ R に対して |f ′(x)| ≤ |f ′(0)| + 2K|x| および |f(x)| ≤
|f(0)|+ |f ′(0)x|+Kx2 が成り立つから,任意の Y ∈ L2(P )について f(Y ) ∈ L1(P ), f ′(Y ) ∈ L2(P )とな
ることに注意する. 次に,各 i = 1, . . . , nについて, ξi := (Xi − µ)/σ

√
n, S

(i)
n := Sn − ξi とおく. µ, σ の定

義より E[ξi] = 0かつ E[ξ2i ] = 1/nとなることに注意する. いま,系 4.4より S
(i)
n , ξi は独立だから,定理 4.2

より E[ξif(S
(i)
n )] = E[ξi]E[f(S

(i)
n )] = 0が成り立つ. 従って,

E[Snf(Sn)] =

n∑
i=1

E[ξif(Sn)] =

n∑
i=1

E[ξif(S
(i)
n + ξi)]

=
n∑

i=1

E

[
ξi

(
f(S(i)

n ) +

∫ 1

0

ξif
′(S(i)

n + uξi)du

)]
(∵ 微分積分学の基本定理)

=
n∑

i=1

E

[
ξ2i

∫ 1

0

f ′(S(i)
n + uξi)du

]
を得る. 一方で,再び定理 4.2より

E[ξ2i f
′(S(i)

n )] = E[ξ2i ]E[f
′(S(i)

n )] =
1

n
E[f ′(S(i)

n )]

が成り立つから,

E[f ′(Sn)] =

n∑
i=1

1

n
E[f ′(Sn)] =

n∑
i=1

1

n
E[f ′(S(i)

n )] +

n∑
i=1

1

n
{E[f ′(Sn)]− E[f ′(S(i)

n )]}

=

n∑
i=1

E[ξ2i f
′(S(i)

n )] +

n∑
i=1

1

n
E[f ′(Sn)− f ′(S(i)

n )]

を得る. 以上より,

E[f ′(Sn)− Snf(Sn)]

=

n∑
i=1

E

[
ξ2i

∫ 1

0

{f ′(S(i)
n )− f ′(S(i)

n + uξi)}du
]
+

n∑
i=1

1

n
E[f ′(Sn)− f ′(S(i)

n )]

を得る. ここで,補題 5.8と平均値の定理より,∣∣∣∣∫ 1

0

{f ′(S(i)
n )− f ′(S(i)

n + uξi)}du
∣∣∣∣ ≤ 2|ξi|

∫ 1

0

udu = |ξi|
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および
|f ′(Sn)− f ′(S(i)

n )| ≤ 2|ξi|

が成り立つから, Lyapunovの不等式より E[|
√
nξi|] ≤ 1 ≤ E[|

√
nξi|3] = µ3 となることに注意すれば,

|E[f ′(Sn)− Snf(Sn)]| ≤
n∑

i=1

E
[
|ξi|3

]
+ 2

n∑
i=1

E[|ξi|]
n

≤ 3µ3√
n

を得る. この不等式と補題 5.6より,

|E[h(Sn)]− γ(h)| = |E[f ′(Sn)− Snf(Sn)]| ≤
3µ3√
n

となって (5.12)が従う.
次に, h : R → Rが 1-Lipschitz連続関数の場合に (5.12)が成り立つことを示す. 補題 5.9より, C1 級関数

の列 hm : R → R (m = 1, 2, . . . )で supx∈R |hm(x)− h(x)| → 0 (m→ ∞)かつ supx∈R |h′m(x)| <∞を満
たすものが存在する. このとき,上で示した結果より,各m ∈ Nについて

|E[hm(Sn)]− γ(hm)| ≤ 3µ3√
n

が成り立つ. 従って,

|E[h(Sn)]− γ(h)| ≤ |E[hm(Sn)]− E[h(Sn)]|+ |E[hm(Sn)]− γ(hm)|+ |γ(hm)− γ(h)|

≤ 3µ3√
n
+ 2 sup

x∈R
|hm(x)− h(x)|

を得る. m→ ∞として (5.12)を得る.

注意 5.7. (a)補題 5.8の主張は実際には hが絶対連続 (absolutely continuous)であれば成立することが知
られている ([2, Lemma 2.4]参照. 絶対連続関数の定義は [12, Definition 7.17]を参照). Lipschitz連続関数
は絶対連続であるから,上の証明の前半部分の議論は,実際には一般の Lipschitz連続関数 hに対して直接適
用できる (従って,補題 5.9によって Lipschitz連続関数を C1 級関数で近似する後半の議論は本質的には不
要である).
(b)上の証明において,実際には f, f ′ はともに有界であることが示せる ([2, Lemma 2.4]参照).

最後に確率収束と分布収束の関係について述べておく.

命題 5.2. d次元確率変数の列 (Xn)
∞
n=1 が d次元確率変数 X に確率収束するならば, (Xn)

∞
n=1 は X に分布

収束する.

証明. 補題 5.5 の条件 (i) と (ii) の同値性から, 任意の有界な 1-Lipschitz 関数 f : Rd → R に対して
E[f(Xn)] → E[f(X)] (n → ∞) が成り立つことを示せばよい. K := supx∈Rd |f(x)| とおく. また, 任意に
ε > 0をとる. このとき, f の 1-Lipschitz連続性に注意すると,

|E[f(Xn)]− E[f(X)]| ≤ E[|f(Xn)− f(X)|; ‖Xn −X‖ ≤ ε] + E[|f(Xn)− f(X)|; ‖Xn −X‖ > ε]

≤ ε+ 2KP (‖Xn −X‖ > ε)

が成り立つ. 仮定より Xn →p X (n→ ∞)であるから,

lim sup
n→∞

|E[f(Xn)]− E[f(X)]| ≤ ε

を得る. ε ↓ 0として示すべき主張を得る.
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5.4 区間推定への応用

本節では,前節までに得た結果を平均パラメータの信頼区間を構成する問題へと応用する. (Xi)
∞
i=1 を独

立同分布な確率変数列で平均 µをもつものとする (すなわち, X1 ∈ L1(P )かつ µ = E[X1]). n ∈ Nに対し
て, X1, . . . , Xn は平均 µをもつような母集団から n個独立にデータを観測した際の観測データの数学的モ
デルだとみなされる. ここでの目的は X1, . . . , Xn から µを推定することである. µの自然な推定量として,
標本平均

X̄n :=
1

n

n∑
i=1

Xi

が考えられる. 実際, E[X̄n] = µだから X̄n は µの不偏推定量であり,また適当な条件下で n → ∞のとき
X̄n は µに近づいていくことが大数の法則によって保証されている. より正確に述べると, X1 ∈ L1(P )で
あれば X̄n は µに確率収束し,X1 ∈ L4(P )であれば概収束する (前述したように,実際にはX1 ∈ L1(P )で
あれば X̄n は µに概収束することが知られている). 一般に, n→ ∞のとき µに確率収束するような推定量
は弱一致性 (weak consistency)をもつといい,概収束するような推定量は強一致性 (strong consistency)を
もつという. 通常,単に一致性 (consistency)をもつという場合は弱一致性をさす.
上述の性質は µの点推定に関する性質であった. ここでの主目的は中心極限定理を用いて µの区間推定

を行うことである. まず次の補題を用意する.

補題 5.10. (ξn)
∞
n=1 を確率変数列, ν を (R,B(R)) 上の確率測度とし, ν の分布関数を F とする: F (x) =

ν((−∞, x]) (x ∈ R). ξn →d ν (n → ∞)ならば, F の任意の連続点 xに対して P (ξn ≤ x) → F (x)および
P (ξn < x) → F (x) (n→ ∞)が成り立つ.

証明. 任意の x ∈ Rに対して, (−∞, x), (x,∞)はともに Rの開集合なので,補題 5.5より

lim inf
n→∞

P (ξn < x) ≥ ν((−∞, x)), lim inf
n→∞

P (ξn > x) ≥ ν((x,∞))

が成り立つ. P (ξn > x) = 1− P (xn ≤ x)および ν((x,∞)) = 1− F (x)に注意すると,第 2式は

lim sup
n→∞

P (ξn ≤ x) ≤ F (x)

と書き直せる. 一方で, xが F の連続点であれば, ν((−∞, x)) = limk→∞ F (x− 1/k) = F (x)となることに
注意すると,第 1式は

F (x) ≤ lim inf
n→∞

P (ξn < x) ≤ lim inf
n→∞

P (ξn ≤ x)

と書き直せる. 従って P (ξn ≤ x) → F (x) (n→ ∞)である.

注意 5.8. 補題 5.10は逆も成立することが知られている. 証明は例えば [8,定理 1.4.2]を参照.

補題 5.10と中心極限定理より次の結果を得る.

命題 5.3. X1 ∈ L2(P )とし, σ :=
√
Var[X1] > 0であるとする. このとき,任意の −∞ < a < b < ∞に対

して
P

(
a ≤

√
n(X̄n − µ)

σ
≤ b

)
→ Φ(b)− Φ(a) (n→ ∞) (5.13)

が成り立つ. ここに, Φは標準正規分布の分布関数を表す:

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2dy, x ∈ R.
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データの標準偏差 σが既知であれば,命題 5.3の仮定の下で, α ∈ (0, 1)に対して µの (漸近)100(1−α)%

信頼区間を構成できる. 実際, zα/2 := Φ−1(1− α/2)とおけば,

P (X̄n − zα/2 · σ/
√
n ≤ µ ≤ X̄n + zα/2 · σ/

√
n) → 1− α (n→ ∞)

が成り立つから,
[X̄n − zα/2 · σ/

√
n, X̄n + zα/2 · σ/

√
n]

が µの近似的な 100(1− α)%信頼区間を与える.
もちろん, σ が既知であることは現実には稀であるから,実際には σ もデータから推定する必要がある. σ

の推定量としては以下の標本標準偏差を考えるのが一般的である:

σ̂n :=

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2.

σ̂n の一致性を示すためにいくつか補題を準備する.

補題 5.11 (連続写像定理). (ξn)∞n=1 を d次元確率変数列, ξ を d次元確率変数とする. また, g : Rd → Rk を
連続関数とする. このとき次のことが成り立つ.

(a) ξn →p ξ (n→ ∞)ならば, g(ξn) →p g(ξ) (n→ ∞).

(b) ξn →d ξ (n→ ∞)ならば, g(ξn) →d g(ξ) (n→ ∞).

証明. (a)任意に ε > 0をとる. 各 k ∈ Nについて

Bk := {x ∈ Rd : ‖x− y‖ ≤ k−1 and ‖g(x)− g(y)‖ > ε for some y ∈ Rd}

とおくと,

P (‖g(ξn)− g(ξ)‖ > ε)

≤ P ({‖g(ξn)− g(ξ)‖ > ε} ∩ {ξ ∈ Bk}) + P ({‖g(ξn)− g(ξ)‖ > ε} ∩ {ξ /∈ Bk})
≤ P (ξ ∈ Bk) + P (‖ξn − ξ‖ > k−1)

が成り立つから,
lim sup
n→∞

P (‖g(ξn)− g(ξ)‖ > ε) ≤ P (ξ ∈ Bk)

である. ここで, B1 ⊃ B2 ⊃ · · · であり, かつ g の連続性より
⋂∞

k=1Bk = ∅ であることに注意すれば, 命
題 1.6 より P (ξ ∈ Bk) → 0 (k → ∞) である. 従って上の式で k → ∞ とすれば lim supn→∞ P (‖g(ξn) −
g(ξ)‖ > ε) = 0を得る. これは g(ξn) →p g(ξ) (n→ ∞)を意味する.
(b) f : Rk → Rを有界連続関数とする. このとき, f ◦ g も有界連続関数となるから, ξn →d ξ (n→ ∞)よ

り E[f(g(ξn))] → E[f(g(ξ))] (n→ ∞)を得る. 従って g(ξn) →d g(ξ) (n→ ∞)である.

補題 5.12. (ξn)
∞
n=1, (ηn)

∞
n=1 を 2つの確率変数列, ξ, η を 2つの確率変数とし, ξn →p ξ (n→ ∞), ηn →p η

(n→ ∞)が成り立つと仮定する. このとき次が成り立つ.

(a) (ξn, ηn) →p (ξ, η) (n→ ∞).

(b) ξn + ηn →p ξ + η (n→ ∞).

(c) ξnηn →p ξη (n→ ∞).
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証明. (a)不等式 ‖(ξn, ηn)− (ξ, η)‖ ≤ |ξn − ξ|+ |ηn − η|に注意すると,任意の ε > 0に対して

P (‖(ξn, ηn)− (ξ, η)‖ > ε) ≤ P (|ξn − ξ| > ε/2) + P (|ηn − η| > ε/2)

が成り立つ. 従って示すべき主張が成り立つ.
(b)関数 R2 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ Rが連続であることに注意すれば, (a)と連続写像定理から示すべき主張

を得る.
(c)関数 R2 3 (x, y) 7→ xy ∈ Rが連続であることに注意すれば, (a)と連続写像定理から示すべき主張を

得る.

命題 5.4. X1 ∈ L2(P )ならば, σ̂n →p σ (n→ ∞).

証明. まず,

σ̂2
n =

n

n− 1

(
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

n

)

と書き直せることに注意する. (X2
i )

∞
i=1 は独立同分布で X2

1 ∈ L1(P )を満たすから,大数の弱法則より

1

n

n∑
i=1

X2
i →p E[X2

1 ] (n→ ∞)

が成り立つ. 一方で, 再び大数の弱法則より X̄n →p µ であるから, 連続写像定理より X̄2
n →p µ2 である.

従って, n/(n− 1) → 1に注意すれば,補題 5.12より σ̂2
n →p E[X2

i ]− µ2 = σ2 を得る. 関数 x 7→
√

|x|につ
いて再び連続写像定理を適用して示すべき結論を得る.

以下において, (5.13)において σ を σ̂n に置き換えてよいことを正当化する.

補題 5.13. (ξn)
∞
n=1, (ηn)

∞
n=1 を 2つの確率変数列, ξ を確率変数, c ∈ Rとし, ξn →d ξ (n → ∞), ηn →p c

(n→ ∞)が成り立つと仮定する. このとき次が成り立つ.

(a) (ξn, ηn) →d (ξ, c) (n→ ∞).

(b) ξn + ηn →d ξ + c (n→ ∞).

(c) ξnηn →d cξ (n→ ∞).

証明. (a)補題 5.5より任意の有界な 1-Lipschitz連続関数 f : R2 → Rに対して E[f(ξn, ηn)] → E[f(ξ, c)]

(n→ ∞)が成り立つことを示せばよい. まず,任意の ε > 0に対して,

|E[f(ξn, ηn)]− E[f(ξn, c)]|
≤ E[|f(ξn, ηn)− f(ξn, c)|; |ηn − c| > ε] + E[|f(ξn, ηn)− f(ξn, c)|; |ηn − c| ≤ ε]

≤ KP (|ηn − c| > ε) + ε

が成り立つ. ここに,K := supx∈R2 |f(x)| <∞である. 従って, ηn →p c (n→ ∞)より

lim sup
n→∞

|E[f(ξn, ηn)]− E[f(ξn, c)]| ≤ ε

である. ε → 0として E[f(ξn, ηn)]− E[f(ξn, c)] → 0 (n → ∞)を得る. 次に, R 3 x 7→ f(x, c) ∈ Rが有界
連続関数であることに注意すると, ξn →d ξ (n → ∞)より E[f(ξn, c)] → E[f(ξ, c)] (n → ∞)を得る. 以上
より E[f(ξn, ηn)] → E[f(ξ, c)] (n→ ∞)が成り立つ.
(b)関数 R2 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ Rが連続であることに注意すれば, (a)と連続写像定理から示すべき主張

を得る.
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(c)関数 R2 3 (x, y) 7→ xy ∈ Rが連続であることに注意すれば, (a)と連続写像定理から示すべき主張を
得る.

注意 5.9. 補題 5.13の主張は cが確率変数の場合は一般には成立しない. 例えば [19]の注 1.5参照.

補題 5.14. X1 ∈ L2(P )かつ σ > 0ならば, σ̂−1
n →p σ−1 (n→ ∞).

証明. 任意に ε > 0をとる. 各 δ > 0に対して,関数 gδ : R → Rを

gδ(x) =

{
|x|−1 if |x| ≥ δ,
δ−1 otherwise

で定めれば, gδ は明らかに連続であるから,命題 5.4と連続写像定理より gδ(σ̂n) →p gδ(σ) (n → ∞)が成
り立つ. ここで,

P (|σ̂−1
n − σ−1| > ε) ≤ P (|σ̂n| < δ) + P (|gδ(σ̂n)− σ−1| > ε)

が成り立つから, δ = σ/2ととると,

P (|σ̂−1
n − σ−1| > ε) ≤ P (|σ̂n − σ| > σ/2) + P (|gδ(σ̂n)− gδ(σ)| > ε)

を得る. 従って,命題 5.4と gδ(σ̂n) →p gδ(σ)より P (|σ̂−1
n − σ−1| > ε) → 0を得る. これは σ̂−1

n →p σ−1

を意味する.

命題 5.5. X1 ∈ L2(P )かつ σ > 0ならば,任意の −∞ < a < b <∞に対して

P

(
a ≤

√
n(X̄n − µ)

σ̂n
≤ b

)
→ Φ(b)− Φ(a) (n→ ∞)

が成り立つ.

証明. 補題 5.12と 5.14より σ/σ̂n →p 1 (n→ ∞)が成り立つから,中心極限定理と補題 5.13より
√
n(X̄n − µ)

σ̂n
=

σ

σ̂n
·
√
n(X̄n − µ)

σ
→d N(0, 1)

が成り立つ. 従って,補題 5.10より示すべき主張が従う.

命題 5.5の仮定の下で, α ∈ (0, 1)に対して

P (X̄n − zα/2 · σ̂n/
√
n ≤ µ ≤ X̄n + zα/2 · σ̂n/

√
n) → 1− α (n→ ∞)

が成り立つから,
[X̄n − zα/2 · σ̂n/

√
n, X̄n + zα/2 · σ̂n/

√
n]

が µの近似的な 100(1− α)%信頼区間を与える.
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6 直積測度
6.1 単調族定理

定理 6.1 (単調族定理). S を空でない集合とし, Hを S 上の有界な実数値関数からなる集合で以下の 3条件
を満たすものとする:

(i) f, g ∈ H, α, β ∈ Rならば αf + βg ∈ H.

(ii) Hは 1に値をとる定数関数を含む.
(iii) fn ∈ H (n = 1, 2, . . . )と有界関数 f : S → Rが fn ↑ f (n→ ∞)を満たすならば, f ∈ H.

このとき, S 上の π-系 I が {1I : I ∈ I} ⊂ H を満たすならば,すべての σ(I)-可測な有界実数値関数は H
に含まれる.

証明. 3ステップに分けて証明する.
Step 1. D := {F ⊂ S : 1F ∈ H}とおくと, Dは S 上の Dynkin系となる. 実際,公理 (i)は条件 (ii),公理 (ii)

は条件 (i),公理 (iii)は条件 (iii)からそれぞれ従う. 仮定より I ⊂ D であるから, Dynkinの補題とあわせて
σ(I) ⊂ D を得る.
Step 2. f : S → [0,∞) は σ(I)-可測かつ有界であるとする. このとき, 単関数近似定理よりあるある
fn, gn ∈ SF(σ(I))+ (n = 1, 2, . . . ) が存在して fn ↑ f が成り立つ. Step 1, (3.1) および条件 (i) より
SF(σ(I))+ ⊂ Hが成り立つことに注意すると,条件 (iii)より f ∈ Hとなる.
Step 3. f : S → R が σ(I)-可測かつ有界ならば, Step 2 より f+, f− ∈ H であるから, 条件 (i) より
f = f+ − f− ∈ Hとなる.

6.2 直積 σ-加法族

この節では (S1,Σ1), (S2,Σ2)を 2つの可測空間とし, S := S1 × S2 とおく. また,各 i ∈ {1, 2}について
関数 ρi : S → Si を ρi(x1, x2) = xi (x1 ∈ S1, x2 ∈ S2)で定める.

定義 6.1 (直積 σ-加法族). Σ1 と Σ2 の直積 σ-加法族 (product σ-algebra)を

Σ1 ⊗ Σ2 := σ(ρ−1
1 (Σ1) ∪ ρ−1

2 (Σ2))

で定義する.

命題 6.1. I := {B1 ×B2 : B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2}とおくと, I は S 上の π-系であり,かつ Σ1 ⊗ Σ2 = σ(I)が
成り立つ.

証明. I が S 上の π-系であることは明らか. また, 任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して, ρ−1
1 (B1) =

B1 × S2 ∈ I, ρ−1
2 (B2) = S1 × B2 ∈ I が成り立つから, Σ1 ⊗ Σ2 ⊂ σ(I) である. さらに, B1 × B2 =

ρ−1
1 (B1) ∩ ρ−1

2 (B2) ∈ Σ1 ⊗ Σ2 であるから, Σ1 ⊗ Σ2 ⊃ σ(I)も成り立つ.

定義 6.2. S 上の関数 f と x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 に対して, S2 上の関数 x1f および S1 上の関数 x2f を

(x1
f)(y2) = f(x1, y2) (y2 ∈ S2), (x2f)(y1) = f(y1, x2) (y1 ∈ S1)

で定める.

補題 6.1. f : S → R を有界な Σ1 ⊗ Σ2-可測関数とする. このとき, 任意の x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 に対して,
x1f,

x2f はそれぞれ Σ2-可測, Σ1-可測となる.
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証明. 有界関数 g : S → R で x1
g, x2g がそれぞれ Σ2-可測, Σ1-可測となるようなもの全体の集合を H

とする. 任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して, x11B1×B2 = 1B1(x1)1B2 は Σ2-可測であり, x21B1×B2 =

1B1
1B2

(x2)は Σ1-可測であるから, 1B1×B2
∈ Hである. 従って,単調族定理と命題 6.1より,Hが単調族定

理の条件 (i)–(iii)を満たすことを示せば証明は完成する.
H が (ii) を満たすことは明らか. (i) を満たすことは命題 2.4 から従う. (iii) を満たすことは系 2.3 から

従う.

系 6.1. f : S → [0,∞]または f : S → Rとする. f が Σ1 ⊗ Σ2-可測ならば,任意の x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 に対
して x1f,

x2f はそれぞれ Σ2-可測, Σ1-可測となる.

証明. まず f : S → [0,∞]の場合を考える. 単関数近似定理より,ある fn ∈ SF(Σ1 ⊗ Σ2)
+ (n = 1, 2, . . . )

が存在して fn ↑ f (n→ ∞)となる. 補題 6.1より各 nについて x1fn,
x2fn はそれぞれ Σ2-可測, Σ1-可測で

あり,また明らかに x1fn ↑ x1f,
x2fn ↑ x2f (n → ∞)が成り立つから,系 2.3より x1f,

x2f はそれぞれ Σ2-

可測, Σ1-可測である.
次に f : S → R の場合を考える. この場合, f+, f− に前半の結果を適用すると, x1(f

+), x1(f
−)

は Σ2-可測, x2(f+), x2(f−) は Σ1-可測であることがわかる. 明らかに x1
f = x1

(f+) − x1
(f−), x2f =

x2(f+)− x2(f−)が成り立つから,命題 2.4より示すべき主張を得る.

6.3 直積測度: 有限測度の場合

この節では (S1,Σ1, µ1), (S2,Σ2, µ2)を 2つの測度空間とし, S := S1 × S2,Σ := Σ1 ⊗ Σ2 とおく. また,
µ1, µ2 はともに有限であると仮定する.

定義 6.3. f : S → R を有界な Σ-可測関数とする. x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 に対して, 系 6.1 より x1f,
x2f はそ

れぞれ Σ2-可測, Σ1-可測である. また, f が有界であることから x1f,
x2f もともに有界であるから, µ1, µ2

がともに有限であることより x1f ∈ L1(µ2),
x2f ∈ L1(µ1) となる. そこで, 関数 If1 : S1 → R および

If2 : S2 → Rを

If1 (x1) =

∫
S2

x1fdµ2 (x1 ∈ S1), If2 (x2) =

∫
S1

x2fdµ1 (x2 ∈ S2)

で定義する.
If1 (x1) =

∫
S2

f(x1, y)µ2(dy), If2 (x2) =

∫
S1

f(y, x2)µ1(dy)

と書き直せることに注意する.

補題 6.2. f : S → Rを有界な Σ-可測関数とする. このとき, If1 , I
f
2 はともに有界となり,かつそれぞれ Σ1-

可測, Σ2-可測となる. さらに, ∫
S1

If1 dµ1 =

∫
S2

If2 dµ2 (6.1)

が成り立つ.

証明. If1 , I
f
2 がともに有界であることは明らか. いま, 有界な Σ-可測関数 f : S → R で, If1 , I

f
2 がそれ

ぞれ Σ1-可測, Σ2-可測となり, かつ (6.1) を満たすようなもの全体の集合を H とする. このとき, 任意に
B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して, I

1B1×B2
1 = µ2(B2)1B1 , I

1B1×B2
2 = µ1(B1)1B2 となることから, 1B1×B2 ∈ H

が成り立つ. 従って,単調族定理と命題 6.1より, Hが単調族定理の条件 (i)–(iii)を満たすことを示せば証明
は完成する.
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まず, f : S → R, g : S → R を有界な Σ-可測関数, α, β ∈ R とすると, 明らかに Iαf+βg
j = αIfj + βIgj

(j = 1, 2) が成り立つ. このことから H が (i) を満たすことがわかる. 次に, f : S → R を 1 に値をとる
定数関数とすると, If1 , I

f
2 はそれぞれ µ2(S2), µ1(S1) に値をとる定数関数となるから, 明らかに f ∈ H と

なる. 従って H は (ii) を満たす. 最後に H が (iii) を満たすことを示す. fn ∈ H (n = 1, 2, . . . ) と有界
関数 f : S → R が fn ↑ f (n → ∞) を満たすとする. 系 2.3 より f は Σ-可測となるから, 特に If1 , I

f
2

が定義できる. さらに, fn ↑ f (n → ∞) より任意の n について f1 ≤ fn ≤ f が成り立つから, f1, f の
有界性よりある定数 K > 0 が存在して supn∈N supx∈S |fn(x)| ≤ K が成り立つ. 従って, 有界収束定理
より (Ifn1 )∞n=1, (I

fn
2 )∞n=1 はそれぞれ If1 , I

f
2 に各点収束する. 特に, 系 2.3 より If1 , I

f
2 はそれぞれ Σ1-可測,

Σ2-可測である. さらに, 明らかに |Ifn1 | ≤ K, |Ifn2 | ≤ K が成り立つから, 再び有界収束定理を適用して∫
S1
Ifn1 dµ1 →

∫
S1
If1 dµ1 および

∫
S2
Ifn2 dµ2 →

∫
S2
If2 dµ2 (n → ∞)を得る. 従って (6.1)も成り立つから,

f ∈ Hである.

注意 6.1. (6.1)式は∫
S1

(∫
S2

f(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) =

∫
S2

(∫
S1

f(x1, x2)µ1(dx1)

)
µ2(dx2)

と書き直せる.

定理 6.2. (S,Σ)上の有限測度 µで,任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して

µ(B1 ×B2) = µ1(B1)µ2(B2) (6.2)

を満たすものがただ一つ存在する. この測度 µ を µ1 と µ2 の直積測度 (product measure) と呼び, 記号
µ1 × µ2 で表す.

証明. 一意性は命題 6.1と一意性の補題から従うから,存在を示す. 関数 µ : Σ → [0,∞)を

µ(F ) =

∫
S1

I1F1 dµ1 (F ∈ Σ)

で定義する (補題 6.2 よりこの関数 µ は定義可能である). この µ は明らかに (6.2) を満たす. 特に,
µ(S) = µ1(S1)µ2(S2) < ∞ である. 従って, µ が (S,Σ) 上の測度であることを示せば証明は完成する. ま
ず, µ(∅) = 0は明らか. 次に, Fi ∈ Σ (i = 1, 2, . . . )が i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすとすると,

µ

( ∞⋃
i=1

Fi

)
=

∫
S1

(∫
S2

∞∑
i=1

1Fi(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1)

=

∞∑
i=1

∫
S1

(∫
S2

1Fi(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) (∵ 項別積分定理)

=

∞∑
i=1

µ(Fi)

となる. 以上より µは (S,Σ)上の測度である.

系 6.2. 任意の F ∈ Σに対して

(µ1 × µ2)(F ) =

∫
S1

I1F1 dµ1 =

∫
S2

I1F2 dµ2

が成り立つ.

証明. 定理 6.2の証明と補題 6.2から従う.
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6.4 直積測度: σ-有限測度への拡張

この節では (S1,Σ1, µ1), (S2,Σ2, µ2)を 2つの測度空間とし, S := S1 × S2,Σ := Σ1 ⊗ Σ2 とおく. また,
µ1, µ2 はともに σ-有限であると仮定する.

定理 6.3. (S,Σ)上の測度 µで,任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して (6.2)を満たすものがただ一つ存在する.
この測度 µを µ1 と µ2 の直積測度 (product measure)と呼び,記号 µ1 × µ2 で表す.

証明. まず存在を示す. 仮定より各 j = 1, 2 について µj は σ-有限だから, ある Aj,n ∈ Σj (n = 1, 2, . . . )

が存在して Aj,1 ⊂ Aj,2 ⊂ · · · , Sj =
⋃∞

n=1Aj,n かつ µj(Aj,n) < ∞ (n = 1, 2, . . . ) を満たす. ここで, 各
n ∈ N について µj,n := 1Aj,nµj , すなわち µj,n(F ) = µj(F ∩ Aj,n) (F ∈ Σj) とおくと, µj,n は明らかに
(Sj ,Σj)上の有限測度となる. 従って,定理 6.2より µ1,n と µ2,n の直積測度 λn = µ1,n × µ2,n が定義でき
る. このとき λ1 ≤ λ2 ≤ · · · が成り立つ. 実際,任意の F ∈ Σに対して

λn(F ) =

∫
S1

(∫
S2

1F (x1, x2)µ2,n(dx2)

)
µ1,n(dx1) (∵ 系 6.2)

=

∫
A1,n

(∫
A2,n

1F (x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) (∵ 定理 3.5)

≤
∫
A1,n+1

(∫
A2,n+1

1F (x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1)

=

∫
S1

(∫
S2

1F (x1, x2)µ2,n+1(dx2)

)
µ1,n+1(dx1) (∵ 定理 3.5)

= λn+1(F ) (∵ 系 6.2)

となる. 従って,関数 µ : Σ → [0,∞]を

µ(F ) = lim
n→∞

λn(F ) (F ∈ Σ)

で定義することができる. この µが求めるべきものであることを示す. まず,明らかに µ(∅) = 0であり,ま
た Fi ∈ Σ (i = 1, 2, . . . )が i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすとすると,

µ

( ∞⋃
i=1

Fi

)
= lim

n→∞
λn

( ∞⋃
i=1

Fi

)
= lim

n→∞

∞∑
i=1

λn (Fi) =
∞∑
i=1

µ(Fi)

となる (最後の等式は補題 1.9から従う). 従って µは (S,Σ)上の測度である. 次に,任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈
Σ2 に対して,

µ(B1 ×B2) = lim
n→∞

λn(B1 ×B2) = lim
n→∞

µ1(B1 ∩A1,n)µ2(B2 ∩A2,n) = µ1(B1)µ2(B2)

となる (最後の等式は命題 1.6および補題 1.6から従う). 故に, µは (6.2)を満たす.
次に一意性を示す. µ′ を (S,Σ) 上の σ-有限測度で任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して µ′(B1 ×

B2) = µ1(B1)µ2(B2) を満たすものとする. このとき, 各 n ∈ N について関数 µ′
n : Σ → [0,∞] を

µ′
n(F ) = µ′(F ∩ (A1,n × A2,n)) (F ∈ Σ)で定めると,任意の B1 ∈ Σ1, B2 ∈ Σ2 に対して µ′

n(B1 ×B2) =

µ′((B1∩A1,n)× (B2∩A2,n)) = µ1,n(B1)µ2,n(B2)が成り立つから,定理 6.2の一意性の部分より µ′
n = λn

が成り立つ. 命題 1.6より µ′
n ↑ µ′ (n→ ∞)が成り立つから,これは µ′ = µを意味する.

6.5 Fubiniの定理

この節では (S1,Σ1, µ1), (S2,Σ2, µ2)を 2つの測度空間とし, S := S1 × S2,Σ := Σ1 ⊗ Σ2 とおく. また,
µ1, µ2 はともに σ-有限であると仮定し, µ := µ1 × µ2 とおく.
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定理 6.4 (非負関数に対する Fubini の定理). f : S → [0,∞] を Σ-可測関数とする. このとき, 関数
S1 3 x1 7→

∫
S2
f(x1, x2)µ2(dx2) ∈ [0,∞] および S2 3 x2 7→

∫
S1
f(x1, x2)µ1(dx1) ∈ [0,∞] はそれぞれ

Σ1-可測, Σ2-可測であり,以下の等式が成り立つ:∫
S

fdµ =

∫
S1

(∫
S2

f(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) =

∫
S2

(∫
S1

f(x1, x2)µ1(dx1)

)
µ2(dx2). (6.3)

証明. まず,ある F ∈ Σによって f = 1F とかける場合に定理の主張は成り立つことを示す. Aj,n, µj,n, λn

を定理 6.3と同様に定める. 任意の x1 ∈ S1 について,定理 3.5と単調収束定理より∫
S2

f(x1, x2)µ2,n(dx2) =

∫
S2

f(x1, x2)1A2,n(x2)µ2(dx2) →
∫
S2

f(x1, x2)(x2)µ2(dx2) (n→ ∞)

が成り立つから, 補題 6.2 と系 2.3 より関数 S1 3 x1 7→
∫
S2
f(x1, x2)µ2(dx2) ∈ [0,∞] は Σ1-可測である.

同様にして関数 S2 3 x2 7→
∫
S1
f(x1, x2)µ1(dx1) ∈ [0,∞]が Σ2-可測であることが示せる. さらに,系 6.2

より

λn(F ) =

∫
S1

(∫
S2

1F (x1, x2)µ2,n(dx2)

)
µ1,n(dx1) =

∫
S2

(∫
S1

1F (x1, x2)µ1,n(dx1)

)
µ2,n(dx2)

が成り立つ. この式は

λn(F ) =

∫
A1,n

(∫
A2,n

1F (x1, x2)(x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) =

∫
A2,n

(∫
A1,n

1F (x1, x2)µ1(dx1)

)
µ2(dx2)

と書き直せるから, n→ ∞とすれば,単調収束定理より (6.3)を得る.
上の結果と積分の線形性から, f ∈ SF(Σ)+ の場合も定理の主張は成り立つことがわかる. 一般の場合は

単関数近似定理と単調収束定理から従う.

定義 6.4. (X ,A, ν)を測度空間とする. X0 ∈ Aを定義域とする関数 f が (ν に関して)X 上ほとんどいたる
ところ定義されている (defined almost everywhere)とは, ν(X c

0 ) = 0であることをいう.
いま, f : X0 → Rを X 上ほとんどいたるところ定義された関数とする. f が A-可測であるとは,

f̃(x) =

{
f(x) if x ∈ X0,
0 otherwise

で定まる関数 f̃ : X → Rが A-可測であることをいう. このとき, E ∈ Aに対して
∫
E
|f |dν :=

∫
E
|f̃ |dν と

定め,
∫
X |f |dν <∞のとき f は ν-可積であるといい,

∫
E
fdν :=

∫
E
f̃dν と定める.

定理 6.5 (実関数に対する Fubiniの定理). f ∈ L1(µ)とする. このとき,
∫
S2

|f(x1, x2)|µ2(dx2) <∞ µ1-a.e.

および
∫
S1

|f(x1, x2)|µ1(dx1) < ∞ µ2-a.e. が成り立つ. 従って関数 x1 7→
∫
S2
f(x1, x2)µ2(dx2) および

x2 7→
∫
S1
f(x1, x2)µ1(dx1)はそれぞれ µ1, µ2 に関して S1, S2 上ほとんどいたるところ定義されている,さ

らに,これらの関数はそれぞれ µ1-可積, µ2-可積であり, (6.3)が成り立つ.

証明. 最初の主張は命題 3.6と非負関数に対する Fubiniの定理から従う. 関数 x1 7→
∫
S2
f(x1, x2)µ2(dx2)

および x2 7→
∫
S1
f(x1, x2)µ1(dx1)がそれぞれ µ1-可積, µ2-可積であることは命題 3.7と非負関数に対する

Fubiniの定理から従う. 最後に, (6.3)が成り立つことは積分の線形性と非負関数に対する Fubiniの定理か
ら従う.

注意 6.2. (6.3)の中辺および最右辺はそれぞれ∫
S1

µ1(dx1)

∫
S2

f(x1, x2)µ2(dx2)

∫
S2

µ2(dx2)

∫
S1

f(x1, x2)µ1(dx1)

などという記号で表されることがある.
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注意 6.3. µ1, µ2 のうち (少なくとも)一方が σ-有限でなかったとしても,関数 f : S → [0,∞]が Σ-可測で
あれば,定理 6.4の証明と同様の議論から,二重積分∫

S1

(∫
S2

f(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) および

∫
S2

(∫
S1

f(x1, x2)µ1(dx1)

)
µ2(dx2) (6.4)

は定義することができる. しかし, µ1, µ2 のうち一方が σ-有限でない場合,両者が一致するとは限らない. 実
際, (S1,Σ1) = (S2,Σ2) = ([0, 1],B([0, 1]))とし, µ1 を (S1,Σ1)上の Lebesgue測度, µ2 を (S2,Σ2)上の計
数測度として, F := {(x, y) ∈ S1 × S2 : x = y}, f := 1F とおくと, F ∈ Σとなるから (演習問題), f は Σ-

可測である. しかし,∫
S1

(∫
S2

f(x1, x2)µ2(dx2)

)
µ1(dx1) =

∫
S1

µ2({x1})µ1(dx1) = 1,∫
S2

(∫
S1

f(x1, x2)µ1(dx1)

)
µ2(dx2) =

∫
S2

µ1({x2})µ2(dx2) = 0

となる.

演習問題 18. 注意 6.3で定義した集合 F が Σ = B(R)⊗ B(R)に属することを示せ.

注意 6.4. 関数 f : S → [0,∞] が Σ-可測でなかったとしても, 任意の x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 について
x1f,

x2f がそれぞれ Σ2-可測, Σ1-可測で, かつ関数 S1 3 x1 7→
∫
S2
f(x1, x2)µ2(dx2) ∈ [0,∞] および

S2 3 x2 7→
∫
S1
f(x1, x2)µ1(dx1) ∈ [0,∞]がそれぞれ Σ1-可測, Σ2-可測であれば, (6.4)式に現れる 2つの

二重積分は定義される. この場合に (f と µ1, µ2 に対する適当な仮定の下で)両者が一致するか,という問題
は「強い形の Fubiniの定理」と呼ばれており,この主張が一般に成立するかというのは微妙な問題である.
実際, 強い形の Fubini の定理は数学で通常採用される公理系 (Zermelo–Fraenkel 公理系 + 選択公理, ZFC)
においては決定不能 (ZFCが無矛盾であるという仮定の下で, ZFCにおいては証明も反証も不可能)である
ことが知られている: 連続体仮説を仮定すると反例が構成できるが ([12], page 167), 一方で ZFCのモデル
で強い形の Fubiniの定理を証明できるものが構成できる ([6]).

6.6 直積 σ-加法族: 一般の場合

この節では可測空間の族 ((Sλ,Σλ))λ∈Λ が与えられているとする.

定義 6.5 (集合族の直積). 関数 f : Λ →
⋃

λ∈Λ Sλ が任意の λ ∈ Λについて f(λ) ∈ Sλ を満たすとき, f を集
合族 (Sλ)λ∈Λ の選択関数 (choice function)と呼ぶ. (Sλ)λ∈Λ の選択関数全体の集合を

∏
λ∈Λ Sλ で表し,集

合族 (Sλ)λ∈Λ の直積 (direct product)と呼ぶ.

注意 6.5. 「すべての λ ∈ Λについて Sλ 6= ∅ならば,
∏

λ∈Λ Sλ 6= ∅である」という命題は選択公理 (axiom

of choice, AC)と呼ばれており, Zermelo–Fraenkel公理系 (ZF)においては決定不能であることが知られて
いる. 通常, 選択公理は真であると仮定されるので, 以下でも選択公理は真であると仮定して議論を進める
(具体的には定理 6.9の証明において選択公理を用いる).

注意 6.6. (a) f ∈
∏

λ∈Λ Sλ のことを記号 (f(λ))λ∈Λ で表すことがある.

(b) ある集合 S が存在してすべての λ ∈ Λについて Sλ = S となるとき,
∏

λ∈Λ Sλ のことを SΛ とも書
く. 従って, SΛ は Λから S への関数全体の集合である. 特に, SN は S の元の列全体の集合である.

(c) Λ = {1, . . . , n}のとき, f ∈
∏

λ∈Λ Sλ は順序対 (f(1), . . . , f(n))と同一視される. 従って
∏

λ∈Λ Sλ

は順序対 (x1, . . . , xn) で各 i = 1, . . . , n について xi ∈ Si となるようなもの全体の集合となる.
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この場合,
∏

λ∈Λ Sλ のことを
∏n

i=1 Si あるいは S1 × · · · × Sn などとも書く. r ∈ {1, . . . , n −
1} について, (S1 × · · · × Sr) × (Sr+1 × · · · × Sn) は自然に S1 × · · · × Sn と同一視される
(((x1, . . . , xr), (xr+1, . . . , xn)) ∈ (S1×· · ·×Sr)× (Sr+1×· · ·×Sn)と (x1, . . . , xn) ∈ S1×· · ·×Sn

を同一視すればよい).
特に S1 = · · · = Sn =: S の場合, S1 × · · · × Sn は Sn と表される (この記法は S = Rの場合の Rn

の定義と整合的であることに注意).

(d) Λ = Nのとき,
∏

λ∈Λ Sλ のことを
∏∞

i=1 Si あるいは S1 × S2 × · · · などとも書く.

以下この節では S :=
∏

λ∈Λ Sλ とおく.

定義 6.6 (射影). λ ∈ Λ に対して, ρλ(f) = f(λ) (f ∈ S) で定まる関数 ρλ : S → Sλ を S 上の λ-射影
(λ-projection)と呼ぶ.

定義 6.7 (直積 σ-加法族). 各 λ ∈ Λについて S 上の λ-射影を ρλ と書くことにする. σ-加法族の族 (Σλ)λ∈Λ

の直積 σ-加法族を ⊗
λ∈Λ

Σλ := σ

(⋃
λ∈Λ

ρ−1
λ (Σλ)

)
と定義する.

注意 6.7. (a) ある可測空間 (S,Σ) が存在してすべての λ ∈ Λ について (Sλ,Σλ) = (S,Σ) となるとき,⊗
λ∈ΛΣλ のことを Σ⊗Λ とも書く.

(b) Λ = {1, . . . , n}のとき,
⊗

λ∈ΛΣλ のことを
⊗n

i=1Σi あるいは Σ1 ⊗ · · · ⊗ Σn などとも書く (この記
法は定義 6.1と整合的であることに注意). 特に Σ1 = · · · = Σn =: Σの場合, Σ1 ⊗ · · · ⊗ Σn は Σ⊗n

と表される.

(c) Λ = Nのとき,
⊗

λ∈ΛΣλ のことを
⊗∞

i=1Σi あるいは Σ1 ⊗ Σ2 ⊗ · · · などとも書く.

補題 6.3. Λ = {1, . . . , n}とし, Σ := Σ1 ⊗ · · · ⊗ Σn とおく.

(a) 各 i = 1, . . . , nについて, Σi はある Ci ⊂ Σi によって生成されているとする: Σi = σ(Ci). このとき,
Si ∈ Ci (i = 1, . . . , n)ならば,

C := {C1 × · · · × Cn : Ci ∈ Ci (i = 1, . . . , n)}

とおくと, Σ = σ(C)が成り立つ.
(b) 任意の r ∈ {1, . . . , n− 1}に対して

Σ = (Σ1 ⊗ · · · ⊗ Σr)⊗ (Σr+1 ⊗ · · · ⊗ Σn)

が成り立つ.

証明. (a) 各 i = 1, . . . , n について, S 上の i-射影を ρi とする. まず, 任意の Ci ∈ Σi (i = 1, . . . , n) に対
して,

C1 × · · · × Cn = ρ−1
1 (C1) ∩ · · · ∩ ρ−1

n (Cn) ∈ Σ

が成り立つ. 従って σ(C) ⊂ Σである. 次に, Si ∈ Ci (i = 1, . . . , n)に注意すると,各 i = 1, . . . , nについて
ρ−1
i (Ci) ⊂ C ⊂ σ(C)が成り立つ. これは Ci ⊂ C′

i := {C ⊂ Si : ρ
−1
i (C) ∈ σ(C)}を意味する. 補題 1.1より

C′
i は Si 上の σ-加法族であるから,これは Σi = σ(Ci) ⊂ C′

i,すなわち ρ−1
i (Σi) ⊂ σ(C)を意味する. 以上よ

り
⋃n

i=1 ρ
−1
i (Σi) ⊂ σ(C)であるから, Σ ⊂ σ(C)である.
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(b) A1 := {B1 × · · · × Bn : Bi ∈ Σi (i = 1, . . . , n)}, A2 := {B1 × · · · × Br : Bi ∈ Σi (i = 1, . . . , r)},
A3 := {Br+1 × · · · × Bn : Bi ∈ Σi (i = r + 1, . . . , n)} とおく. (a) より Σ = σ(A1),Σ1 ⊗ · · · ⊗
Σr = σ(A2),Σr+1 ⊗ · · · ⊗ Σn = σ(A3) が成り立つ. 従って σ(A1) = σ(A2) ⊗ σ(A3) を示せばよい.
A1 = {A2 ×A3 : A2 ∈ A2, A3 ∈ A3}が成り立つことに注意すれば,これは (a)から従う.

命題 6.2. 任意の n ∈ Nに対して, B(R)⊗n = B(Rn)が成り立つ.

証明. 各 i = 1, . . . , n について, Rn 上の i-射影を ρi と書くことにする. ρi は Rn から R への連続関数
だから, 命題 2.2 より Borel 可測である. すなわち, ρ−1

i (B(R)) ⊂ B(Rn) が成り立つ. 故に, B(R)⊗n =

σ(
⋃n

i=1 ρ
−1
i (B(R))) ⊂ B(Rn)である. 一方で,補題 6.3より任意の U1, . . . , Un ∈ O(R)に対して U1×· · ·×

Un ∈ B(R)⊗n が成り立つ. 補題 2.5より Rn の任意の開集合は U1 × · · · ×Un という形の集合の可算和で表
すことができるから,これは O(Rn) ⊂ B(R)⊗n を意味する. 従って B(Rn) ⊂ B(R)⊗n である.

6.7 直積測度: n重への拡張

この節では (S1,Σ1, µ1), . . . , (Sn,Σn, µn)を n個の測度空間とし, S := S1×· · ·×Sn,Σ := Σ1⊗· · ·⊗Σn

とする. また, µ1, . . . , µn はすべて σ-有限であると仮定する.

定理 6.6. (S,Σ)上の測度 µで,任意の Bi ∈ Σi (i = 1, . . . , n)に対して

µ(B1 × · · · ×Bn) = µ1(B1) · · ·µn(Bn)

を満たすものがただ一つ存在する. この測度 µ を µ1, . . . , µn の直積測度 (product measure) と呼び, 記号∏n
i=1 µi または µ1 × · · · × µn で表す.

証明. nに関する帰納法による. n = 1のときは明らかに成り立つから, n ≥ 2として, n−1については成り立
つと仮定する. いま,帰納法の仮定より, µ1, . . . , µn−1 については定理の条件を満たす (

∏n−1
i=1 Si,

⊗n−1
i=1 Σi)

上の測度 λ がただ一つ存在する. このとき µ := λ × µn とおくと, µ は明らかに µ1, . . . , µn について定
理の条件を満たす. これで存在は示された. 次に, µ′ を µ1, . . . , µn について定理の条件を満たす別の測度
とする. このとき, 任意の E ∈

⊗n−1
i=1 Σi と B ∈ Σn に対して µ′(E × B) = λ(E)µn(B) が成り立つこと

を示せば, 定理 6.3 より µ′ = λ × µn = µ となって一意性も示される. いまもし µn(B) = 0 であれば,
µ′(S1 × · · · × Sn−1 × B) = 0となるから, µ(E × B) = 0 = λ(E)µn(B)となる. 一方で µn(B) > 0なら
ば,関数 λ′ :

⊗n−1
i=1 Σi → [0,∞]を λ′(F ) = µ′(F ×B)/µn(B)で定めると, λ′ は明らかに µ1, . . . , µn−1 に

ついては定理の条件を満たすから, 帰納法の仮定より λ′ = λである. 従って µ′(E × B) = λ(E)µn(B)で
ある.

系 6.3. 任意の r ∈ {1, . . . , n− 1}に対して, µ1 × · · · × µn = (µ1 × · · · × µr)× (µr+1 × · · · × µn).

証明. 定理 6.6の一意性の部分から従う.

注意 6.8. µ1 = · · · = µn =: µの場合, µ1 × · · · × µn のことを µn とも書く.

定義 6.8 (n次元 Lebesgue測度). λを (R,B(R))上の Lebesgue測度とする. 命題 6.2より λnは (Rn,B(Rn))

上の測度であり, (Rn,B(Rn))上の Lebesgue測度と呼ばれる. また, E ∈ B(Rn)に対して, µ(F ) = λn(F )

(F ∈ B(E))と定めて (E,B(E))上の測度 µを定めることができるが,この µを (E,B(E))上の Lebesgue

測度と呼ぶ.

注意 6.9. f : S → [−∞,∞]を Σ-可測関数とし, f ≥ 0または f ∈ L1(µ1 × · · · × µn)であるとする. このと
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き, E ∈ Σに対して, ∫
E

fd(µ1 × · · · × µn)

のことを, ∫
E

fdµ1 · · · dµn あるいは
∫
E

f(x1, . . . , xn)µ1(dx1) · · ·µn(dxn)

などという記号で表すことがある. 特に µ1, . . . , µn がすべて Lebesgue測度の場合, µi(dxi)という記号は単
に dxi と書かれる. すなわち,上の積分は∫

E

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

などという記号で表されることがある.

6.8 直積測度と独立性

この節では (Ω,F , P )を確率空間とする.

定理 6.7. 各 i = 1, . . . , n について (Ω,F , P ) 上の di 次元確率変数 Xi が与えられているとする. d :=

d1 + · · ·+ dn とし, d次元確率変数X : Ω → Rd をX(ω) = (X1(ω), · · · , Xn(ω))で定める. このとき,次の
2条件は互いに同値である:

(i) X1, . . . , Xn は独立である.
(ii) PX = PX1 × · · · × PXn .

証明. X1, . . . , Xn が独立であることは,任意の Bi ∈ B(Rdi) (i = 1, . . . , n)に対して

PX(B1 × · · · ×Bn) = PX1(B1) · · ·PXn(Bn)

が成り立つことと同値である. 従って (ii) ⇒ (i) が成り立つ. (i) ⇒ (ii) は定理 6.6 の一意性の部分から
従う.

6.9 Carathéodoryの拡張定理

次節で可算無限個の確率測度の直積を構成するために次の結果を用いる.

定理 6.8 (Carathéodory の拡張定理). S を集合, Σ0 を S 上の加法族として, Σ := σ(Σ0) とおく. このとき,
関数 µ0 : Σ0 → [0,∞]が可算加法的ならば, (S,Σ)上の測度 µで

µ(F ) = µ0(F ) for all F ∈ Σ0 (6.5)

を満たすものが存在する. 特に, µ0(S) <∞ならば, (6.5)を満たす (S,Σ)上の測度 µは一意的に定まる.

証明. 一意性は加法族が π-系であることと補題 1.11 から従う. 存在を示すために, 補題 1.14 を G =

P(S),G0 = Σ0, λ0 = µ0 として適用して S 上の外測度 λ を定める. λ-可測集合の全体を L とすると,
Carathéodoryの補題より λの Lへの制限は可算加法的となる. 従って,

(A) λの Σ0 への制限は µ0 で,かつ
(B) Σ ⊂ L

であることを示せれば, µを λの Σへの制限として定めることで存在性の主張が従う.
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(A)の証明. 任意に F ∈ Σ0 に対して λ(F ) = µ0(F )が成り立つことを示す. 補題 1.14より λ(F ) ≤ µ0(F )

だから, 逆向きの不等式を示せばよい. Fj ∈ Σ0 (j = 1, 2, . . . ) が F ⊂
⋃∞

j=1 Fj を満たすとする. こ
のとき, 集合列 (Ej)

∞
j=1 を帰納的に E1 := F1, Ej := Fj \ Fj−1 (j = 2, 3, . . . ) で定めれば, 明らかに

j 6= k ⇒ Ej ∩ Ek = ∅が成り立つ. また, Σ0 が加法族であることから Ej ∩ F ∈ Σ0 (j = 1, 2, . . . )であり,
かつ

⋃∞
j=1(Ej ∩ F ) = F ∩

⋃∞
j=1Ej = F ∩

⋃∞
j=1 Fj = F ∈ Σ0 が成り立つ. よって, µ0 が可算加法的であ

ることから,

µ0(F ) =

∞∑
j=1

µ0(Ej ∩ F ) ≤
∞∑
j=1

µ0(Fj)

を得る. ただし,最後の不等式を得るのに補題 1.10を用いた. (Fj)に関する下限をとって µ0(F ) ≤ λ(F )を
得る.
(B)の証明. Carathéodoryの補題より Lは S 上の σ-加法族だから, Σ0 ⊂ Lを示せば十分である. すなわち,
任意の E ∈ Σ0 と G ⊂ S に対して

λ(G) = λ(E ∩G) + λ(Ec ∩G)

を示せばよい. λの劣加法性より λ(G) ≤ λ(E ∩G) + λ(Ec ∩G)は成り立つから,

λ(G) ≥ λ(E ∩G) + λ(Ec ∩G)

を示せばよい. λ(G) = ∞のときは明らかだから,そうでない場合を考える.
任意に ε > 0をとる. λ(G) < λ(G) + εであるから, λの定義よりある Fj ∈ Σ0 (j = 1, 2, . . . )が存在し

て G ⊂
⋃∞

j=1 Fj かつ
∑∞

j=1 µ0(Fj) < λ(G) + εが成り立つ. ここで, µ0 の加法性と λの定義より

∞∑
j=1

µ0(Fj) =

∞∑
j=1

µ0(E ∩ Fj) +

∞∑
j=1

µ0(E
c ∩ Fj) ≥ λ(E ∩G) + λ(Ec ∩G)

が成り立つから, λ(E ∩G) + λ(Ec ∩G) < λ(G) + εを得る. ε ↓ 0として示すべき不等式を得る.

加法的集合関数の可算加法性を確認するにはしばしば次の結果が有用である.

補題 6.4. S を集合, Σ0 を S 上の加法族とする. また, 関数 µ0 : Σ0 → [0,∞] は加法的であり, かつ
µ0(S) <∞を満たすとする. このとき,次の 2条件は互いに同値である:

(i) µ0 は可算加法的である.
(ii) Fn ∈ Σ0 (n = 1, 2, . . . )が F1 ⊃ F2 ⊃ · · · かつ limn→∞ µ0(Fn) > 0を満たすならば,

⋂∞
n=1 Fn 6= ∅

である.

証明. (i)⇒ (ii) Σ := σ(Σ0) とおく. Carathéodory の拡張定理より, 可測空間 (S,Σ) 上の測度 µ で (6.5) を
満たすものが (ただ一つ)存在する. このとき, µ(F1) = µ0(F1) ≤ µ0(S) < ∞に注意すれば,命題 1.6(b)と
(i)の仮定より µ(

⋂∞
n=1 Fn) = limn→∞ µ(Fn) = limn→∞ µ0(Fn) > 0が成り立つ. 従って

⋂∞
n=1 Fn 6= ∅と

なる.
(ii)⇒ (i) Fn ∈ Σ0 (n = 1, 2, . . . )が F :=

⋃∞
n=1 Fn ∈ Σ0 かつ i 6= j ⇒ Fi ∩ Fj = ∅を満たすとする. この

とき µ0(F ) =
∑∞

n=1 µ0(Fn)となることを示せばよい. まず, Gn :=
⋃n

i=1 Fi とおくと, µ0 の加法性より

µ0(Gn) =

n∑
i=1

µ0(Fi)
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が成り立つ. ここで, Hn := F \Gn (n = 1, 2, . . . )とおくと,明らかに H1 ⊃ H2 ⊃ · · · かつ
⋂∞

n=1Hn = ∅
となるから,条件 (ii)より limn→∞ µ0(Hn) = 0とならなければならない. F = Gn ∪Hn かつ Gn ∩Hn = ∅
であることに注意すれば, µ0 の加法性より

µ0(F ) = µ0(Gn) + µ0(Hn) =
n∑

i=1

µ0(Fi) + µ0(Hn)

を得る. n→ ∞として求めるべき等式を得る.

6.10 可算無限個の確率空間の直積

この節では,確率空間の列 ((Ωi,Fi, Pi))
∞
i=1 が与えられているとして, Ω :=

∏∞
i=1Ωi, F :=

⊗∞
i=1Fi とす

る. 本節の目的は次の定理を証明することである:

定理 6.9. (Ω,F)上の確率測度 P で,任意の n ∈ Nと任意の Fi ∈ Fi (i = 1, . . . , n)に対して

P (F1 × · · · × Fn × Ωn+1 × Ωn+2 × · · · ) = P1(F1) · · ·Pn(Fn)

を満たすようなものがただ一つ存在する. この確率測度 P を (Pi)
∞
i=1 の直積 (測度)と呼び,記号

∏∞
i=1 Pi や

P1 × P2 × · · · などで表す.

証明には選択公理を以下の形で用いる:

定義 6.9 (選択関数). S を集合とする. 関数 f : P(S) → S が S 上の選択関数であるとは, A 6= ∅なる任意の
A ∈ P(S)に対して f(A) ∈ Aが成り立つことをいう.

補題 6.5. (Sλ)λ∈Λ を集合族とする. 任意の λ ∈ Λについて Sλ 6= ∅ならば,関数族 (fλ)λ∈Λ で任意の λ ∈ Λ

について fλ が Sλ 上の選択関数となっているものが存在する.

証明. 各 λ ∈ Λ について, Sλ 上の選択関数全体の集合を Φλ と書くことにする.
∏

λ∈ΛΦλ 6= ∅ を示せば
よい. そのためには, 選択公理より任意の λ ∈ Λ について Φλ 6= ∅ となることを示せば十分である. いま,
Sλ の空でない部分集合全体の集合を Aλ と書くことにすると, 選択公理より

∏
A∈Aλ

A 6= ∅ が成り立つ.
従ってある gλ ∈

∏
A∈Aλ

A がとれる. 一方で Sλ 6= ∅ であるから, ある xλ ∈ Sλ がとれる. このとき関数
fλ : P(Sλ) → Sλ を

fλ(A) =

{
gλ(A) if A 6= ∅,
xλ if A = ∅

で定めれば,明らかに fλ ∈ Φλ となる.

定理 6.9の証明. Step 1
⋃∞

n=1{F1 × · · · ×Fn ×Ωn+1 ×Ωn+2 × · · · : F1 ∈ F1, . . . , Fn ∈ Fn}は明らかに F
を生成する Ω上の π-系である. 従って, P の一意性は一意性の補題から従う.
Step 2 j ∈ N ∪ {0} とし, Ω(j) :=

∏∞
i=1Ωj+i とおく. また, 各 n ∈ N について関数 Xn,j : Ω(j) →∏n

i=1Ωj+i を
Xn,j(ω) = (ω(1), . . . , ω(n)) (ω ∈ Ω(j))

で定めて, A(j) :=
⋃∞

n=1X
−1
n,j(
⊗n

i=1Fj+i)とおく. A(j) は明らかに Ω(j) 上の加法族である.
Step 3 m,n ∈ N と Bm ∈

⊗m
i=1Fj+i, Bn ∈

⊗n
i=1Fj+i が m ≤ n かつ X−1

m,j(Bm) = X−1
n,j(Bn) を満

たすとする. このとき Bn = Bm × Ωj+m+1 × Ωj+m+2 × · · · とならなければならないから, 系 6.3 より
(
∏m

i=1 Pj+i)(Bi) = (
∏n

i=1 Pj+i)(Bi) が成り立つ. このことに注意すると, 関数 Q(j) : A(j) → [0, 1] を, 任
意の n ∈ Nと B ∈

⊗n
i=1Fj+i に対して

Q(j)(X−1
n,j(B)) = (Pj+1 × · · · × Pj+n)(B)
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を満たすように定義することができる.
Step 4 A := A(0), Q := Q(0) とおく. 明らかに σ(A) = F であるから, Qが可算加法的であることを示せ

れば, Carathéodoryの拡張定理より, (Ω,F)上の測度 P で,任意の F ∈ Aについて P (F ) = Q(F )を満た
すようなものを構成できる. この P が存在を示すべき確率測度であることは容易に確認できるため証明は
完成する.
Step 5 Qは明らかに加法的であり,かつ Q(Ω) = 1 < ∞を満たす. 従って, Qが可算加法的であることを

示すには,補題 6.4より次の主張を示せばよい:

(∗) Fp ∈ A (p = 1, 2, . . . )が F1 ⊃ F2 ⊃ · · · かつ ε := limp→∞Q(Fp) > 0を満たすならば,
⋂∞

n=1 Fp 6= ∅
である.

Step 6一般に, E ⊂ Ω, j ∈ Nと ωi ∈ Ωi (i = 1, . . . , j)に対して

E(ω1, . . . , ωj) := {ω∗ ∈ Ω(j) : (ω1, . . . , ωj , ω
∗(1), ω∗(2), . . . ) ∈ E}

とおく.
Step 7 (∗) を示すために, まず各 p ∈ N について Gp := {ω1 ∈ Ω1 : Q(1)(Fp(ω1)) ≥ ε/2} とおくと,

Gp ∈ F1 かつ P1(Gp) ≥ ε/2が成り立つことを示す. Fp ∈ Aよりある n > 1と B ∈
⊗n

i=1Fi が存在して
Fp = X−1

n,0(B)となるから,任意の ω1 ∈ Ω1 に対して

Fp(ω1) = {ω∗ ∈ Ω(1) : (ω1, ω
∗(1), . . . , ω∗(n− 1)) ∈ B}

が成り立つ. 従って, B′ := {ω∗ ∈ Ω2 × · · · × Ωn : (ω1, ω
∗) ∈ B}とおくと, Fp(ω1) = X−1

n−1,1(B
′)と書け

る. ここで, 1B′ = ω11B であることに注意すると,補題 6.1と 6.3(b)より B′ ∈
⊗n

i=2Fi であることがわか
る. 従って Fp(ω1) ∈ A(1) であり,

Q(1)(Fp(ω1)) = (P2 × · · · × Pn)(B
′) =

∫
Ω2×···×Ωn

1B(ω1, ω
∗)(P2 × · · · × Pn)(dω

∗)

が成り立つ. 故に,補題 6.2より Ω1 3 ω1 7→ Q(1)(Fp(ω1)) ∈ [0, 1]は F1-可測であり,特に Gp ∈ F1 となる.
さらに, Qの定義と Fubiniの定理より,

Q(Fp) = (P1 × · · · × Pn)(B) =

∫
Ω1

Q(1)(Fp(ω1))P1(dω1)

=

∫
Gp

Q(1)(Fp(ω1))P1(dω1) +

∫
Gc

p

Q(1)(Fp(ω1))P1(dω1)

≤ P1(Gp) + ε/2

を得る. εの定義より Q(Fp) ≥ εであったから,これは P1(Gp) ≥ ε/2を意味する.
Step 8 Step 7より infp∈N P1(Gp) ≥ ε/2が成り立つが,ここで F1 ⊃ F2 ⊃ · · · より G1 ⊃ G2 ⊃ · · · であ

るから,命題 1.6より P1(
⋂∞

p=1Gp) ≥ ε/2 > 0を得る. 特に
⋂∞

p=1Gp 6= ∅であるから,ある ω1 ∈ Ω1 が存
在して infp∈NQ

(1)(Fp(ω1)) ≥ ε/2となる.
Step 9 F1 ⊃ F2 ⊃ · · · より F1(ω1) ⊃ F2(ω1) ⊃ · · · が成り立つから, Step 7–8 の議論は (Fp)p∈N, Q, ε

をそれぞれ (Fp(ω1))p∈N, Q
(1), ε/2 に置き換えても適用できる. よって, ある ω2 ∈ Ω2 が存在して

infp∈NQ
(2)(Fp(ω1, ω2)) ≥ ε/4 となる. 同様の議論によって, ある ωi ∈ Ωi (i = 1, . . . , j) が存在して

infp∈NQ
(j)(Fp(ω1, . . . , ωj)) ≥ ε/2j を満たすならば, infp∈NQ

(j+1)(Fp(ω1, . . . , ωj+1)) ≥ ε/2j+1 を満たす
ような ωj+1 ∈ Ωj+1 が存在することが示せる.
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Step 10 Step 8–9の結果と選択公理を組み合わせることで, Ωの元 ω = (ωi)
∞
i=1 で

inf
p∈N

Q(j)(Fp(ω1, . . . , ωj)) ≥ ε/2j (j = 1, 2, . . . ) (6.6)

を満たすものを帰納的に定義することができる. 厳密には次のように行う. まず, 補題 6.5 より関数族
(fi)

∞
i=1 で各 fi が Ωi 上の選択関数となっているようなものがとれる (P (Ωi) = 1より Ωi 6= ∅に注意). 次

に, infp∈NQ
(1)(Fp(ω1)) ≥ ε/2 なる ω1 ∈ Ω1 を 1 つとる (これは Step 8 によって可能である). さらに, 各

j = 1, 2, . . . と ωi ∈ Ωi (i = 1, . . . , j) について, infp∈NQ
(j+1)(Fp(ω1, . . . , ωj , ω)) ≥ ε/2j+1 を満たすよ

うな ω ∈ Ωj+1 全体の集合を Aj+1[ω1, . . . , ωj ] と書くことにする. このとき, 列 ω = (ωi)
∞
i=1 を帰納的に

ωi+1 := fi+1(Ai+1[ω1, . . . , ωi]) (i = 1, 2, . . . )で定めれば, Step 9より (6.6)が成り立つことがわかる.
Step 11 ω ∈ ∩∞

p=1Fp となる. 実際,任意の p ∈ Nに対して, Fp ∈ Aよりある n ∈ Nと B ∈
⊗n

i=1Fi が存
在して Fp = X−1

n,0(B)となる. このとき,

Fp(ω1, . . . , ωn) = {ω∗ ∈ Ω(j) : (ω1, . . . , ωn) ∈ B}

となるが, (6.6)より Fp(ω1, . . . , ωn) 6= ∅でなければならないから,上の式より (ω1, . . . , ωn) ∈ B を得る. こ
れは Xn,0(ω) ∈ B を意味するから, ω ∈ X−1

n,0(B) = Fp である. 以上より ∩∞
p=1Fp 6= ∅であることが示され

たから, (∗)は成り立つ. これで証明は完成した.

注意 6.10. P1 = P2 = · · · =: P のとき,
∏∞

i=1 Pi のことを PN や P∞ とも書く.

定理 6.9を用いると,注意 4.5で述べた問いに肯定的な解答を与えることができる:

定理 6.10. (νn)
∞
n=1 を (Rd,B(Rd)) 上の確率測度の列とする. このとき, ある確率空間 (Ω∗,F∗, P∗) とその

上で定義された d次元確率変数列 (Xn)
∞
n=1 で次の 2条件を満たすものが存在する:

(i) (Xn)
∞
n=1 は P∗ の下で独立である.

(ii) PXn
∗ = νn (n = 1, 2, . . . ).

証明. Ω∗ := (Rd)N,F∗ := B(Rd)N, P∗ :=
∏∞

n=1 νn とおく. また,各 n ∈ Nについて Xn を Ω∗ 上の n-射影
とする: Xn((ωi)i∈N) = ωn (ω1, ω2, · · · ∈ Rd). このとき, (Ω∗,F∗, P∗)と (Xn)

∞
n=1 が上の条件 (i)–(ii)を満

たす. 実際, (ii) を満たすことは P∗ と (Xn)
∞
n=1 の構成から明らかであり, (i) を満たすことは定理 6.7 から

従う.

6.11 多次元 Lebesgue測度の性質

この節では λn を (Rn,B(Rn))上の Lebesgue測度とする.

命題 6.3 (平行移動不変性). 任意の A ∈ B(Rd)と任意の x ∈ Rd に対して, A+ x ∈ B(Rd)であり,

λn(A+ x) = λn(A). (6.7)

証明. 関数 f : Rd → Rd を f(y) = y − x (y ∈ Rd)で定めると, A + x = f−1(A)であり,かつ f は連続で
あるから,命題 2.2より A+ x ∈ B(Rd)である.
次に, xの第 j 成分を xj と書くことにすると,任意の A1, . . . , An ∈ B(R)に対して

λfn(A1 × · · · ×An) = λn((A1 + x1)× · · · × (An + xn))

= λ1(A1 + x1)× · · · × λ1(An + xn)

= λ1(A1) · · ·λ1(An)
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が成り立つ. ただし, 最後の等式は命題 1.9(c) から従う. 故に, 定理 6.6 の一意性の部分から λfn = λn を得
る. これは (6.7)を意味する.

系 6.4. f : Rn → [0,∞]を Borel関数とすると,任意の a ∈ Rn に対して∫
Rn

f(x+ a)dx =

∫
Rn

f(x)dx.

証明. 命題 6.3より,任意の A ∈ B(Rd)に対して∫
Rn

1A(x+ a)dx = λn(A+ (−a)) = λn(A) =

∫
Rn

1A(x)dx

が成り立つ. この式と積分の線形性より f が単関数の場合には主張が成り立つことが従う. 一般の場合は単
関数近似定理と単調収束定理から従う.

命題 6.3の性質は本質的に Lebesgue測度を特徴づけている. このことを示すために次の補題を用意する.

補題 6.6. S ∈ B(Rn)とし, µ1, µ2をそれぞれ (S,B(S))上の測度とする. 任意の x, y ∈ Rd, r > 0と i = 1, 2

に対して
0 < µi(U(x; r) ∩ S) = µi(U(y; r) ∩ S) <∞ (6.8)

が成り立つならば,ある定数 c ∈ (0,∞)が存在して µ1 = cµ2 が成り立つ.

証明. a ∈ S を 1つ固定し,各 i = 1, 2について関数 gi : (0,∞) → (0,∞)を

gi(r) = µi(U(a; r) ∩ S) (r > 0)

で定める. いま, U を S の開集合とすると, 任意の x ∈ U に対して µ2(U ∩ U(x; r))/g2(r) → 1 (r ↓ 0)が
成り立つ. 実際, U は開集合だから,ある δ > 0が存在して U(x; δ) ∩ S ⊂ U が成り立つ. このとき,任意の
r ∈ (0, δ)に対して, µ2(U ∩ U(x; r)) = µ2(U(x; r) ∩ S) = g2(r)となる. ただし,最後の等式は (6.8)より従
う. よって,

µ1(U) =

∫
U

1dµ1 =

∫
U

lim
r↓0

µ2(U ∩ U(x; r))

g2(r)
µ1(dx)

≤ lim inf
r↓0

g2(r)
−1

∫
U

µ2(U ∩ U(x; r))µ1(dx) (∵ Fatouの補題)

= lim inf
r↓0

g2(r)
−1

∫
U

(∫
U

1U(x;r)∩S(y)µ2(dy)

)
µ1(dx)

= lim inf
r↓0

g2(r)
−1

∫
U

(∫
U

1U(y;r)∩S(x)µ1(dx)

)
µ2(dy) (∵ Fubiniの定理)

= lim inf
r↓0

g2(r)
−1

∫
U

µ1(U(y, r) ∩ S)µ2(dy) =

(
lim inf

r↓0

g1(r)

g2(r)

)
µ2(U)

を得る. ただし,最後の等式は (6.8)から従う. 同様の議論によって,

µ2(U) ≤
(
lim inf

r↓0

g2(r)

g1(r)

)
µ1(U)

が示される. 特に U = U(x; 1) ∩ S の場合を考えると µ1(U), µ2(U) > 0であることから,

lim inf
r↓0

g1(r)

g2(r)
> 0, lim inf

r↓0

g2(r)

g1(r)
> 0
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でなければならない. これらの式からさらに

0 < lim sup
r↓0

g1(r)

g2(r)
<∞, lim inf

r↓0

g2(r)

g1(r)
=

(
lim sup

r↓0

g1(r)

g2(r)

)−1

が成り立つことが従う. 故に,(
lim sup

r↓0

g1(r)

g2(r)

)
≤ µ1(U(x; 1) ∩ S)
µ2(U(x; 1) ∩ S)

≤
(
lim inf

r↓0

g1(r)

g2(r)

)
となるので,補題 2.7より極限

c := lim
r↓0

g1(r)

g2(r)
∈ (0,∞)

が存在し, µ1(U) = cµ2(U) が成り立つことがわかる. 特に任意の U ∈ O(S) と任意の r > 0 に対して
µ1(U ∩ U(x; r)) = cµ2(U ∩ U(x; r)) が成り立ち, µ1(U(x; r)) = cµ2(U(x; r)) < ∞ であるから, 一意性
の補題より任意の E ∈ B(S) に対して µ1(E ∩ U(x; r)) = cµ2(E ∩ U(x; r)) が成り立つ. r → ∞ として
µ1(E) = cµ2(E)を得るから, µ1 = cµ2 である.

定理 6.11. µを (Rn,B(Rn))上の測度で µ([0, 1]n) < ∞を満たすものとする. 任意の A ∈ B(Rd)と任意の
x ∈ Rd に対して µ(A+ x) = µ(A)が成り立つならば,ある定数 c ∈ [0,∞)が存在して µ = cλn となる.

証明. まず任意の x ∈ Rdと r > 0に対して µ(U(x; r)) <∞が成り立つことを示す. 仮定より x = 0の場合
に示せば十分である. いま,仮定より任意の整数 k1, . . . , knに対して µ([k1, k1+1]×· · ·× [kn, kn+1]) <∞
が成り立つから,任意の正整数N ∈ Nに対して µ([−N,N ]n) ≤

∑N−1
k1,...,kn=−N µ([k1, k1+1]×· · ·×[kn, kn+

1]) <∞が成り立つ. N を r より大きい整数とすれば U(0; r) ⊂ [−N,N ]n となるので, µ(U(0; r)) <∞で
ある.
次に, もしある ε > 0 に対して µ(U(0; ε)) = 0 となるならば µ = 0 となることを示す.

実際, この場合仮定より任意の x ∈ Rn に対して µ(U(x; ε)) = 0 が成り立つから, Rn =⋃∞
i1,...,in=−∞ U((i1ε/

√
n, . . . , inε/

√
n); ε) と書けることに注意すれば, µ の可算劣加法性より µ(Rn) = 0

を得る. これは µ = 0を意味する. 従ってこの場合は c = 0として定理の結論が成り立つ.
任意の ε > 0 に対して µ(U(0; ε)) > 0 となる場合を考える. この場合, 仮定より µ は条件 (6.8) を

満たす. 一方で, 任意の r > 0 に対して (−r/
√
n, r/

√
n)n ⊂ U(0; r) ⊂ (−r, r)n が成り立つことから

0 < λn(U(0; r)) < ∞となることに注意すると,命題 6.3より λn も条件 (6.8)を満たす. 従って補題 6.6よ
り示すべき結論を得る.

演習問題 19. 定理 6.11において仮定 µ([0, 1]n) < ∞を外した場合に定理の結論が成立しないような µの
例を与えよ.

次に,線形変換と Lebesgue測度の関係を調べる. このために行列の特異値分解を考えるのが便利なので,
そこから始める. 以下で用いる (あまり標準的でない)線形代数関連の記号をまとめておく. 以下特に断らな
い限り,行列は実行列の意味で用いる.

• d× n行列全体の集合を Rd×n で表す.
• d 次対称行列 A に対して, A の固有値を重複度を込めて降順に並べたものを λ1(A) ≥ · · · ≥ λd(A)

で表す.
• p, q ∈ Nに対して, p× q 零行列を Op,q で表す. p = q の場合は Op = Op,p と書く. また,文脈から明
らかな場合は添字は省略する.
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• Aj ∈ Rpj×qj (j = 1, . . . , k)に対して,

diag(A1, . . . , Ak) :=


A1 O · · · O

O A2
. . .

...
...

. . .
. . . O

O · · · O Ak


と定める. 特に,実数 a1, . . . , ak に対して diag(a1, . . . , ak)は a1, . . . , ak を対角成分に持つ k 次対角
行列を表す.

補題 6.7. A ∈ Rd×n とする. 各 j = 1, . . . , d ∧ nに対して, λj(A>A) = λj(AA
>)が成り立つ.

証明. A>A と AA> はともに半正定値対称であるから, 両者の正の固有値が重複度も込めて一致するこ
とを示せばよい. λ > 0 を A>A の重複度 m の固有値とする. 定義より, 1 次独立な x1, . . . , xm ∈ Rd で
A>Axj = λxj (j = 1, . . . ,m) となるものを取ることができる. このとき, Ax1, . . . , Axm は 1 次独立とな
る. 実際, c1, . . . , cm ∈ Rが

∑m
j=1 cjAxj = 0を満たすとすると,両辺に A> を乗じて λ

∑m
j=1 cjxj = 0を

得るから, λ 6= 0と x1, . . . , xm の 1次独立性より c1 = · · · = cm = 0を得る. さらに,各 j = 1, . . . ,mに対
して AA>(Axj) = A(λxj) = λ(Axj)が成り立つから, Axj(6= 0)は λに対する AA> の固有ベクトルであ
る. 従って λは AA> の固有値で,その重複度は m以上である. 同様にして, λ > 0が AA> の重複度 mの
固有値ならば, λは A>Aの重複度 m以上の固有値となることが示せる. 以上より A>Aと AA> の正の固
有値は重複度も込めて一致する.

定義 6.10 (特異値). A ∈ Rd×n の特異値 s1(A), . . . , sd∧n(A)を,

sj(A) =
√
λj(A>A) =

√
λj(AA>) (j = 1, . . . , d ∧ n)

で定義する.

定理 6.12 (特異値分解). A ∈ Rd×n とし, D0 := diag(s1(A), . . . , sd∧n(A))とする. さらに, d < nのときは

D :=
(
D0 Od,n−d

)
, d = nのときは D := D0, d > nのときは D :=

(
D0

Od−n,n

)
として D ∈ Rd×n を定

める. このとき,ある直交行列 U ∈ Rd×d, V ∈ Rn×n が存在して A = UDV > と分解できる. この分解を A

の特異値分解と呼ぶ.

証明. AA> は直交行列によって対角化可能だから, ある d 次直交行列 U が存在して U>(AA>)U =

diag(D2
0, O)と書ける. A>U の列ベクトルを b1, . . . , bd ∈ Rn とすると, U>(AA>)U = (A>U)>(A>U) =

(bi · bj)1≤i,j≤d と書き直せるので, r := rankA, vj := sj(A)
−1bj (j = 1, . . . , r)とおくと, v1, . . . , vr は Rn

の正規直交系をなし,かつ bj = 0 (j = r + 1, . . . , d)が成り立つ. v1, . . . , vn が Rn の正規直交基底となるよ
うに vr+1, . . . , vn ∈ Rn をとり, V := (v1, . . . , vn)と定める. 定義より V は n次直交行列である. また,

U>AV = (bi · vj)1≤i≤d,1≤j≤n =

(
diag(s1(A), . . . , sr(A)) Or,n−r

Od−r,r Od−r,n−r

)
= D

となるから, A = UDV > である.

定理 6.13. T : Rn → Rn を全単射な線形写像, A ∈ B(Rn)とすると, T (A) ∈ B(Rn)であり,

λn(T (A)) = | detT |λn(A). (6.9)
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証明. Rn の標準基底に関する T の表現行列を記号を流用して T で表す.
Step 1. まず, T (A) ∈ B(Rn) を示す. T が全単射であることから T は逆写像 T−1 をもつので, T (A) =

(T−1)−1(A)と書き直せる. T−1 は線形なので (Lipschitz)連続,従って命題 2.2より T (A) ∈ B(Rn)である.
Step 2. 次に, T が直交行列ならば (6.9)が成り立つことを示す. この場合,任意の x ∈ Rn と r > 0に対して
T (U(x; r)) = Tx+T (U(0; r)) = Tx+U(0; r)が成り立つから,命題 6.3より λn(T (U(x; r))) = λn(U(0; r))

が成り立つ. 従って補題 6.6より λT
−1

n = λn となる. | detT | = 1だからこれは (6.9)を意味する.
Step 3. 次に, T が対角行列ならば (6.9)が成り立つことを示す. T の対角成分を t1, . . . , tn とすると,任意の
A1, . . . , An ∈ B(R)に対して

λn(T (A1 × · · · ×An)) = λn((t1A1)× · · · × (tnAn)) = λ1(t1A1) · · ·λ1(tnAn)

= |t1| · · · |tn|λ1(A1) · · ·λn(An) = | detT |λ1(A1) · · ·λn(An)

が成り立つ. ただし, 3 番目の等式は命題 1.9(d) から従う. 故に, 定理 6.6 の一意性の部分から
| detT |−1λT

−1

n = λn を得る. これは (6.9)を意味する.
Step 4. 一般の場合に (6.9) が成り立つことを示す. T = UDV > を特異値分解とすると, Step 2–3 より
λn(T (A)) = | detU || detD|| detV >|λn(A) が成り立つ. detT = detU detD detV > であることから結論が
従う.

注意 6.11. 定理 6.13 において T の全単射性を外した場合, T (A) /∈ B(Rn) となる例が存在することが
知られている. 実際, n = 2, T (x, y) = (0, y) の場合にそのような例を構成できる. これは, 次の事実が
成り立つことによる ([3, Proposition 13.2.5] もしくは [18, 定理 13.3] 参照): ある Borel 関数 f : R → R
が存在して f(R) /∈ B(R) となる. このとき, A := {(x, f(x)) : x ∈ R} とおくと, g(x, y) = f(x) − y

((x, y) ∈ R2) で定まる Borel 関数 g : R2 → R に対して A = g−1({0}) と書けることから A ∈ B(R2) で
あるが, T (A) = {0} × f(R) /∈ B(R2) である. 実際, そうでなかったとすると, 補題 6.1 より f(R) = {y :

1T (A)(0, y) = 1} ∈ B(R)となって矛盾するからである.

系 6.5 (線形変換に対する変数変換公式). f : Rn → [0,∞]を Borel関数とする. 定理 6.13の仮定の下で∫
Rn

f(x)dx = | detT |
∫
Rn

f(T (x))dx.

証明. 定理 6.13より,任意の A ∈ B(Rn)に対して∫
Rn

1A(x)dx = λn(A) = | detT |λn(T−1(A)) = | detT |
∫
Rn

1T−1(A)(x)dx = | detT |
∫
Rn

1A(T (x))dx

が成り立つ. この式と積分の線形性より f が単関数の場合には主張が成り立つことが従う. 一般の場合は単
関数近似定理と単調収束定理から従う.

注意 6.12. 系 6.5はより一般的な変数変換の場合に拡張できる. [12, Theorem 7.26]参照.

6.12 多次元正規分布

以下このノートでは,特に断らない限り, Rd の元は列ベクトルとみなす.

定義 6.11 (多次元連続分布). (Rd,B(Rd)) 上の確率測度 ν が連続分布 (continuous distribution) であると
は, ν が (Rd,B(Rd))上の Lebesgue測度に関する密度 f を持つことをいう. このとき,関数 f を ν の確率密
度関数 (probability density function, PDF)あるいは単に密度 (density)と呼ぶ.
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命題 6.4. 関数 f : Rd → [0,∞)が Borel可測で
∫
Rd f(x)dx = 1ならば, f を密度にもつような連続分布が

ただ一つ存在する.

証明. 一意性は明らか. また,関数 ν : B(Rd) → [0, 1]を ν(A) =
∫
A
f(x)dx (A ∈ B(Rd))で定めることで存

在も示せる.

補題 6.8. µ ∈ Rd とし, Σを d次正定値対称行列とする. このとき,∫
Rd

exp

(
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
dx = (2π)d/2

√
| detΣ|.

証明. まず,系 6.4より,∫
Rd

exp

(
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

)
dx =

∫
Rd

exp

(
−1

2
x>Σ−1x

)
dx.

次に, Σは正定値対称だから, Σ = A2 を満たす d次正定値対称行列 Aが存在する. このとき, Σ−1 = A−2

となるから, ∫
Rd

exp

(
−1

2
x>Σ−1x

)
dx =

∫
Rd

exp

(
−1

2
‖A−1x‖2

)
dx

と書ける. 従って,系 6.5を線形写像 Tx = Axに適用して,∫
Rd

exp

(
−1

2
x>Σ−1x

)
dx = detA

∫
Rd

exp

(
−1

2
‖x‖2

)
dx

を得る. ここで, detΣ = (detA)2 より detA =
√
detΣである. また, Fubiniの定理より∫

Rd

exp

(
−1

2
‖x‖2

)
dx =

(∫
R
exp

(
−1

2
x2
)
dx

)d

= (2π)d/2

が成り立つ. 以上で示すべき等式が得られた.

定義 6.12 (多次元正規分布). µ ∈ Rd, Σを d次正定値対称行列とする. 関数 f : Rd → [0,∞)を

f(x) =
1

(2π)d/2
√
detΣ

exp

{
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

}
(x ∈ Rd)

で定めると, 命題 6.4 と補題 6.8 より, f を密度にもつ連続分布が存在するが, これを平均 µ, 共分散行
列 Σ の d 次元正規分布 (d-dimensional normal distribution) または d 変量正規分布 (d-variate normal

distribution)と呼び,記号 N(µ,Σ)で表す. 特に, N(0, Id)を d次元標準正規分布 (d-dimensional standard

normal distribution)または d変量標準正規分布 (d-variate standard normal distribution)と呼ぶ. ここに,
Id は d次単位行列を表す.

多次元正規分布 N(µ,Σ)において µ,Σをそれぞれ「平均」,「共分散行列」と呼ぶのは, N(µ,Σ)に従う d

次元確率変数の平均と共分散行列がそれぞれ µ,Σで与えられることに由来する.

定義 6.13 (多次元確率変数の期待値と共分散行列). X を d次元確率変数とし,その第 j 成分を Xj と書くこ
とにする.

(a) X が Xj ∈ L1(P ) (j = 1, . . . , d)を満たすとき, X の (P に関する)期待値を

E[X] := (E[X1], . . . ,E[Xd])
> ∈ Rd

で定義する. E[X]は X の (P に関する)平均 (ベクトル)とも呼ばれる.
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(b) X が Xj ∈ L2(P ) (j = 1, . . . , d)を満たすとき, X の (P に関する)共分散行列 (covariance matrix)

を
Cov[X] := (Cov[Xi, Xj ])1≤i,j≤d

で定義する.

命題 6.5. µ ∈ Rd, Σを d次正定値対称行列とする. X が N(µ,Σ)に従う d次元確率変数ならば,

E[X] = µ, Cov[X] = Σ.

演習問題 20. 命題 6.5を示せ.

94



7 特性関数とその応用
本節の目的は,特性関数を用いた (多次元版の)中心極限定理の証明について,できる限り最小限の知識で

理解できるよう説明することである. ただし,以下では複素数の基礎事項については既知であることを仮定
する (複素変数の指数関数の定義と基本的性質に関する知識があれば十分である).
以下で用いる複素数関連の記号をまとめておく.

• 複素数全体の集合を Cで表す.
• 虚数単位を

√
−1で表す.

• z ∈ Cに対して, z の実部と虚部をそれぞれ Re z と Im z で表す. また, z の絶対値を |z|で表す.
• 集合 S 上の複素関数 f が与えられたとき,関数 S 3 x 7→ Re f(x) ∈ Rおよび S 3 x 7→ Im f(x) ∈ R
をそれぞれ Re f, Im f で表す.

以下,確率空間 (Ω,F , P )を設定して議論を進める.

7.1 複素関数の積分

複素関数の可測性や積分は実部と虚部に分けて定義する:

定義 7.1 (複素関数の可測性と積分). (S,Σ, µ)を測度空間, f : S → Cとする.

(a) f が Σ-可測であるとは, Re f, Im f がともに Σ-可測であることをいう.
(b) f が µ-可積であるとは, Re f, Im f がともに µ-可積であることをいう. このとき, E ∈ Σに対して, µ
に関する f の E 上の Lebesgue積分を∫

E

fdµ :=

∫
E

Re fdµ+
√
−1

∫
E

Im fdµ

で定義する.
∫
E
fdµのことを

∫
E
f(x)dµ(x)や

∫
E
f(x)µ(dx)などとも書く.

実関数の積分に対する結果のほとんどは自然に複素関数の場合にも拡張できるので,以下ではそれらの結
果は複素関数の場合に改めて証明することなく用いることにする. 詳細は [12]を参照するとよい.
複素数に値をとる確率変数についても同様の扱いである:

定義 7.2 (複素確率変数). Ω から C への F-可測関数のことを ((Ω,F , P ) 上の) 複素確率変数 (complex

random variable)と呼ぶ. X が複素確率変数で ReX, ImX ∈ L1(P )を満たすとき, X の期待値を

E[X] :=

∫
Ω

XdP = E[ReX] +
√
−1E[ImX]

で定義する.

7.2 特性関数の定義と初等的性質

x = (x1, . . . , xd)
> ∈ Rd と y = (y1, . . . , yd)

> ∈ Rd に対して,

x · y := x>y =

d∑
i=1

xiyi

と定める. x · y は xと y の (標準)内積 ((standard) inner product)と呼ばれる.
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定義 7.3 (特性関数). ν を (Rd,B(Rd))上の確率測度とする.

ϕν(u) =

∫
Rd

e
√
−1u·xν(dx) (u ∈ Rd)

で定義される関数 ϕν : Rd → Cを, ν の特性関数 (characteristic function)と呼ぶ.

例 7.1 (二項分布). 試行回数 n ∈ N,成功確率 p ∈ (0, 1)の二項分布 ν の特性関数は

ϕν(u) =

n∑
k=0

(
n

k

)
e
√
−1ukpk(1− p)n−k =

(
e
√
−1up+ 1− p

)n
で与えられる.

例 7.2 (一様分布). 一様分布 U(a, b)の特性関数は

ϕU(a,b)(u) =

{
e
√

−1ub−e
√

−1ua

(b−a)
√
−1u

if u 6= 0,

1 if u = 0

で与えられる. 実際, u = 0のときは明らかであり, u 6= 0の場合は

ϕU(a,b)(u) =
1

b− a

∫ b

a

e
√
−1uxdx =

e
√
−1ub − e

√
−1ua

(b− a)
√
−1u

となる.

定義 7.4 (確率変数の特性関数). d次元確率変数 X の特性関数 ϕX : Rd → Cを

ϕX(u) = E[exp(
√
−1u ·X)] (u ∈ Rd)

で定義する. 命題 4.4より
ϕX(u) =

∫
Rd

e
√
−1u·xPX(dx) = ϕPX (u)

が成り立つから, ϕX は X の分布の特性関数に他ならない.

命題 7.1. X を d次元確率変数, A ∈ Rn×d, b ∈ Rn とする. 任意の u ∈ Rn に対して,

ϕAX+b(u) = e
√
−1u·bϕX(A>u)

が成り立つ.

演習問題 21. 命題 7.1を示せ.

命題 7.2. d次元確率変数 X が E[‖X‖] < ∞を満たすならば, ϕX は C1 級であり, 任意の j = 1, . . . , dと
u ∈ Rd について ∂jϕX(u) =

√
−1E[Xje

√
−1u·X ]となる. ただし, Xj は X の第 j 成分を表す.

証明. 定理 3.8を適用すればよい.

7.3 正規分布の特性関数

命題 7.3 (標準正規分布のモーメント). Z を標準正規分布に従う確率変数とすると,任意の整数 r ≥ 0に対
して

E[Z2r] =
(2r)!

2rr!
, E[Z2r+1] = 0

が成り立つ.
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証明. E[Z2r+1] = 0は関数 z 7→ z2r+1e−z2/2 が奇関数であることから従う. 次に,

E[Z2r] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
z2re−z2/2dz

=

√
2

π

∫ ∞

0

z2re−z2/2dz (∵ 偶関数の性質)

=
2r√
π

∫ ∞

0

xr−
1
2 e−xdx (∵ x = z2/2と変数変換)

=
2rΓ(r + 1/2)√

π

と書き直せる. ただし, Γはガンマ関数を表す. ここで,任意の x > 0に対して成り立つ等式 Γ(x+1) = xΓ(x)

と公式 Γ(1/2) =
√
π を用いて*3

Γ

(
r +

1

2

)
=

(
r − 1

2

)(
r − 3

2

)
· · · 1

2
Γ

(
1

2

)
=

(2r)!

22rr!

√
π

を得る. この式を先ほどの等式に代入して示すべき等式を得る.

定理 7.1 (正規分布の特性関数). 平均 µ ∈ R,分散 σ2 > 0の正規分布 N(µ, σ2)の特性関数は

ϕN(µ,σ2)(u) = exp

(√
−1µu− σ2

2
u2
)

(u ∈ R)

で与えられる.

証明. z = (x− µ)/σ という変数変換によって,

ϕN(µ,σ2)(u) =
1√
2πσ2

∫
R
e
√
−1uxe−

(x−µ)2

2σ2 dx =
e
√
−1µu

√
2π

∫
R
e
√
−1σuze−

z2

2 dz = e
√
−1µuϕN(0,1)(σu)

と書き直せることに注意すると, µ = 0, σ = 1の場合に定理を示せば十分である.
Eulerの公式より

ϕN(0,1)(u) =
1√
2π

(∫
R
cos(uz)e−

z2

2 dz +
√
−1

∫
R
sin(uz)e−

z2

2 dz

)
と書き直せる. 関数 z 7→ sin(uz)e−

z2

2 が奇関数であることから右辺第 2項は 0なので,

ϕN(0,1)(u) =
1√
2π

∫
R
cos(uz)e−

z2

2 dz = E[cos(uZ)]

を得る. ただし, Z は N(0, 1)に従う確率変数である. ここで,命題 7.3より

∞∑
r=0

E[|uZ|2r]
(2r)!

=

∞∑
r=0

u2r

2rr!
= eu

2/2 <∞

が成り立つので,余弦関数の Taylor展開と Lebesgueの収束定理,および命題 7.3より,

E[cos(uZ)] =

∞∑
r=0

(−1)r E[|uZ|2r]
(2r)!

=

∞∑
r=0

(−1)ru2r

2rr!
= e−u2/2

となる.

*3 例えば,前者は [1]の (2.2)式を,後者は [1]の (2.14)式をそれぞれ参照.
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系 7.1 (多次元正規分布の特性関数). µ ∈ Rd, Σを d次正定値対称行列とする. d次元正規分布 N(µ,Σ)の特
性関数は

ϕN(µ,Σ)(u) = exp

(√
−1µ · u− u>Σu

2

)
(u ∈ Rd) (7.1)

で与えられる.

証明. まず,系 6.4より,

ϕN(µ,Σ)(u) =
1

(2π)d/2
√
detΣ

∫
Rd

e
√
−1u·(x+µ) exp

{
−1

2
x>Σ−1x

}
dx

=
e
√
−1u·µ

(2π)d/2
√
detΣ

∫
Rd

e
√
−1u·x exp

{
−1

2
x>Σ−1x

}
dx

と書き直せる. 次に, Σは正定値対称なので, Σ = A2 を満たす d次正定値対称行列 Aが存在する. 線形変換
x 7→ Axに対して変数変換公式を適用して,

ϕN(µ,Σ)(u) =
e
√
−1u·µ detA

(2π)d/2
√
detΣ

∫
Rd

e
√
−1u·Ax exp

{
−1

2
‖x‖2

}
dx

=
e
√
−1u·µ

(2π)d/2

∫
Rd

e
√
−1Au·x exp

{
−1

2
‖x‖2

}
dx

を得る. ここで, v = (v1, . . . , vd)
> := Auと定めると, Fubiniの定理と定理 7.1より

ϕN(µ,Σ)(u) =
e
√
−1u·µ

(2π)d/2

d∏
j=1

∫
R
e
√
−1vjxe−x2/2dx = e

√
−1u·µ

d∏
j=1

ϕN(0,1)(vj)

= e
√
−1u·µ

d∏
j=1

e−v2
j/2 = e

√
−1u·µ−‖v‖2/2

を得る. ‖v‖2 = v>v = u>Σuより示すべき等式を得る.

7.4 畳み込み

定義 7.5 (畳み込み). (Rd,B(Rd))上の確率測度 µと ν の畳み込み (convolution) µ ∗ ν : B(Rd) → [0, 1]を

µ ∗ ν(B) =

∫
Rd×Rd

1B(x+ y)µ(dx)ν(dy) (B ∈ B(Rd))

で定義する. µ ∗ ν は (Rd,B(Rd))上の確率測度であることが容易に示せる (演習問題).

演習問題 22. µ ∗ ν が (Rd,B(Rd))上の確率測度であることを示せ.

命題 7.4. X,Y を 2つの d次元確率変数とする. X,Y が独立ならば, X + Y の分布は PX ∗ PY で与えら
れる.

証明. 任意の B ∈ B(Rd)に対して,

P (X + Y ∈ B) = E[1B(X + Y )] =

∫
Rd×Rd

1B(x+ y)P (X,Y )(d(x, y))

と書き直せるから,定理 6.7より

P (X + Y ∈ B) =

∫
Rd×Rd

1B(x+ y)PX(dx)PY (dy) = PX ∗ PY (B)

を得る.
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命題 7.5. µ, ν をそれぞれ (Rd,B(Rd))上の確率測度とすると, ϕµ∗ν = ϕµ · ϕν が成り立つ.

証明. 任意の u ∈ Rd に対して,

ϕµ∗ν(u) =

∫
Rd×Rd

e
√
−1u·(x+y)µ(dx)ν(dy) =

∫
Rd×Rd

e
√
−1u·xe

√
−1u·yµ(dx)ν(dy) = ϕν(u)ϕν(u)

が成り立つことから従う. ただし,最後の等式は Fubiniの定理から従う.

系 7.2. X,Y を 2 つの d 次元確率変数とする. X,Y が独立ならば, 任意の u ∈ Rd に対して ϕX+Y (u) =

ϕX(u)ϕY (u)が成り立つ.

証明. 命題 7.4と 7.5から従う.

命題 7.6. µ, ν を (Rd,B(Rd)) 上の 2 つの確率測度とし, µ は確率密度関数 f を持つとする. このとき,
µ ∗ ν は

g(x) =

∫
Rd

f(x− y)ν(dy) (x ∈ Rd)

で定義される関数 g を密度に持つ.

証明. 任意の B ∈ B(Rd)に対して, Fubiniの定理より

µ ∗ ν(B) =

∫
Rd×Rd

1B(x+ y)f(x)dxν(dy)

=

∫
Rd

{∫
Rd

1B(x+ y)f(x)dx

}
ν(dy)

=

∫
Rd

{∫
Rd

1B(x)f(x− y)dx

}
ν(dy) =

∫
B

g(x)dx

が成り立つことから従う.

7.5 特性関数の一意性

特性関数は分布を一意的に決定する.

定理 7.2. (Rd,B(Rd))上の確率測度 µ, ν が ϕµ = ϕν を満たすならば, µ = ν である.

定理 7.2の証明のために補題を 2つ準備する.

補題 7.1. ν を (Rd,B(Rd))上の確率測度, σ > 0として, νσ := ν ∗ N(0, σ2Id)とおく. このとき,

fσ(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

ϕν(u) exp(−
√
−1x · u− σ2‖u‖2/2)du (x ∈ Rd)

で定義される Rd 上の関数 fσ は νσ の密度となる. さらに, νσ ⇒ ν (σ ↓ 0)が成り立つ.

証明. 命題 7.6より, νσ は

gσ(x) =
1

(2πσ2)d/2

∫
Rd

e−‖y−x‖2/(2σ2)ν(dy) (x ∈ Rd)

で与えられる関数 gσ を密度に持つ. 任意の x ∈ Rd に対して,系 7.1より

e−‖y−x‖2/2σ2

= ϕN(0,σ−1Id)(y − x) =
1

(2πσ−1)d/2

∫
Rd

e
√
−1(y−x)·u−σ2‖u‖2/2du
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が成り立つことに注意すると,

gσ(x) =
1

(2π)d

∫
Rd

(∫
Rd

e
√
−1(y−x)·u−σ2‖u‖2/2du

)
ν(dy)

=
1

(2π)d

∫
Rd

(
e−

√
−1x·u−σ2‖u‖2/2

∫
Rd

e
√
−1y·uν(dy)

)
du (∵ Fubiniの定理)

= fσ(x)

となって前半の主張を得る.
後半の主張を示すために,任意に h ∈ Cb(Rd)をとる.∫

Rd

hdνσ =
1

(2πσ2)d/2

∫
Rd

(∫
Rd

h(x+ y)e−‖y‖2/(2σ2)dy

)
ν(dx)

と書けるから,線形変換 y 7→ σy に対して変数変換公式を適用して,∫
Rd

hdνσ =
1

(2π)d/2

∫
Rd

(∫
Rd

h(x+ σy)e−‖y‖2/2dy

)
ν(dx)

を得る. 従って,有界収束定理より,

lim
σ↓0

∫
Rd

hdνσ =
1

(2π)d/2

∫
Rd

(∫
Rd

h(x)e−‖y‖2/2dy

)
ν(dx) =

∫
Rd

h(x)ν(dx)

となるので,後半の主張が示された.

補題 7.2. (Rd,B(Rd))上の確率測度 µ, ν が任意の h ∈ Cb(Rd)に対して
∫
Rd hdµ =

∫
Rd hdν を満たすなら

ば, µ = ν である.

証明. Rd の閉集合の全体は B(Rd)を生成する π-系だから,一意性の補題より,任意の Rd の閉集合 F に対
して µ(F ) = ν(F )となることを示せばよい. F = ∅の場合は明らかに成り立つから, F 6= ∅の場合を考え
る. まず,関数 g : Rd → [0,∞)を

g(x) = dist(x, F ) (x ∈ Rd)

で定める. g は (Lipschitz)連続であることが容易に示せる. 次に,関数 ϕ : R → [0, 1]を

ϕ(t) =

 1 if t ≤ 0,
1− t if 0 < t ≤ 1,
0 if t > 1

で定めて,各 ε > 0について関数 hε : Rd → [0, 1]を hε(x) = ϕ(ε−1g(x)) (x ∈ Rd)で定める. ϕは明らかに
(Lipschitz)連続であるから, hε も連続である. 定義より hε は有界だから,仮定より∫

Rd

hεdµ =

∫
Rd

hεdν

が成り立つ. ここで, 任意の x ∈ Rd に対して hε(x) → 1F (x) (ε ↓ 0) が成り立つ. 実際, x ∈ F ならば
hε(x) = ϕ(0) = 1 = 1F (x) である. 一方で x ∈ F c ならば, 補題 1.15 より g(x) > 0 なので, ε ↓ 0 のとき
ε−1g(x) → ∞,従って fε(x) → 0 = 1F (x)となる. 以上より,有界収束定理より, ε ↓ 0のとき,∫

Rd

hεdµ→ µ(F ),

∫
Rd

hεdν → ν(F )

が成り立つ. 故に µ(F ) = ν(F )である.

定理 7.2の証明. σ > 0 に対して µσ := µ ∗ Nd(0, σ
2Id), νσ := ν ∗ Nd(0, σ

2Id) とおく. 仮定 ϕµ = ϕν お
よび補題 7.1 より µσ = νσ が成り立つ. 補題 7.1 より µσ ⇒ µ, νσ ⇒ ν (σ ↓ 0) も成り立つから, 任意の
h ∈ Cb(Rd)に対して

∫
Rd hdµ =

∫
Rd hdν が成り立つ. 故に,補題 7.2より µ = ν である.
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7.6 共分散行列の退化を許す場合への多次元正規分布の一般化

定義 7.6 (多次元正規分布: 一般の場合). µ ∈ Rd, Σを d次半正定値対称行列とする. このとき, d次正方行
列 Aで Σ = AA> を満たすものが存在する. 関数 Rd 3 x 7→ Ax+ µ ∈ Rd による N(0, Id)の像測度を ν と
書くことにすると,命題 7.1より ν の特性関数は

ϕν(u) = exp
(√

−1µ · u− u>Σu/2
)

(u ∈ Rd)

で与えられることがわかる. 特に, Σ が正定値の場合, これは N(µ,Σ) の特性関数と一致するから, ν =

N(µ,Σ)となることがわかる. ν 自身は Σが正定値でなくても定義できるから, Σが正定値でない場合にも
引き続き ν をもって N(µ,Σ)を自然に定義でき,この分布を引き続き平均 µ,共分散行列 Σの d次元正規分
布もしくは d変量正規分布と呼ぶ (特性関数が分布を一意的に決定することから, ν は Aの選び方によらな
いことに注意). 上の議論から, (7.1)式は引き続き成立することがわかる.

以下,この節では, µ ∈ Rd, Σを d次半正定値対称行列とする.

命題 7.7. X ∼ N(µ,Σ)ならば,
E[X] = µ, Cov[X] = Σ

が成り立つ.

演習問題 23. 命題 7.7を示せ.

命題 7.8. X ∼ N(µ,Σ), A ∈ Rn×d, b ∈ Rn ならば, AX + b ∼ N(Aµ+ b, AΣA>).

証明. 各 u ∈ Rn に対して,命題 7.1より,

ϕAX+b(u) = e
√
−1u·b exp(

√
−1µ ·A>u− (A>u)>Σ(A>u)/2)

= exp(
√
−1(Aµ+ b) · u− u>(AΣA>)u/2)

となる. これは N(Aµ+ b, AΣA>)の特性関数と一致するから,定理 7.2より結論が従う.

7.7 Glivenkoの定理

次の結果は特性関数の極限定理における有用性を明らかにしている.

定理 7.3 (Glivenkoの定理). (Rd,B(Rd))上の確率測度の列 (νn)
∞
n=1 が (Rd,B(Rd))上の確率測度 ν に収束

するための必要十分条件は,任意の u ∈ Rd に対して ϕνn
(u) → ϕν(u) (n→ ∞)が成り立つことである.

Glivenkoの定理を証明するために,補題 7.1を次の一般的結果と組み合わせて用いる.

補題 7.3 (Schefféの補題). (S,Σ, µ)を測度空間とする. 各 n ∈ Nについて fn ∈ L1(µ)は fn ≥ 0を満たす
とする. また, f ∈ L1(µ)も f ≥ 0を満たすとする. さらに, (fn)∞n=1 は f に概収束すると仮定する. このと
き,次の 2条件は互いに同値である:

(i)
∫
S
|fn − f |dµ→ 0 (n→ ∞).

(ii)
∫
S
fndµ→

∫
S
fdµ (n→ ∞).

証明. (i)⇒ (ii). 命題 3.7から直ちに従う.
(ii)⇒ (i). まず,任意の n ∈ Nについて −(fn − f) = f − fn ≤ f が成り立つから, (fn − f)− ≤ f であ
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る. 従って, Lebesgueの収束定理より,∫
S

(fn − f)−dµ→ 0 (n→ ∞)

が成り立つ. 次に, fn − f = (fn − f)+ − (fn − f)− に注意すると,∫
S

(fn − f)+dµ =

∫
S

fndµ−
∫
S

fdµ+

∫
S

(fn − f)−dµ

が成り立つ. 従って,上の結果と仮定 (ii)から,∫
S

(fn − f)+dµ→ 0 (n→ ∞)

を得る. 以上より,∫
S

|fn − f |dµ =

∫
S

(fn − f)+dµ+

∫
S

(fn − f)−dµ→ 0 (n→ ∞)

となる.

定理 7.3の証明. 必要性は任意の u ∈ Rd に対して関数 x 7→ e
√
−1u·x が (実部・虚部ともに)有界かつ連続

であることから従う.
十分性を示す. 補題 5.5より,任意の有界な 1-Lipschitz連続関数 h : Rd → Rに対して∫

Rd

hdνn →
∫
Rd

hdν (n→ ∞)

が成り立つことを示せばよい. 各 σ > 0 に対して, ν(σ)n := νn ∗ N(0, σ2Id) (n = 1, 2, . . . ), ν(σ) :=

ν ∗ N(0, σ2Id)とおく. 命題 7.6より ν
(σ)
n , ν(σ) はそれぞれ密度 f

(σ)
n , f (σ) をもつ. さらに,補題 7.1と仮定,

および Lebesgueの収束定理より,任意の x ∈ Rd に対して f
(σ)
n (x) → f (σ)(x) (n → ∞)が成り立つ. 従っ

て, Schefféの補題より ∫
Rd

|f (σ)n (x)− f (σ)(x)|dx→ 0 (n→ ∞)

が成り立つ. 故に,∣∣∣∣∫
Rd

hdν(σ)n −
∫
Rd

hdν(σ)
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫

Rd

h(x){f (σ)n (x)− f (σ)(x)}dx
∣∣∣∣

≤ sup
x∈Rd

|h(x)|
∫
Rd

|f (σ)n (x)− f (σ)(x)|dx→ 0 (n→ ∞)

を得る. 一方で, φd を N(0, Id)の密度とすると,∫
Rd

hdν(σ)n =

∫
Rd×Rd

h(x+ σz)φd(z)dzνn(dx)

が成り立つから,
∫
Rd φd(z)dz = νn(Rd) = 1と hの 1-Lipschitz連続性に注意すると,∣∣∣∣∫

Rd

hdνn −
∫
Rd

hdν(σ)n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
Rd×Rd

{h(x)− h(x+ σz)}φd(z)dzνn(dx)
∣∣∣∣

≤ σ

∫
Rd

|z|φd(z)dzνn(Rd) = σ

∫
Rd

|z|φd(z)dz ≤ σ
√
d

を得る. ただし,最後の不等式は Schwarzの不等式から従う. 同様の議論によって∣∣∣∣∫
Rd

hdν −
∫
Rd

hdν(σ)
∣∣∣∣ ≤ σ

√
d
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も得られる. 以上より ∣∣∣∣∫
Rd

hdνn −
∫
Rd

hdν

∣∣∣∣ ≤ 2σ
√
d+

∣∣∣∣∫
Rd

hdν(σ)n −
∫
Rd

hdν(σ)
∣∣∣∣

が成り立つから,
lim sup
n→∞

∣∣∣∣∫
Rd

hdνn −
∫
Rd

hdν

∣∣∣∣ ≤ 2σ
√
d

が成り立つ. σ ↓ 0として示すべき主張を得る.

7.8 極限定理への応用

7.8.1 大数の弱法則

独立同分布確率変数列の標本平均に対しては,母平均の存在を仮定しなくても,次の形の大数の弱法則が
成立する:

定理 7.4. (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な d次元確率変数列とする. このとき, ϕ := ϕX1 が点 0で偏微分可能なら

ば, µ := −
√
−1∇ϕ(0) ∈ Rd であり,

1

n

n∑
i=1

Xi →p µ (n→ ∞). (7.2)

注意 7.1. 定理 7.4 は逆も成り立つことが知られている. [11, Theorem 2.5.5] 参照. また, E[‖X1‖] = ∞ で
あっても定理 7.4の仮定を満たす例が存在する. [3]の 275ページ参照.

命題 7.2より定理 7.4の仮定は E[‖X1‖] <∞であれば成立し,このとき µ = E[X1]となるから,次の系を
得る:

系 7.3. (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な d次元確率変数列とする. E[‖X1‖] <∞ならば, µ := E[X1]として,

1

n

n∑
i=1

Xi →p µ (n→ ∞). (7.3)

注意 5.3ですでに述べた通り,実際には系 7.3の仮定の下では概収束が成り立つ.
定理 7.4の証明のために 2つ補題を用意する.

補題 7.4. (ξn)
∞
n=1 を d次元確率変数列, a ∈ Rd とする. 次の 2条件は互いに同値である.

(i) ξn →p a (n→ ∞).

(ii) ξn →d a (n→ ∞).

証明. (i)⇒ (ii). 命題 5.2から従う.
(ii)⇒ (i). 任意に ε > 0をとる. 補題 5.5より

lim inf
n→∞

P (ξn ∈ U(a; ε)) ≥ P (a ∈ U(a; ε)) = 1

が成り立つ. 一方で定義から明らかに lim supn→∞ P (ξn ∈ U(a; ε)) ≤ 1であるから,これは

P (ξn ∈ U(a; ε)) → 1 (n→ ∞)

を意味する. P (‖ξn − a‖ ≥ ε) = 1 − P (ξn ∈ U(a; ε)) であるから, P (‖ξn − a‖ ≥ ε) → 0 (n → ∞) を
得る.
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補題 7.5. 複素数列 (an)
∞
n=1 が nan → 0 (n→ ∞)を満たすならば,任意の z ∈ Cに対して

(1 + z/n+ an)
n → ez (n→ ∞).

証明. (1 + z/n)n → ez (n→ ∞)だから, (1 + z/n+ an)
n − (1 + z/n)n → 0 (n→ ∞)を示せばよい.

∣∣∣(1 + z

n
+ an

)n
−
(
1 +

z

n

)n∣∣∣ = ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(
n

k

)
akn

(
1 +

z

n

)n−k
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
k=1

(
n

k

)
|an|k

(
1 +

|z|
n

)n−k

≤
(
1 +

|z|
n

)n n∑
k=1

nk

2k−1
|an|k ≤

(
1 +

|z|
n

)n
n|an|

1− n|an|/2

であり, n→ ∞のとき (1+ |z|/n)n → e|z|, n|an|/(1−n|an|/2) → 0であるから,示すべき主張を得る.

定理 7.4の証明. 成分ごとに示せばよいので, d = 1と仮定して一般性を失わない.
まず µ ∈ Rを示す. このためには Reϕ′(0) = 0を示せばよいが, Reϕ′ = (Reϕ)′ だから, (Reϕ)′(0) = 0

を示せばよい. これは, Reϕ(u) = E[cos(uX1)]より Reϕが偶関数であることから従う.
次に (7.2)を示す. 補題 7.4と Glivenkoの定理より,任意の u ∈ Rに対して ϕn(u) := ϕn−1

∑n
i=1 Xi

(u) →
e
√
−1uµ (n → ∞) となることを示せばよい. u = 0 の場合は明らかだから u 6= 0 とする. 系 7.2 より

ϕn(u) = ϕ(u/n)n が成り立つ. n→ ∞のとき,

n{ϕ(u/n)− (1 +
√
−1µu/n)} = u{(ϕ(u/n)− ϕ(0))/(u/n)− ϕ′(0)} → 0

であるから,補題 7.5より ϕ(u/n)n → e
√
−1µu (n→ ∞)が成り立つ.

7.8.2 中心極限定理

定理 7.5 (中心極限定理). (Xn)
∞
n=1 を独立同分布な d次元確率変数列で X1 のすべての成分が L2(P )に属

するようなものとする. このとき, µ := E[X1], Σ := Cov[X1]および X̄n := n−1
∑n

i=1Xi (n = 1, 2, . . . )と
おくと, √

n(X̄n − µ) →d N(0,Σ) (n→ ∞).

証明. Glivenkoの定理より,任意の u ∈ Rdに対して ϕn(u) := ϕ√
n(X̄n−µ)(u) → exp(−u>Σu/2) (n→ ∞)

が成り立つことを示せばよい. Yi := Xi − µ (i = 1, 2, . . . )とおくと,
√
n(X̄n − µ) = n−1/2

∑n
i=1 Yi と書き

直せるので,系 7.2より ϕn(u) = ϕY1(u/
√
n)n が成り立つ. ここで,各 t ∈ Rについて,

ρ(t) := e
√
−1t −

(
1 +

√
−1t− t2

2

)
=

∫ t

0

{
√
−1(e

√
−1s − 1) + s}ds =

∫ t

0

(∫ s

0

(1− e
√
−1r)dr

)
ds (7.4)

より
|ρ(t)| ≤

∣∣∣∣∫ t

0

∣∣∣∣∫ s

0

|1− e
√
−1r|dr

∣∣∣∣ ds∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣∫ t

0

|s|ds
∣∣∣∣ = t2 (7.5)

が成り立つから, E[|ρ(u · Y1)|] ≤ E[(u · Y1)2] <∞である. 従って,

ϕY1(u/
√
n) = E

[
1 +

√
−1

u · Y1√
n

− (u · Y1)2

2n

]
+ E[ρ(u · Y1)] = 1− u>Σu

2n
+ E[ρ(u · Y1/

√
n)]

と書き直せる. ここで,任意の r ∈ Rに対して |1− e
√
−1r| = |

∫ r

0
e
√
−1qdq| ≤ |r|となることに注意すると,

(7.4)より任意の t ∈ Rに対して |ρ(t)| ≤ |t|3/6が成り立つ. 従って n|ρ(u ·Y1/
√
n)| ≤ |u ·Y1|3/(6

√
n) → 0

(n → ∞) である. 一方で (7.5) より n|ρ(u · Y1/
√
n)| ≤ |u · Y1|2 も成り立つ. よって, E[|u · Y1|2] < ∞ に

注意すると, Lebesgue の収束定理より nE[ρ(u · Y1/
√
n)] → 0 (n → ∞) が成り立つ. 従って補題 7.5 より

ϕY1(u/
√
n)n → exp(−u>Σu/2) (n→ ∞)となって示すべき主張を得る.
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