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本講義ノートを通じて,確率空間 (Ω,F ,P)を 1つ固定して考える. 特に断りがない限り,考えて
いる確率変数はすべてこの確率空間 (Ω,F ,P)上で定義されているものとする. また,特に断らない
限り,確率変数の間の等式や不等式は,すべて確率 1で成立しているものと解釈する. 例えば, 2つの
確率変数 X,Y に対して X = Y と書いた場合には, P-a.s.でこの等式が成立していることを意味し
ている.

1 導入: 独立正規標本の共分散行列の推定
平均 0,共分散行列 Σの d次元正規分布に従う独立同分布な確率変数列 X1, . . . , Xn が観測デー

タとして得られているとし, Σを推定する問題を考える. Σの推定量としては,標本共分散行列

Σ̂n =
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i

を考えるのが自然であろう (ここでは平均 0と仮定しているので中心化は行なっていない). 任意の
j, k = 1, . . . , dに対して,

E

[∣∣∣Σ̂n,jk − Σjk

∣∣∣2] = Var

[
1

n

n∑
i=1

XijXik

]
=

1

n2

n∑
i=1

Var [XijXik] =
1

n
Var [X1jX1k] (1.1)

が成り立つから, n → ∞のとき Σ̂n,jk は Σjk に L2-収束する. 特に, Σ̂n,jk は Σjk の (弱)一致推定
量である (実際には大数の強法則より強一致推定量になっている).

p× q 行列 A = (Ajk)1≤j≤p,1≤k≤q に対して, Aの Frobeniusノルムを ‖A‖F で表すことにする:

‖A‖2F = tr(AA>) =

p∑
j=1

q∑
k=1

A2
jk.

dが nによらず固定されているような低次元の設定では, n→ ∞のとき ‖Σ̂n − Σ‖F が 0に L2-収
束することは,上の結果から直ちに従う. 特に, Σ̂n が Frobeniusノルムに関して Σの一致推定量と
なることがわかる. しかし, n→ ∞のとき d = dn → ∞となるような高次元の設定では,このよう
な議論は一般には正当化できない. 実際, (1.1)より

E

[∥∥∥Σ̂n − Σ
∥∥∥2
F

]
=

1

n

d∑
j,k=1

Var [X1jX1k] =
E |X1|4 − ‖Σ‖2F

n

が成り立つことがわかる. ただし, ベクトル x ∈ Rd に対して |x| は Euclid ノルムを表す. いま, Σ

が単位行列 Id の場合を考えると, X1 の成分は独立となるから,

Var[|X1|2] = Var

 d∑
j=1

X2
1j

 =

d∑
j=1

Var[X2
1j ] = 2d

が成り立つ. 従って,

E

[∥∥∥Σ̂n − Σ
∥∥∥2
F

]
=

(E |X1|2)2 + Var[|X1|2]− d

n
=
d(d+ 1)

n
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を得る. 故に, n→ ∞のとき ‖Σ̂n − Σ‖F が 0に L2-収束するためには, d2 = o(n)という条件が必
要である. 特に,データの次元 dはサンプル数 nよりずっと小さくなければならない.

Σは未知パラメータを d(d+ 1)/2個含むため,「d2 = o(n)」という条件は「サンプル数が未知パ
ラメータの数より十分大きい」という条件に対応することになり,直感的には自然な要請に思える.

しかし,推定誤差 Σ̂n−Σの計測方法を, Frobeniusノルムから別のノルムに変更すると,以下で見る
ように,一致性を得るために必要な次元 dに関する条件をはるかに緩められるケースがある.

命題 1.1. p× q行列 A = (Ajk)1≤j≤p,1≤k≤q に対して |A|∞ := max1≤j≤p,1≤k≤q |Ajk|と定める. こ
のとき,

E

[∣∣∣Σ̂n − Σ
∣∣∣2
∞

]
≤ 64|Σ|2∞ log2(d2

√
2)

n
(1.2)

が成り立つ.

証明. 3ステップに分けて証明する.

Step 1. d × nランダム行列 X を X = (X1, . . . , Xn)で定義する. Σ̂n = XX>/nと書けることに
注意する. また, X̃ = (X̃1, . . . , X̃n)をX の独立なコピー,すなわちX と同じ分布をもちX と独立
であるような d × nランダム行列とする. このとき, E[X̃ | X] = 0かつ E[X̃X̃>/n | X] = Σとな
ることに注意すれば,

Σ̂n − Σ =
1

n
E
[
XX> − X̃X̃> | X

]
=

1

n
E
[
(X + X̃)(X − X̃)> | X

]
が成り立つ. 従って, Jensenの不等式より,

E

[∣∣∣Σ̂n − Σ
∣∣∣2
∞

]
≤ 1

n2
E

[∣∣∣(X + X̃)(X − X̃)>
∣∣∣2
∞

]
を得る. ここで,Xi

i.i.d.∼ Nd(0,Σ)であることに注意すると, (X + X̃,X − X̃)と
√
2(X, X̃)は同じ

分布に従うことがわかる. 故に

E

[∣∣∣Σ̂n − Σ
∣∣∣2
∞

]
≤ 4

n2
E

[∣∣∣XX̃>
∣∣∣2
∞

]
=

4

n2
E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

XiX̃
>
i

∣∣∣∣∣
2

∞


が成り立つ.

Step 2. Z1, . . . , Zp がそれぞれ平均 0の正規分布に従う確率変数ならば,

E

[
max

1≤j≤p
Z2
j

]
≤ 4 log(p

√
2) max

1≤j≤p
E[Z2

j ] (1.3)

が成り立つことを示す. 各 j = 1, . . . , pについて σj :=
√
E[Z2

j ]と定め, σ := max1≤j≤d σj とおく.

σj = 0のとき Zj = 0となることに注意すると,すべての j について σj > 0であると仮定して一
般性を失わない. このとき,

E

[
max

1≤j≤p
Z2
j

]
≤ σ2 E

[
max

1≤j≤p

Z2
j

σ2
j

]
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が成り立つ. 従って,すべての j について σj = 1であるような場合に (1.3)を示せば十分であるこ
とがわかる. この場合, Jensenの不等式より

E

[
max

1≤j≤p
Z2
j

]
= 4 log

(
exp

(
E

[
max

1≤j≤p
Z2
j /4

]))
≤ 4 log E

[
exp

(
max

1≤j≤p
Z2
j /4

)]
が成り立つことと,各 j について Z2

j が自由度 1の χ2 分布に従うことから

E

[
exp

(
max

1≤j≤p
Z2
j /4

)]
= E

[
max

1≤j≤p
exp

(
Z2
j /4
)]

≤
p∑
j=1

E
[
exp

(
Z2
j /4
)]

= p
√
2

が成り立つことを組み合わせることで, (1.3)が得られる.

Step 3. X̃ が与えられた下で,
∑n
i=1XijX̃ik (j, k = 1, . . . , d)はそれぞれ平均 0,分散 Σjj

∑n
i=1 X̃

2
ik

の正規分布に従うことに注意すると, (1.3)より

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

XiX̃
>
i

∣∣∣∣∣
2

∞

| X̃

 ≤ 4 log(d2
√
2)|Σ|∞ max

1≤k≤d

n∑
i=1

X̃2
ik

が成り立つ. また,

E

[
max

1≤k≤d

n∑
i=1

X̃2
ik

]
≤

n∑
i=1

E

[
max

1≤k≤d
X̃2
ik

]
= nE

[
max

1≤k≤d
X̃2

1k

]
であり, X1 の各成分は平均 0の正規分布に従うから,再び (1.3)より

E

[
max

1≤k≤d

n∑
i=1

X̃2
ik

]
≤ 4n log(d

√
2)|Σ|∞

が成り立つ. 以上より,

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

XiX̃
>
i

∣∣∣∣∣
2

∞

 ≤ 16n log2(d2
√
2)|Σ|2∞

を得る. この評価と Step 1をあわせて示すべき結論を得る.

命題 1.1より, 例えば Σ = Id の場合, n → ∞ のとき |Σ̂n − Σ|∞ が 0に L2-収束するためには,

log2 d = o(n)という条件があれば十分である. これは, dが nよりはるかに大きい状況を許容する.

後に見るように,いくつかの統計的応用においては, |Σ̂n − Σ|∞ の収束さえあれば十分なため,この
結果は応用上も意味のあるものである.

命題 1.1の証明は,観測データの独立性と正規性をフルに使っている. しかし, (1.2)のような評価
は,観測データが正規でなくても,裾が十分軽ければ成立し,またデータが確率過程から得られてい
るようなケースにも一般化できることが知られている. 本講義では,そのような結果を,導出するた
めの数学的技法も含めて解説することを目標とする. あわせて, 関連する統計的応用にもいくつか
触れる.
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2 Orliczノルム
定義 2.1 (Orliczノルム). ψ : [0,∞) → [0,∞)を全単射増加関数とする. 確率変数 X に対して, X

の ψ-Orliczノルムを
‖X‖ψ := inf{C > 0 : E[ψ(|X|/C)] ≤ 1}

で定義する.

例 2.1. p > 0として ψ(x) = xp と定めると, ‖X‖ψ = (E |X|p)1/p となることが容易に確認できる.

従って, Orliczノルムは Lp-ノルムの一般化となっている. また,この例からわかるように, Orliczノ
ルムはノルムの条件を満たすとは限らない (三角不等式を満たさない場合がある). 次の命題で示す
ように, ψ が凸であれば, Orliczノルムは実際にノルムの条件を満たす.

命題 2.1. ψ : [0,∞) → [0,∞)を全単射増加関数, X を確率変数とするとき,以下が成り立つ.

(a) ‖X‖ψ = 0 ⇔ X = 0 a.s.

(b) 0 < ‖X‖ψ <∞ならば, E[ψ(|X|/‖X‖ψ)] ≤ 1.

(c) 任意の c ∈ Rに対して, ‖cX‖ψ = |c|‖X‖ψ.
(d) ψ が凸ならば, 2つの確率変数 X,Y に対して ‖X + Y ‖ψ ≤ ‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ.

証明. まず,条件から特に, ψ(0) = 0, ψ(x) → ∞ (x→ ∞)であり,かつ ψ は連続となることに注意
しておく.

(a) ‖X‖ψ = 0ならば,任意の ε > 0に対して,ある Cε ∈ (0, ε)が存在して E[ψ(|X|/Cε)] ≤ 1と
なる. ψ は増加関数であるから,これは E[ψ(|X|/ε)] ≤ 1を意味する. X 6= 0ならば ψ(|X|/ε) ↑ ∞
(ε ↓ 0)となることに注意すると, P(X 6= 0) > 0ならば,単調収束定理より E[ψ(|X|/ε)] ↑ ∞ (ε ↓ 0)

とならなければならず,これは矛盾である. 従って X = 0 a.s.である.

逆にX = 0 a.s.ならば, ψ(0) = 0より任意の C > 0に対して E[ψ(|X|/C)] ≤ 1が成り立つから,

‖X‖ψ = 0である.

(b)任意の B > ‖X‖ψ に対して,上と同様の議論によって E[ψ(|X|/B)] ≤ 1が成り立つことがわ
かる. ψ が連続であることに注意すると, B ↓ ‖X‖ψ とすれば,単調収束定理より示すべき結論が得
られる.

(c) ‖X‖ψ = 0 または c = 0 の場合は (a) から従う. c 6= 0 かつ ‖X‖ψ = ∞ の場合は
E[ψ(|X|/C)] ≤ 1 となる C > 0 が存在しないため, E[ψ(|cX|/C)] ≤ 1 となる C > 0 も存在
せず,従って ‖cX‖ψ = ∞ = |c|‖X‖ψ となって成り立つ. 従って c 6= 0かつ 0 < ‖X‖ψ < ∞の場
合に示せばよい. この場合, (b)より E[ψ(|cX|/|c|‖X‖ψ)] ≤ 1および E[ψ(|X|/(‖cX‖ψ/|c|)] ≤ 1が
成り立つから, ‖cX‖ψ = |c|‖X‖ψ となる.

(d) ‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ < ∞かつ ‖X‖ψ ∧ ‖Y ‖ψ > 0の場合のみ考えれば十分である. ψ が増加関数
であることから

E[ψ(|X + Y |/(‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ))] ≤ E[ψ((|X|+ |Y |)/(‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ))]

7



が成り立つ. ここで, t = ‖X‖ψ/(‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ)とおくと,

(|X|+ |Y |)/(‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ) = t|X|/‖X‖ψ + (1− t)|Y |/‖Y ‖ψ

と書けるから, ψ の凸性と (b)より

E[ψ(|X + Y |/(‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ))] ≤ tE[ψ(|X|/‖X‖ψ)] + (1− t)E[ψ(|Y |/‖Y ‖ψ)] ≤ 1

が成り立つ. 故に ‖X + Y ‖ψ ≤ ‖X‖ψ + ‖Y ‖ψ である.

高次元統計において重要なのは, α > 0に対して定まる関数 ψα(x) = exp(xα) − 1 (x ≥ 0)に対
応する ψα-Orliczノルムである. これは次の命題による.

命題 2.2 (cf. van der Vaart & Wellner (1996), Lemma 2.2.2). ある普遍定数 C > 0 が存在して次が
成り立つ: X1, . . . , Xd を確率変数, α > 0とすると,∥∥∥∥ max

1≤j≤d
|Xj |

∥∥∥∥
ψα

≤ {C log(3d)}1/α max
1≤j≤d

‖Xj‖ψα . (2.1)

証明. 確率変数 ξ に対して ‖ξ‖ψα = ‖|ξ|α‖1/αψ1
が成り立つことに注意すると, α = 1の場合に (2.1)

を満たすような普遍定数 C が存在することを示せば十分である. また, 0 < max1≤j≤d ‖Xj‖ψ1 <∞
の場合のみ考えれば十分である.

Y := max1≤j≤d |Xj |とおく. 任意の定数K, c > 0に対して

exp

(
Y

K log(3d)

)
≤ exp

(
Y

K log(3d)
1{ Y

K log(3d)
≥c

})+ ec

が成り立つ. ここで, a ≥ 0と b ≥ 1が a/b ≥ cを満たすならば,

a+ b2 ≤ ab+
ab

c
=

(
1 +

1

c

)
ab, 従って,

a

b
≤
(
1 +

1

c

)
a− b

が成り立つ. この不等式を a = Y /K, b = log(3d)として適用すれば,

Y

K log(3d)
1{ Y

K log(3d)
≥c

} ≤
(
1 +

1

c

)
Y

K
− log(3d)

を得る. 従って,

E

[
exp

(
Y

K log(3d)
1{ Y

K log(3d)
≥c

})] ≤ 1

3d
E

[
exp

((
1 +

1

c

)
Y

K

)]
≤ 1

3d

d∑
j=1

E

[
exp

((
1 +

1

c

)
|Xj |
K

)]
が成り立つ. 故に,K = (1 + 1/c)max1≤j≤d ‖Xj‖ψ1 , c = log(4/3)とすれば,命題 2.1(b)より

E

[
exp

(
Y

K log(3d)

)]
≤ 2

3
+

4

3
= 2

を得る. 故に, C = 1 + 1/cととれば (2.1)が成立する.
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確率変数 X がある α > 0に対して 0 < ‖X‖ψα < ∞を満たすならば,命題 2.1(b)とMarkovの
不等式より,任意の u ≥ 0に対して

P(|X| ≥ u) ≤ 2 exp

(
− uα

‖X‖αψα

)

が成り立つ. 逆に,上の形の不等式を満たすような確率変数は有限な ψα-Orliczノルムを持つ.

命題 2.3 (cf. van der Vaart & Wellner (1996), Lemma 2.2.1). X を確率変数, α > 0 とし, ある定数
C,K > 0が存在して任意の u > 0に対して P(|X| > u) ≤ Ke−Cu

α が成り立つとする. このとき,

‖X‖ψα ≤ ((1 +K)/C)1/α.

以下のよく知られた結果を証明で使うため,思い出しておく.

補題 2.1. X を非負確率変数とする. また, f : [0,∞) → [0,∞)を以下の 3つの条件を満たす関数と
する:

(i) f は非減少である.

(ii) 任意の T > 0に対して, f は [0, T ]上絶対連続である.

(iii) f(0) = 0.

このとき,

E[f(X)] =

∫ ∞

0

f ′(u)P(X > u)du.

証明. (Rudin, 1987, Theorem 8.16)参照.

命題 2.3の証明. ‖X‖ψα = ‖|X|α‖1/αψ1
が成り立つから, α = 1の場合に示せば十分である. 補題 2.1

と仮定より, B = (1 +K)/C に対して,

E[ψ1(|X|/B)] = B−1

∫ ∞

0

eu/B P(|X| > u)du

≤ CK

1 +K

∫ ∞

0

e−CKu/(1+K)du =
[
−e−CKu/(1+K)

]∞
0

= 1

となることから結論が従う.

ψα-Orliczノルムと Lp-ノルムの pに関する増大度には密接な関係がある.

命題 2.4. X を確率変数, α > 0とする. αのみに依存する定数 Cα > 0が存在して,任意の p ≥ 1に
対して

‖X‖p := (E |X|p)1/p ≤ Cαp
1/α‖X‖ψα (2.2)

が成り立つ.

証明にはガンマ関数の Stirling近似を用いるため,思い出しておく.
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補題 2.2 (Stirling近似). Γをガンマ関数とすると,任意の p ≥ 1に対して
√
2πpp−

1
2 e−p < Γ(p) <

√
2πpp−

1
2 e−p+

1
12

が成り立つ.

証明. 高木 (1983)の 69節参照.

命題 2.4の証明. まず α = 1の場合に成り立つことを示す. 0 < ‖X‖ψ1 < ∞の場合に示せば十分
である. 補題 2.1とMarkovの不等式より

E[|X|p] ≤ 2p

∫ ∞

0

up−1e−u/‖X‖ψ1du = 2p‖X‖pψ1
Γ(p) (2.3)

が成り立つから, Stirling近似と不等式 p < ep より

E[|X|p] ≤ 2
√
2πppe

1
12 ‖X‖pψ1

が成り立つ. 従って, p ≥ 1に注意すると,

‖X‖p ≤ 2
√
2πe

1
12 p‖X‖ψ1

となるから, C = 2
√
2πe

1
12 ととれば (2.2)は成立する.

次に α 6= 1を考える. α < 1の場合, p/α > 1だから,

‖X‖p = ‖|X|α‖1/αp/α ≤ (C(p/α)‖|X|α‖ψ1)
1/α = (C/α)1/αp1/α‖X‖ψα

となる. α > 1の場合は, αp > pだから, Lyapunovの不等式より

‖X‖p ≤ ‖X‖αp = ‖|X|α‖1/αp ≤ (Cp‖|X|α‖ψ1)
1/α = (Cp)1/α‖X‖ψα

となる.

応用上特に重要なのは, α = 1, 2の場合であり,それぞれ名前がついている.

定義 2.2 (劣 Gauss性・劣指数性). X を確率変数とする.

(a) ‖X‖ψ2
<∞のとき, X は劣 Gauss型であるという.

(b) ‖X‖ψ1 <∞のとき, X は劣指数型であるという.

例 2.2. X を平均 0,標準偏差 σ > 0の正規分布に従う確率変数とする. このとき, X2/σ2 が自由度
1の χ2 分布に従うことに注意すると, ‖X‖ψ2 = σ

√
8/3であることがわかる. 特に, X は劣 Gauss

型である.

劣 Gauss型確率変数の積は劣指数型になる. より一般に次の不等式が成立する.
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命題 2.5 (ψα-Orlicz ノルムに対する Hölder の不等式). X,Y を 2 つの確率変数とする. 定数
α, β, γ > 0が 1/α+ 1/β = 1/γ を満たすならば,

‖XY ‖ψγ ≤ ‖X‖ψα‖Y ‖ψβ

が成り立つ.

証明には次の初等的な不等式を用いる.

補題 2.3 (積に対する Youngの不等式). a, b ≥ 0と p, q > 1を定数とする. 1/p+ 1/q = 1ならば,

ab ≤ ap

p
+
bq

q

が成り立つ.

証明. a, bともに正の場合のみ考えれば十分である. 対数関数が凹関数であることに注意すると,

log

(
ap

p
+
bq

q

)
≥ 1

p
log ap +

1

q
log bq = log(ab)

が成り立つ. 両辺の指数をとって示すべき不等式を得る.

命題 2.5の証明. 0 < ‖X‖ψα < ∞かつ 0 < ‖Y ‖ψβ < ∞の場合のみ考えればよい. p = α/γ, q =

β/γ とおく. 仮定より p, q > 1および 1/p+ 1/q = 1が成り立つ. 従って,積に対する Youngの不
等式より (

|XY |
‖X‖ψα‖Y ‖ψβ

)γ
≤ 1

p

|X|pγ

‖X‖pγψα
+

1

q

|Y |qγ

‖Y ‖qγψβ
=

1

p

|X|α

‖X‖αψα
+

1

q

|Y |β

‖Y ‖βψβ

が成り立つ. よって, Hölderの不等式と命題 2.1(b)より

E

[
exp

((
|XY |

‖X‖ψα‖Y ‖ψβ

)γ)]
≤

(
E

[
exp

(
|X|α

‖X‖αψα

)])1/p(
E

[
exp

(
|Y |β

‖Y ‖βψβ

)])1/q

≤ 21/p21/q = 2

が成り立つ. これは示すべき不等式を意味する.

命題 2.5から特に, ψα-Orliczノルムの有限性は α が大きくなるほど強い条件となることがわか
る. より正確には次の結果が成り立つ.

系 2.1. X を確率変数とする. 0 < α ≤ β <∞に対して,

‖X‖ψα ≤ (log 2)1/β−1/α‖X‖ψβ

が成り立つ.
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証明. α = β の場合は明らかだから, α < β とする. γ > 0を 1/β + 1/γ = 1/αを満たすように定
めると,命題 2.5より

‖X‖ψα ≤ ‖X‖ψβ‖1‖ψγ

が成り立つ. ‖1‖ψγ = (log 2)−1/γ = (log 2)1/β−1/α であることが容易に確認できるから,示すべき
不等式が得られる.

3 Bernsteinの不等式
この節の目標は,劣 Gauss型の独立標本に対して,命題 1.1に対応する結果を示すことである. 命

題 2.5より,劣 Gauss型の独立標本から計算された標本共分散行列は,独立な劣指数型確率変数の和
となることがわかる. 従って,一般に,成分が独立な劣指数型確率変数の和からなる確率ベクトルの
最大値ノルムを評価する問題を考えればよいことになる. まずこの節では, この問題を解くのに有
用な道具である Bernsteinの不等式を示すことから始める.

後に確率過程の場合に拡張する際にマルチンゲールに対する Bernsteinの不等式が必要となるた
め,その場合で証明しておく. 念のためにマルチンゲール差分列の定義を思い出しておく.

定義 3.1 (マルチンゲール差分列). (Gi)ni=0 を F のフィルトレーションとする. すなわち, (Gi)ni=0 は
F の部分 σ-加法族の列で G0 ⊂ G1 ⊂ · · · Gn を満たすものとする. 確率変数列 (Xi)

n
i=1 が (Gi)ni=0

に関するマルチンゲール差分列であるとは, 任意の i = 1, . . . , n に対して, Xi は Gi-可測かつ可積
分であり,かつ E[Xi | Gi−1] = 0が成り立つことをいう.

注意 3.1. (Xi)
n
i=1 がフィルトレーション (Gi)ni=0 に関するマルチンゲール差分列であるとは,

X0 := 0として Yj :=
∑j
i=0Xi (j = 0, 1, . . . , n)と定めたとき, (Yj)

n
j=0 が (Gi)ni=0 に関するマルチ

ンゲールとなることと同値である.

例 3.1. X1, . . . , Xn を平均 0 の独立確率変数列とする. G0 := {∅,Ω}, Gi := σ(X1, . . . , Xi) (i =

1, . . . , n)とおくと, (Xi)
n
i=1 はフィルトレーション (Gi)ni=0 に関するマルチンゲール差分列となる.

定理 3.1 (マルチンゲールに対する Bernsteinの不等式). (Xi)
n
i=1 をフィルトレーション (Gi)ni=0 に

関するマルチンゲール差分列, b > 0を定数とする. また,各 i = 1, . . . , nに対して,ある定数 σi > 0

が存在して,任意の整数 p ≥ 2に対して

E[|Xi|p | Gi] ≤
p!

2
σ2
i b
p−2 (3.1)

が成り立つとする. このとき, σ2 :=
∑n
i=1 σ

2
i とおくと,任意の u ≥ 0に対して

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣ ≥ u

)
≤ 2 exp

(
− u2

2(σ2 + bu)

)
が成り立つ.
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定理 3.1の証明のために 2つ補題を準備する.

補題 3.1. X を確率変数, b ≥ 0, v > 0を定数とする. 任意の λ ∈ [0, 1/b)に対して*1

E
[
eλX

]
≤ exp

(
vλ2

2(1− bλ)

)
(3.2)

が成り立つならば,任意の u ≥ 0に対して

P(X ≥ u) ≤ exp

(
− u2

2(v + bu)

)
が成り立つ.

証明. λ := u/(v + bu) ∈ [0, 1/b)に注意すると, Markovの不等式と (3.2)より

P(X ≥ u) = P(eλX ≥ eλu) ≤ e−λu E[eλX ] ≤ exp

(
−λu+

vλ2

2(1− bλ)

)
を得る.

vλ2

2(1− bλ)
=
λ2

2
(v + bu) =

λ

2
u

であるから,

−λu+
vλ2

2(1− bλ)
= −λ

2
u = − u2

2(v + bu)

となるので,示すべき不等式を得る.

補題 3.2. X を可積分な確率変数, G を F の部分 σ-加法族とする. E[X | G] = 0であり,かつ,ある
定数 b, σ > 0が存在して,任意の整数 p ≥ 2に対して

E[|X|p | G] ≤ p!

2
σ2bp−2 (3.3)

が成り立つならば, |λ| < 1/bなる任意の λ ∈ Rに対して

E
[
eλX | G

]
≤ exp

(
σ2λ2

2(1− b|λ|)

)
が成り立つ.

証明. 条件 (3.3)と |bλ| < 1より,

E

[∣∣∣∣∣
∞∑
p=2

λp
Xp

p!

∣∣∣∣∣ | G
]
≤

∞∑
p=2

|λ|pE[|X|p | G]
p!

≤ σ2λ2

2

∞∑
p=2

|bλ|p−2 =
σ2λ2

2(1− b|λ|)
<∞

が成り立つ. 従って,指数関数の Taylor展開と E[X | G] = 0より,

E[eλX | G] ≤ 1 +
σ2λ2

2(1− b|λ|)

を得る. 任意の u ≥ 0に対して成り立つ不等式 1 + u ≤ eu より示すべき不等式を得る.

*1 b = 0の場合は 1/b = ∞と解釈する.
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定理 3.1の証明. |λ| < 1/bなる λ ∈ Rを任意にとる. 補題 3.2より,各 i = 1, . . . , nについて

E
[
eλXi | Gi−1

]
≤ exp

(
σ2
i λ

2

2(1− b|λ|)

)
が成り立つ. 従って,

E

[
exp

(
λ

n∑
i=1

Xi

)]
= E

[
exp

(
λ

n−1∑
i=1

Xi

)
E[eλXn | Gn−1]

]

≤ E

[
exp

(
λ
n−1∑
i=1

Xi

)]
exp

(
σ2
nλ

2

2(1− b|λ|)

)

≤ · · · ≤
n∏
i=1

exp

(
σ2
i λ

2

2(1− b|λ|)

)
= exp

(
σ2λ2

2(1− b|λ|)

)
を得る. 故に,補題 3.1を

∑n
i=1Xi と −

∑n
i=1Xi のそれぞれに適用することで,示すべき不等式を

得る.

次の補題は Bernsteinの不等式の最大値ノルム評価における有用性を示している.

補題 3.3 (van der Vaart & Wellner (1996), Lemma 2.2.10). X1, . . . , Xd を確率変数列, b, σ > 0を定
数とし,任意の u > 0と j = 1, . . . , dに対して

P(|Xj | > u) ≤ 2 exp

(
− u2

2(σ2 + bu)

)
が成り立つとする. このとき,ある普遍定数 C が存在して,∥∥∥∥ max

1≤j≤d
|Xj |

∥∥∥∥
ψ1

≤ C
(
σ
√
log(3d) + b log(3d)

)
.

証明. 各 j = 1, . . . , d について, 仮定より, 0 < u ≤ σ2/b ならば P(|Xj | > u) ≤ 2e−u
2/(4σ2)

となり, u > σ2/b ならば P(|Xj | > u) ≤ 2e−u/(4b) となる. 従って, 任意の u > 0 に対して
P(|Xj |1{|Xj |≤σ2/b} > u) ≤ 2e−u

2/(4σ2) かつ P(|Xj |1{|Xj |>σ2/b} > u) ≤ 2e−u/(4b) が成り立つ.

よって,命題 2.3より∥∥|Xj |1{|Xj |≤σ2/b}
∥∥
ψ2

≤
√
12σ かつ

∥∥|Xj |1{|Xj |>σ2/b}
∥∥
ψ1

≤ 12b

が成り立つ. 従って,命題 2.2より,ある普遍定数 C1 > 0が存在して∥∥∥∥ max
1≤j≤d

|Xj |1{|Xj |≤σ2/b}

∥∥∥∥
ψ2

≤ C1σ
√
log(3d),∥∥∥∥ max

1≤j≤d
|Xj |1{|Xj |>σ2/b}

∥∥∥∥
ψ1

≤ C1b log(3d)

が成り立つから,系 2.1と ψ1-Orliczノルムに対する三角不等式より示すべき不等式を得る.

Bernsteinの不等式を独立な劣指数型確率変数の和に対して適用すると,以下の評価を得る.
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命題 3.1. X1, . . . , Xn を独立な確率変数列で K := max1≤i≤n ‖Xi‖ψ1 ∈ (0,∞)を満たすものとす
る. このとき, S :=

∑n
i=1 ‖Xi‖2ψ1

とおくと,任意の u ≥ 0に対して,

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Xi − E[Xi])

∣∣∣∣∣ ≥ u

)
≤ 2 exp

(
− u2

2(16S + 2Ku)

)
.

証明. 各 i = 1, . . . , n と p ≥ 2 に対して, (2.3) より E[|Xi|p] ≤ 2p!‖Xi‖pψ1
が成り立つ. 従って,

Jensenの不等式より

E[|Xi − E[Xi]|p] ≤ 2p E[|Xi|p] ≤ 2p+1p!‖Xi‖pψ1
≤ p!

2
(4‖Xi‖ψ1)

2(2K)p−2

が成り立つ. 故に, Bernsteinの不等式から示すべき不等式が従う.

3.1 劣 Gauss型独立標本の共分散行列の推定

X1, . . . , Xn を独立同分布な d 次元確率変数列とし, 平均 0, 共分散行列 Σ をもち, かつ K :=

max1≤j≤d ‖X1j‖ψ2 <∞を満たすとする. 命題 1.1と同様に,中心化していない標本共分散行列

Σ̂n =
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i

に対して, |Σ̂n − Σ|∞ を評価する問題について考察する.

命題 3.2. ある普遍定数 C が存在して次の不等式が成り立つ:

∥∥∥|Σ̂n − Σ|∞
∥∥∥
ψ1

≤ CK2

(√
log(3d2)

n
+

log(3d2)

n

)
.

証明. 各 j, k ∈ {1, . . . , d}について,

Σ̂n,jk − Σjk =
1

n

n∑
i=1

(XijXik − E[XijXik])

と書けることと,命題 2.5より ‖XijXik‖ψ1 ≤ K2 が成り立つことに注意すると,命題 3.1より,任
意の u ≥ 0に対して

P
(∣∣∣Σ̂n,jk − Σjk

∣∣∣ ≥ u
)
≤ 2 exp

(
− u2

2(16K4/n+ (2K2/n)u)

)
が成り立つ. 従って,補題 3.3より,ある普遍定数 C が存在して

∥∥∥|Σ̂n − Σ|∞
∥∥∥
ψ1

≤ C

(
K2
√
log(3d2)√
n

+
K2 log(3d2)

n

)

が成り立つ. 従って示すべき不等式が得られた.
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命題 3.2と 2.4から特に,ある普遍定数 C が存在して

E

[∣∣∣Σ̂n − Σ
∣∣∣2
∞

]
≤ CK4

(
log(3d2)

n
+

(
log(3d2)

n

)2
)

が成り立つことがわかる. 従って,K が nに依存しない定数で上から抑えられる場合, n→ ∞のと
き |Σ̂n − Σ|∞ が 0に L2-収束するためには, log d = o(n)という条件があれば十分である. Xi が正
規分布に従う場合は K =

√
(8/3)|Σ|∞ となることが例 2.2より従うので,上の結果は (定数 C の

具体的な値を求めていないことを除けば)命題 1.1の評価を改善している.

4 実現共分散行列: 低次元の場合
4.1 連続時間マルチンゲールに関する基本事項の復習

この節では, 以下の議論で必要となる確率解析における用語や結果を列挙する. 詳細は専門書を
参照のこと. 和書では例えば長井 (1999)を参照するとよい.

■ 連続時間確率過程に関する基本事項
以下この小節では, Ξは位相空間を表す.

定義 4.1 (確率過程). Ξ値確率変数の族 X = (Xt)t∈[0,∞) を ([0,∞)で添字づけられた) Ξ値 (確率)

過程と呼ぶ. Ξ = Rd の場合は d次元 (確率)過程と呼び, 1次元確率過程は単に (確率)過程と呼ぶ
ことにする.

X = (Xt)t≥0 が d次元確率過程のとき,各 i = 1, . . . , dと t ≥ 0について Xt の第 i成分で与え
られる確率変数をXi

t と書くことにし,Xi := (Xi
t)t≥0 と定める. すなわち,Xi はX の「第 i成分」

から定まる確率過程である. X1, . . . , Xd を総称して X の成分過程と呼ぶことにする.

H = (Hs)s≥0 が Rd×r 値確率過程のとき, j = 1, . . . , d, k = 1, . . . , d と s ≥ 0 に対して, Hs の
(j, k)成分で与えられる確率変数を Hjk

s で表すことにする.

2つの Ξ値確率過程X = (Xt)t∈[0,∞) および Y = (Yt)t∈[0,∞) が区別できないとは,ある P -ゼロ
集合 N が存在して, 任意の ω ∈ Ω \ N と t ≥ 0 に対して Xt(ω) = Yt(ω) が成り立つことをいう.

以下,特に断らない限り,区別できない Ξ値確率過程どうしは同一視して考える.

定義 4.2 (フィルトレーション). 族 F = (Ft)t≥0 が F のフィルトレーションであるとは, 各 Ft が
F の部分 σ-加法族であり,かつ 0 ≤ s < tならば Fs ⊂ Ft を満たすことをいう. このとき,順序対
(Ω,F ,F,P)を確率基底またはフィルター付き確率空間と呼ぶ.

以下特に断らない限り,確率基底 B = (Ω,F ,F,P)を 1つ固定して考える. さらに, B は以下の 2

条件 (いわゆる「通常の仮定」)を満たすと仮定する:

(i) (右連続性)任意の t ≥ 0に対して,
⋂
s>tFs = Ft.

(ii) (完備性) N ⊂ Ωがある P-ゼロ集合に含まれるならば, N ∈ F0 が成り立つ.
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定義 4.3 (適合過程). Ξ値確率過程 X = (Xt)t≥0 が Fに適合しているとは,任意の t ≥ 0に対して
Xt が Ft-可測となることをいう.

定義 4.4 (連続過程). Ξ値確率過程 X = (Xt)t≥0 が連続であるとは,ほとんどすべての ω ∈ Ωにつ
いて,関数 [0,∞) 3 t 7→ Xt(ω) ∈ Ξが連続となることをいう.

定義 4.5 (連続増加過程). 確率過程 A = (At)t≥0 が (B 上の)連続増加過程であるとは, Aが以下の
2条件を満たすことをいう:

(i) Aは Fに適合している.

(ii) ほとんどすべての ω ∈ Ωについて,関数 [0,∞) 3 t 7→ At(ω) ∈ Rが連続かつ非減少である.

定義 4.6 (連続有界変動過程). A = (At)t≥0 を連続確率過程とする. 各 ω ∈ Ωと t ≥ 0について,関
数 [0,∞) 3 s 7→ As(ω) ∈ Rの区間 [0, t]における全変動を TV(A)t(ω)で表すことによって [0,∞]

値確率過程 TV(A) = (TV(A)t)t≥0 を定義する. これを Aの全変動過程と呼ぶ.

Aが (B 上の)連続有界変動過程であるとは, Aが以下の 2条件を満たすことをいう:

(i) Aは連続かつ Fに適合している.

(ii) 任意の t > 0に対して, TV(A)t <∞ a.s.

d次元確率過程 A = (At)t≥0 の成分過程がいずれも連続有界変動過程であるとき, Aを d次元連
続有界変動過程と呼ぶことにする.

■ マルチンゲールと局所マルチンゲール

定義 4.7 (連続マルチンゲール). 確率過程M = (Mt)t≥0 が (B 上の)連続マルチンゲールであると
は,M が以下の 3条件を満たすことをいう:

(i) M は連続であり,かつ Fに適合している
(ii) 任意の t ≥ 0に対して E[|Mt|] <∞.

(iii) 任意の 0 ≤ s < tに対して E[Mt | Fs] =Ms a.s.

d次元確率過程M = (Mt)t≥0 の成分過程がいずれも連続マルチンゲールであるとき,M を d次
元連続マルチンゲールと呼ぶことにする.

定義 4.8 (停止時刻). 関数 τ : Ω → [0,∞] が (F-) 停止時刻であるとは, 任意の t ≥ 0 に対して
{τ ≤ t} ∈ Ft となることをいう.

τ が停止時刻のとき, F ∈ F で任意の t ≥ 0 に対して F ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft を満たすようなも
の全体の集合を Fτ と書く. Fτ は Ω 上の σ-加法族となることが知られている. また, 確率過程
X = (Xt)t≥0 に対して Xτ := (Xτ∧t)と定める.

命題 4.1. M が連続マルチンゲール, τ が停止時刻ならば,Mτ も連続マルチンゲールである.
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証明. (長井, 1999,問 1.15)参照.

定義 4.9 (局所化列). 停止時刻の列 (τk)
∞
k=1 で τ1 ≤ τ2 ≤ · · · かつ τk → ∞ (k → ∞)を満たすもの

を (B 上の)局所化列と呼ぶ.

定義 4.10 (連続局所マルチンゲール). 確率過程M = (Mt)t≥0 が (B上の)連続局所マルチンゲール
であるとは,ある局所化列 (τk)

∞
k=1 が存在して,すべての k = 1, 2, . . . についてMτk が連続マルチ

ンゲールとなることをいう.

d次元確率過程M = (Mt)t≥0 の成分過程がいずれも連続局所マルチンゲールであるとき,M を
d次元連続局所マルチンゲールと呼ぶことにする.

命題 4.2. M が連続局所マルチンゲール, τ が停止時刻ならば, Mτ も連続局所マルチンゲールで
ある.

証明. 命題 4.1から直ちに従う.

定理 4.1. M = (Mt)t≥0 を連続局所マルチンゲールでM0 = 0 a.s.を満たすものとする. このとき,

連続増加過程 A = (At)t≥0 で以下の 2条件を満たすものが (区別できないものは同一視して)ただ
一つ存在する:

(i) A0 = 0 a.s.

(ii) (M2
t −At)t≥0 は連続局所マルチンゲールである.

この AをM の可予測 2次変動過程と呼び,記号 〈M,M〉 = (〈M,M〉t)t≥0 で表す.

証明. (長井, 1999,系 1.7.6)参照.

定義 4.11 (可予測 2 次共変動過程). M = (Mt)t≥0 および N = (Nt)t≥0 を連続局所マルチン
ゲールで M0 = N0 = 0 a.s. を満たすものとする. M と N の可予測 2 次共変動過程 〈M,N〉 =

(〈M,N〉t)t≥0 を

〈M,N〉t :=
1

4
(〈M +N,M +N〉t − 〈M −N,M −N〉t) (t ≥ 0)

で定義する.

命題 4.3. L,M,N を 3 つの連続局所マルチンゲール, α, β ∈ R とすると, 〈αL + βM,N〉 =

α〈L,N〉+ β〈M,N〉が成り立つ.

証明. (長井, 1999,命題 1.7.8)参照.

命題 4.4. M,N を 2つの連続局所マルチンゲール, τ を停止時刻とすると, 〈Mτ , Nτ 〉 = 〈Mτ , N〉 =
〈M,N〉τ が成り立つ.

証明. (長井, 1999,命題 1.7.8)参照.
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■ 確率積分

定義 4.12 (発展的可測過程). Ξ 値確率過程 H = (Ht)t≥0 が (F-) 発展的可測であるとは, 任意の
t ≥ 0に対して関数 [0, t] × Ω 3 (s, ω) 7→ Hs(ω) ∈ Ξが B([0, t]) ⊗ Ft-可測となることをいう. た
だし, B([0, t])は [0, t]の Borel σ-加法族を表し, B([0, t])⊗Ft は B([0, t])と Ft の直積 σ-加法族を
表す.

定理 4.2. M = (Mt)t≥0 を連続局所マルチンゲール, H = (Ht)t≥0 を発展的可測過程とし,任意の
t > 0に対して ∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s <∞ a.s.

を満たすとする. このとき, L0 = 0なる連続局所マルチンゲール L = (Lt)t≥0 で,任意の連続局所
マルチンゲール N = (Nt)t≥0 と t > 0に対して

〈L,N〉t =
∫ t

0

Hsd〈M,N〉s a.s.

を満たすようなものがただ一つ存在する.

この LをM に関する H の確率積分と呼び, H •M = (H •Mt)t≥0 で表すことにする. また,各
t ≥ 0について, H •Mt のことを ∫ t

0

HsdMs

とも書く (こちらの方が標準的).

証明. (長井, 1999,問 2.1)参照. もしくは (風巻, 2003,定理 3.6.3)を参照.

命題 4.5. M = (Mt)t≥0, N = (Nt)t≥0 を連続局所マルチンゲール, H = (Ht)t≥0,K = (Kt)t≥0 を
発展的可測過程とし,任意の t > 0に対して∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s +

∫ t

0

K2
sd〈N,N〉s <∞ a.s.

が成り立つと仮定する. このとき,任意の t ≥ 0と α, β ∈ Rに対して,∫ t

0

(αHs + βKs)dMs = α

∫ t

0

HsdMs + β

∫ t

0

KsdMs,∫ t

0

Hsd(αM + βN)s = α

∫ t

0

HsdMs + β

∫ t

0

HsdNs,

および
〈H •M,K •N〉t =

∫ t

0

HsKsd〈M,N〉s

が成り立つ.
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証明. 確率積分の定義と命題 4.3から直ちに従う.

命題 4.6. M = (Mt)t≥0 を連続マルチンゲール,H = (Ht)t≥0 を発展的可測過程とし,任意の t ≥ 0

に対して
E

[
〈M,M〉t +

∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s

]
<∞

が成り立つと仮定する. このとき, H •M は連続マルチンゲールであり,任意の t ≥ 0に対して

E

[(∫ t

0

HsdMs

)2
]
= E

[∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s

]
(4.1)

が成り立つ.

証明. (長井, 1999,定理 2.2.2)参照.

注意 4.1. 等式 (4.1)は確率積分の等長性 (Itô isometry)と呼ばれる.

命題 4.7. 定理 4.2と同じ仮定の下で,任意の停止時刻 τ に対して (H •M)τ = (H1(0,τ ]) •M が成
り立つ. すなわち,任意の t ≥ 0に対して∫ t∧τ

0

HsdMs =

∫ t

0

Hs1(0,τ ](s)dMs.

証明. (H •M)τ が連続局所マルチンゲールで (H •M)τ0 = 0を満たすことは容易に確認できる. さ
らに,任意の連続局所マルチンゲール N = (Nt)t≥0 と t ≥ 0に対して,命題 4.4と H •M の定義
より

〈(H •M)τ , N〉t = 〈H •M,N〉t∧τ =

∫ t∧τ

0

Hsd〈M,N〉s =
∫ t

0

Hs1(0,τ ](s)d〈M,N〉s

が成り立つ. 従って,確率積分の定義より (H •M)τ = (H1(0,τ ]) •M である.

命題 4.8. 定理 4.2と同じ仮定の下で,発展的可測過程K = (Kt)t≥0 が,任意の t > 0に対して∫ t

0

K2
sH

2
sd〈M,M〉s <∞ a.s.

を満たすならば,K • (H •M) = KH •M が成り立つ. すなわち,任意の t ≥ 0に対して,∫ t

0

Ksd(H •M)s =

∫ t

0

KsHsdMs.

証明. 任意の連続局所マルチンゲール N と t > 0に対して,確率積分の定義より,

〈K • (H •M), N〉t =
∫ t

0

Ksd〈H •M,N〉s =
∫ t

0

KsHsd〈M,N〉s

が成り立つことから従う.
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■ 連続セミマルチンゲールと伊藤の公式

定義 4.13 (連続セミマルチンゲール). 確率過程 X = (Xt)t≥0 が (B 上の)連続セミマルチンゲール
であるとは, {

Xt = X0 +At +Mt for any t ≥ 0,

A0 =M0 = 0 a.s.
(4.2)

を満たす連続有界変動過程 A = (At)t≥0 および連続局所マルチンゲールM = (Mt)t≥0 が存在す
ることをいう.

d次元確率過程X = (Xt)t≥0 の成分過程がいずれも連続セミマルチンゲールであるとき,X を d

次元連続セミマルチンゲールと呼ぶことにする.

命題 4.9. X = (Xt)t≥0 が連続セミマルチンゲールならば, (4.2) を満たす連続有界変動過程
A = (At)t≥0 および連続局所マルチンゲールM = (Mt)t≥0 の組が (区別できないものは同一視し
て) ただ一つ存在する. 分解 (4.2) を X の標準分解と呼び,M を X の連続マルチンゲール部分と
呼ぶ.

証明. 存在は定義から従う. 一意性は (長井, 1999,補題 1.7.1)から従う.

定義 4.14 (2 次共変動). X = (Xt)t≥0, Y = (Yt)t≥0 を 2 つの連続セミマルチンゲールとし, そ
の連続マルチンゲール部分をそれぞれ MX ,MY とする. このとき, X と Y の 2 次共変動過程
[X,Y ] = ([X,Y ]t)t≥0 を [X,Y ] := 〈MX ,MY 〉で定義する.

X が d次元連続セミマルチンゲール, Y が d′ 次元連続セミマルチンゲールのとき,各 t ≥ 0につ
いて [X,Y ]t := ([Xj , Y k]t])1≤j≤d,1≤k≤d′ と定義する.

「2次共変動」という名称は次の結果に由来する.

命題 4.10. X = (Xt)t≥0, Y = (Yt)t≥0 を 2つの連続セミマルチンゲールとする. 各 n ∈ Nについ
て,実数の増加列 0 = tn0 < tn1 < · · · で tni → ∞ (i → ∞)を満たすものが与えられているとし,任
意の t > 0に対して

sup
i∈N

(tni ∧ t− tni−1 ∧ t) → 0 (n→ ∞)

が成り立つと仮定する. このとき,任意の T > 0に対して, n→ ∞のとき

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

(Xtni ∧t −Xtni−1∧t)(Ytni ∧t − Ytni−1∧t)− [X,Y ]t

∣∣∣∣∣→p 0

が成り立つ.

証明. 2つの確率過程 U = (Ut)t≥0, V = (Vt)t≥0 が与えられたとき,各 n ∈ Nと t ≥ 0に対して

Qnt (U, V ) :=
∞∑
i=1

(Utni ∧t − Utni−1∧t)(Vtni ∧t − Vtni−1∧t)
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と書くことにする. X,Y の標準分解をそれぞれ X = X0 + AX +MX , Y = Y0 + AY +MY とす
ると,

Qnt (X,Y ) = Qnt (A
X , AY ) +Qnt (M

X , AY ) +Qnt (A
X ,MY ) +Qnt (M

X ,MY )

と分解できる. [X,Y ] = 〈MX ,MY 〉であったから, (長井, 1999,系 1.7.7)より

sup
0≤t≤T

|Qnt (MX ,MY )− [X,Y ]t| →p 0 (n→ ∞)

が成り立つ. 一方で, Schwarzの不等式より

Qnt (M
X , AY ) ≤

√
Qnt (M

X ,MX)Qnt (A
Y , AY )

が成り立ち,また, (長井, 1999,系 1.7.6)より sup0≤t≤T Q
n
t (M

X ,MX) = Op(1)である. さらに,

sup
0≤t≤T

Qnt (A
Y , AY ) ≤ sup

0≤t≤T
|AYtni ∧t −AYtni−1∧t|TV(A

Y )T

が成り立つが, AY が連続有界変動過程であることからこれは sup0≤t≤T Q
n
t (A

Y , AY ) =

op(1) を意味する. 以上より sup0≤t≤T |Qnt (MX , AY )| = op(1) である. 同様にして
sup0≤t≤T |Qnt (AX , AY )| = op(1) および sup0≤t≤T |Qnt (AX ,MY )| = op(1) も示せる. 以上
をあわせて証明すべき主張を得る.

注意 4.2. X,Y がともに連続局所マルチンゲールの場合, 定義より [X,Y ] = 〈X,Y 〉 が成り立つ.

X,Y が連続でない局所マルチンゲールの場合にも [X,Y ] と 〈X,Y 〉 は個別に定義されるが, この
場合は [X,Y ] = 〈X,Y 〉 という関係は一般には成立しない. もう少し詳しく述べると, 〈X,Y 〉 は
[X,Y ]の「可予測共役射影 (dual predictable projection)」と呼ばれるものになっている. 〈X,Y 〉が
「可予測 2 次共変動過程」と呼ばれるのはこの事実に由来する. この辺りの詳細は (風巻, 2003, 6

章)もしくは (Jacod & Shiryaev, 2003, Chapter I)を参照のこと. 一方で,命題 4.10に対応する結果
は X,Y が連続でない場合にも成立する. (Jacod & Shiryaev, 2003, Chapter I, Theorem 4.47)参照.

注意 4.3. 命題 4.10 の結論は (tni )
∞
i=0 が停止時刻の列であっても成立することが知られている.

(Jacod & Shiryaev, 2003, Chapter I, Proposition 4.44)参照.

定義 4.15 (連続セミマルチンゲールに関する確率積分). X = (Xt)t≥0 を標準分解 (4.2)を持つ連続
セミマルチンゲールとする. H = (Ht)t≥0 を発展的可測過程とし,任意の t > 0に対して∫ t

0

|Hs|dTV(A)s +
∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s <∞ a.s.

が成り立つとすると,積分
∫ t
0
HsdAs,

∫ t
0
HsdMs はそれぞれ Lebesgue–Stieltjes積分,確率積分とし

て well-definedである. そこで, X に関する H の確率積分を∫ t

0

HsdXs =

∫ t

0

HsdAs +

∫ t

0

HsdMs (t ≥ 0)

で定義する.
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定理 4.3 (伊藤の公式). X = (Xt)t≥0 を d次元連続セミマルチンゲール, f : Rd → Rを C2 級関数
とする. このとき,任意の t ≥ 0に対して

f(Xt) = f(X0) +
d∑
j=1

∫ t

0

∂jf(Xs)dX
j
s +

1

2

d∑
j,k=1

∫ t

0

∂jkf(Xs)d[X
j , Xk]s a.s.

が成り立つ.

証明. (長井, 1999,定理 2.4.2)参照.

系 4.1 (部分積分公式). X = (Xt)t≥0, Y = (Yt)t≥0 を 2つの連続セミマルチンゲールとする. 任意
の t ≥ 0に対して,確率 1で

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

XsdYs +

∫ t

0

YsdXs + [X,Y ]t

が成り立つ.

証明. 2次元連続セミマルチンゲール ((Xt, Yt))t≥0 と関数 (x, y) 7→ xy に対して伊藤の公式を適用
すればよい.

■ Wiener過程

定義 4.16 (標準Wiener過程). r 次元確率過程W = (Wt)t≥0 が以下の 3条件を満たすとき,W を
B 上の r 次元標準Wiener過程と呼ぶ:

(i) W0 = 0 a.s.

(ii) W は連続であり,かつ Fに適合している
(iii) 任意の 0 ≤ s < tに対して,Wt −Ws は Fs と独立であり,かつ平均 0,共分散行列 (t− s)Ir

の r 次元正規分布に従う.

1次元標準Wiener過程は単に標準Wiener過程と呼ぶことにする.

注意 4.4. Wiener過程は Brown運動とも呼ばれる.

命題 4.11. W を B上の r次元標準Wiener過程とする. W は r次元連続マルチンゲールであり,任
意の j, k ∈ {1, . . . , r}と t ≥ 0に対して 〈W j ,W k〉t = tδjk が成り立つ. ただし, δjk は Kronecker

のデルタを表す.

証明. (長井, 1999,問 1.13,問 1.16)参照.

W = (Wt)t≥0 を B 上の r 次元標準Wiener過程, σ = (σs)s≥0 を Rd×r 値発展的可測過程とし,

任意の t > 0に対して ∫ t

0

‖σs‖2Fds <∞ a.s.
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が成り立つとする. このとき,命題 4.11に注意すると,各 j = 1, . . . , dについて,確率積分(
r∑

k=1

∫ t

0

σjks dW
k
s

)
t≥0

を定義することができる. この確率積分を(∫ t

0

σj·s dWs

)
t≥0

で表すことにする. さらに, d次元確率過程((∫ t

0

σ1·
s dWs, . . . ,

∫ t

0

σd·s dWs

)>)
t≥0

を (∫ t

0

σsdWs

)
t≥0

で表すことにする.

■ マルチンゲール不等式
今後の議論で必要となるマルチンゲールのモーメントに関する不等式を述べておく.

定理 4.4 (Doobの不等式). M = (Mt)t≥0 を連続マルチンゲールとする. 任意の T > 0と p > 1に
対して, ∥∥∥∥∥ sup

0≤t≤T
|Mt|

∥∥∥∥∥
p

≤ p

p− 1
‖MT ‖p .

証明. (長井, 1999,定理 1.6.1)参照.

定理 4.5 (Burkholder–Davis–Gundyの不等式). M = (Mt)t≥0を連続局所マルチンゲールでM0 = 0

を満たすものとする. 任意の T, p > 0 に対して, p のみに依存する定数 C1(p), C2(p) > 0 が存在
して

C1(p)
∥∥∥〈M,M〉1/2T

∥∥∥
p
≤

∥∥∥∥∥ sup
0≤t≤T

|Mt|

∥∥∥∥∥
p

≤ C2(p)
∥∥∥〈M,M〉1/2T

∥∥∥
p
.

が成り立つ.

証明. (長井, 1999,定理 2.8.1)参照.

4.2 実現共分散行列

W = (Wt)t≥0 を B 上の r 次元標準Wiener過程とする. 以下の形で与えられる d次元連続セミ
マルチンゲール X = (Xt)t≥0 を考える:

Xt = X0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdWs, t ≥ 0. (4.3)
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ここに, b = (bs)s≥0 は d次元発展的可測過程, σ = (σs)s≥0 は Rd×r 値発展的可測過程であり,任意
の t ≥ 0に対して ∫ t

0

|bs|ds+
∫ t

0

‖σs‖2Fds <∞ a.s.

を満たすものとする. この条件は (4.3) に現れる積分がすべて well-defined となることを保証する
ためのものである.

T > 0とする. 命題 4.11より

[X,X]T =

∫ T

0

ctdt

が成り立つ. ただし, ct := σtσ
>
t と定める. ct は時点 t における X の瞬間的な変動の共分散行列

を表す量だと解釈できるため,
∫ T
0
ctdtは区間 [0, T ]の各時点における X の瞬間的な変動の共分散

行列を累積した量だと解釈される. そのため, 計量ファイナンスの分野では,
∫ T
0
ctdt を X の区間

[0, T ]における累積共分散行列と呼び, X の区間 [0, T ]における (条件付き)共分散行列にあたる量
とみなして分析を行う,ということがしばしば行われる.

数理ファイナンスでは, X は (対数)資産価格過程に対する典型的なモデルである. 資産価格の収
益率の共分散行列は,投資戦略のリスク評価や最適化をする際にしばしば重要な役割を果たすため,

それをデータから推定することは計量ファイナンスにおける重要な問題の 1 つである. ここでは,

X が区間 [0, T ]を n等分する時点 ti = Ti/n (i = 0, 1, . . . , n)において離散観測される場合に,観
測データ (Xti)

n
i=0 を用いて [X,X]T を推定する問題を考える. 典型的には,区間 [0, T ]は特定の 1

日を表し,その 1日内に特定の頻度 (例えば 5分ごと)で資産価格の対数値を記録した高頻度データ
が (Xti)

n
i=0 に対応する.

[X,X]T の推定量として最も典型的なものは,実現共分散行列

[̂X,X]T :=

n∑
i=1

(Xti −Xti−1)(Xti −Xti−1)
>

である. dが固定されている場合, [̂X,X]T が [X,X]T の一致推定量となること,すなわち n → ∞
のとき [̂X,X]T が [X,X]T に確率収束することは,命題 4.10から直ちに従う. いまの設定では,係
数過程に適当な可積分条件を課すことで,推定誤差に対する精密な評価を得ることができる:

定理 4.6. ある定数K > 0が存在して,すべての j = 1, . . . , dについて

E

[∫ T

0

|bjs|2ds

]
+

√√√√E

[∫ T

0

|cjjs |2ds

]
≤ K

が成り立つと仮定する. このとき,ある普遍定数 C > 0が存在して

E
[∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥
F

]
≤ CKd

(
T

n
+

√
T + T 3/4

√
n

)
(4.4)

が成り立つ.
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以降の結果の証明における記法の簡略化のために,いくつか記号を導入する. 2つの実数 a, bに対
して,ある正の普遍定数 C が存在して a ≤ Cbが成り立つことを,記号 a . bで表す. d次元確率過
程 U = (Ut)t≥0 に対して,

∆n
i U := Uti − Uti−1 (i = 1, . . . , n)

と定める. さらに, 2つの d次元確率過程 U, V に対して,

[̂U, V ]T :=
n∑
i=1

∆n
i U(∆n

i V )>

とおく.

定理 4.6の証明. 3ステップに分けて証明する.

Step 1. 2つの d次元確率過程 A = (At)t≥0 およびM = (Mt)t≥0 を

At =

∫ t

0

bsds, Mt =

∫ t

0

σsdWs

で定め,以下の分解を考える:

[̂X,X]T − [X,X]T = [̂A,A]T + ̂[A,M ]T + [̂M,A]T + ( ̂[M,M ]T − [X,X]T ). (4.5)

任意の d次元確率過程 U, V に対して, Schwarzの不等式より

∥∥∥[̂U, V ]T

∥∥∥
F
≤

√√√√ d∑
j,k=1

n∑
i=1

(∆n
i U

j)2
n∑
i=1

(∆n
i V

k)2 =

√√√√ n∑
i=1

|∆n
i U |2

n∑
i=1

|∆n
i V |2

が成り立つ. 従って,∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥
F

≤
n∑
i=1

|∆n
i A|2 + 2

√√√√ n∑
i=1

|∆n
i A|2

n∑
i=1

|∆n
iM |2 +

∥∥∥ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∥∥∥
F

(4.6)

が成り立つ.

Step 2. 各 i = 1, . . . , nについて

E |∆n
i A|2 =

d∑
j=1

E

(∫ ti

ti−1

bjsds

)2
 ≤ T

n

d∑
j=1

E

[∫ ti

ti−1

|bjs|2ds

]

が成り立つから,

E

[
n∑
i=1

|∆n
i A|2

]
≤ T

n

d∑
j=1

E

[∫ T

0

|bjs|2ds

]
≤ TKd

n
(4.7)
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を得る. また,確率積分の等長性より

E
[
|∆n

iM |2
]
=

d∑
j=1

E

[∫ ti

ti−1

cjjs ds

]

が成り立つから,

E

[
n∑
i=1

|∆n
iM |2

]
=

d∑
j=1

E

[∫ T

0

cjjs ds

]
≤

d∑
j=1

√√√√T E

[∫ T

0

|cjjs |2ds

]
≤ d

√
TK

を得る. 従って,

E

√√√√ n∑
i=1

|∆n
i A|2

n∑
i=1

|∆n
iM |2

 ≤

√√√√E

[
n∑
i=1

|∆n
i A|2

]
E

[
n∑
i=1

|∆n
iM |2

]
≤ T 3/4Kd√

n
(4.8)

を得る.

Step 3. 各 i ∈ {1, . . . , n}と j, k ∈ {1, . . . , d}に対して,

ξjki := (∆n
iM

j)(∆n
iM

k)−∆n
i [M

j ,Mk]

とおく. [Xj , Xk] = [M j ,Mk]に注意すると,

̂[M j ,Mk]T − [Xj , Xk]T =

n∑
i=1

ξjki (4.9)

と書き直せる. また,部分積分公式より,

ξjki =

∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)dMk

s +

∫ ti

ti−1

(Mk
s −Mk

ti−1
)dM j

s

と書き直せる. いま, Schwarzの不等式より,

E

[∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)2d〈Mk,Mk〉s

]

= E

[∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)2ckks ds

]

≤

√√√√E

[∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)4ds

]
E

[∫ ti

ti−1

|ckks |2ds

]

が成り立つ. さらに, Burkholder–Davis–Gundyの不等式より,

E

[∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)4ds

]
. E

∫ ti

ti−1

(∫ s

ti−1

cjju du

)2

ds

 ≤ T

n
E

(∫ ti

ti−1

cjju du

)2
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となるから,

E

[∫ ti

ti−1

(M j
s −M j

ti−1
)2d〈Mk,Mk〉s

]
.

√√√√√T

n
E

(∫ ti

ti−1

cjju du

)2
E[∫ ti

ti−1

|ckks |2ds

]

≤ T

n

√√√√E

[∫ ti

ti−1

|cjju |2du

]
E

[∫ ti

ti−1

|ckks |2ds

]

を得る. ただし, 2行目の不等式を得るのに Schwarzの不等式を用いた. j と k を入れ替えた式も同
様にして示せるので,命題 4.6より (ξjki )ni=1 はフィルトレーション (Fti)ni=0 に関するマルチンゲー
ル差分列であり,

E |ξjki |2 .
T

n

√√√√E

[∫ ti

ti−1

|cjju |2du

]
E

[∫ ti

ti−1

|ckks |2ds

]

が成り立つ. 従って,

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξjki

∣∣∣∣∣
2

=
n∑
i=1

E |ξjki |2 .
T

n

n∑
i=1

√√√√E

[∫ ti

ti−1

|cjju |2du

]
E

[∫ ti

ti−1

|ckks |2ds

]

≤ T

n

√√√√E

[∫ T

0

|cjju |2du

]
E

[∫ T

0

|ckks |2ds

]
≤ TK2

n

が成り立つ. よって,

E
[∥∥∥ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∥∥∥
F

]
≤

√
E

[∥∥∥ ̂[M j ,Mk]T − [Xj , Xk]T

∥∥∥2
F

]

=

√√√√ d∑
j,k=1

E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

ξjki

∣∣∣∣∣
2

. dK

√
T

n
(4.10)

が成り立つ. (4.6)–(4.10)を組みわせて示すべき不等式を得る.

実現共分散行列の (確率的な意味での)収束レートを導出するだけであれば,係数過程に対する可
積分性の仮定は,「局所化の議論」と呼ばれる論法を用いることで大幅に緩めることができる.

系 4.2. T を nに依存しない正の定数とする. また,W, b, σ はいずれも nに依存しない (従って次元
dも nに依存しない)ものとして,∫ T

0

|bs|2ds+
∫ T

0

‖cs‖2Fds <∞ a.s. (4.11)

を満たすと仮定する. このとき,∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥
F
= Op(n

−1/2) (n→ ∞)

が成り立つ.
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証明. 各 N ∈ Nについて

τN := inf

{
t ≥ 0 :

∫ t

0

|bs|2ds+
∫ t

0

‖cs‖2Fds > N

}
と定める. τN は停止時刻であることが容易に確認できる. 従って,命題 4.7より,任意の t ≥ 0に対
して

XτN
t = X0 +

∫ t

0

bs1(0,τN ](s)ds+

∫ t

0

σs1(0,τN ](s)dWs

が成り立つ. さらに, ∫ T

0

|bs|21(0,τN ]ds+

∫ t

0

‖cs‖2F 1(0,τN ]ds ≤ N

が成り立つ. 実際, t < τN の場合は τN の定義より明らかであり, τN ≤ t の場合は, 特に τN < ∞
なので,任意の k ∈ Nに対して∫ (τN−1/k)+

0

|bs|2ds+
∫ (τN−1/k)+

0

‖cs‖2Fds ≤ N

が成り立つことが τN の定義から従う. 上の式で k → ∞とすることで示すべき不等式を得る. 以上
と定理 4.6より, N, d, T にのみ依存するある定数 CN > 0が存在して

E
[∥∥∥ ̂[XτN , XτN ]T − [XτN , XτN ]T

∥∥∥
F

]
≤ CN√

n

が成り立つ. 命題 4.4 より [XτN , XτN ] = [X,X]τN であることに注意すると, 任意の K > 0 に対
して,

P
(√

n
∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥
F
> K

)
≤ P

(√
n
∥∥∥ ̂[XτN , XτN ]T − [XτN , XτN ]T

∥∥∥
F
> K

)
+ P(τN ≤ T ) ≤ CN

K
+ P(τN ≤ T )

が成り立つ. 従って,

lim sup
K→∞

sup
n∈N

P
(√

n
∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥
F
> K

)
≤ P(τN ≤ T )

を得る. 仮定より P(τN ≤ T ) → 0 (N → ∞)であるから,上の不等式において N → ∞とすれば,

示すべき結論を得る.

注意 4.5. 仮定 (4.11)の下で,実現共分散行列の収束レートだけでなく漸近混合正規性も導出できる
ことが知られている. すなわち, n → ∞のとき

√
n([̂X,X]T − [X,X]T )がある混合正規分布に安

定収束することが示せる. (Jacod & Protter, 2012, Theorem 5.4.2)参照.
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5 実現共分散行列: 高次元の場合
不等式 (4.4)の右辺が 0に収束するためには, K,T が nに依存しない限りは d = o(

√
n)という

条件が必要である. 次元 dがサンプル数 nと同程度,もしくははるかに大きくなるような高次元の
設定においても実現共分散行列の推定誤差が (何らかの意味で)小さくなることを保証するために,

3.1節と同様に,最大値ノルム∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

= max
1≤j,k≤d

∣∣∣ ̂[Xj , Xk]T − [Xj , Xk]T

∣∣∣
によって推定誤差を評価することを試みる. (4.9) 式より, ̂[Xj , Xk]T − [Xj , Xk]T の主要項はマ
ルチンゲールで表せるため, マルチンゲールに対する Bernstein 不等式 (定理 3.1) を適用してその
ような評価を得ることができそうである. そのためには, (4.9) 式のマルチンゲールが Bernstein 条
件 (3.1) を満たすことを確認する必要があり, Burkholder–Davis–Gundy の不等式 (定理 4.5) に現
れる定数 C2(p) について, p → ∞ のときの増大度を調べる必要がある. (長井, 1999, 定理 2.8.1)

で与えられているような伊藤の公式による証明では, C2(p) = O(p) (p → ∞) となるように定数
C2(p)を取れることが示せるが,この評価は Bernstein条件の確認には不十分である. 本節ではまず,

C2(p) = O(
√
p) (p → ∞)となるように取れることを示したのち,その結果とマルチンゲールに対

する Bernstein 不等式を組み合わせることで, 実現共分散行列の推定誤差の最大値ノルムによる評
価を導出する.

以下この講義ノートでは, log d = 0となる状況を避けるために d > 1と仮定する.

5.1 Burkholder–Davis–Gundyの不等式における定数の精密評価

この小節の目標は次の結果を示すことである.

定理 5.1. ある普遍定数 c > 0が存在して,任意の連続局所マルチンゲールM = (Mt)t≥0 と停止時
刻 τ ,および定数 p ≥ 2に対して∥∥∥∥∥ sup

0≤t≤τ
|Mt|

∥∥∥∥∥
p

≤ c
√
p
∥∥∥〈M,M〉1/2τ

∥∥∥
p

が成り立つ.

ここでは (Barlow & Yor, 1982, Proposition 4.2)の証明の議論に沿って証明を与える.

補題 5.1 (Burkholder (1973), Lemma 7.1). X,Y を 2 つの非負値確率変数とする. ある定数 β > 1

および δ, ε > 0が存在して,任意の λ > 0に対して

P(X > βλ, Y ≤ δλ) ≤ εP(X > λ) (5.1)

が成り立つと仮定する. このとき, p ≥ 1が βpε < 1を満たすならば,

E[Xp] ≤ (β/δ)p

1− βpε
E[Y p]
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が成り立つ.

証明. 各 n = 1, 2, . . . について,X をX ∧ nに置き換えても (5.1)は成立することに注意すると,単
調収束定理より, X を X ∧ nに置き換えた不等式を証明すれば十分である. 従って, E[Xp] <∞と
仮定して一般性を失わない. 補題 2.1より,

E[Xp] = p

∫ ∞

0

up−1 P(X > u)du = pβp
∫ ∞

0

λp−1 P(X > βλ)du

≤ pβp
∫ ∞

0

λp−1 P(X > βλ, Y ≤ δλ)dλ+ pβp
∫ ∞

0

λp−1 P(Y > δλ)dλ

が成り立つから, (5.1)より

E[Xp] ≤ pβpε

∫ ∞

0

λp−1 P(X > λ)dλ+ p(β/δ)p
∫ ∞

0

up−1 P(Y > u)du

= βpεE[Xp] + (β/δ)p E[Y p]

を得る. 整理して示すべき不等式を得る.

注意 5.1. (5.1)のような形の不等式は (X,Y )に対する good λ inequalityと呼ばれる.*2 形式的な
定義は (Revuz & Yor, 1999, Chapter IV, Definition 4.8)を参照のこと.

補題 5.2. A = (At)t≥0, B = (Bt)t≥0 を 2つの連続増加過程で A0 = B0 = 0を満たすものとする.

また,ある定数 p,D > 0が存在して, S ≤ T なる任意の有界な停止時刻 S, T に対して

E [(AT −AS)
p] ≤ D‖BT ‖p∞ P(S < T ) (5.2)

が成り立つと仮定する. このとき,任意の定数 β > 1, λ > 0, δ > 0と任意の有界な停止時刻 τ に対
して,

P(Aτ > βλ,Bτ ≤ δλ) ≤ D

(β − 1)p
δp P(Aτ > λ)

が成り立つ.

証明. S := inf{t ≥ 0 : At > λ} ∧ τ, T := inf{t ≥ 0 : Bt > δλ} ∧ τ とおく. よく知られている
ように, S, T はともに停止時刻となる. また, τ は有界であるから, S, T もともに有界である. いま,

Aτ > λならば, Aの連続性よりある t < τ が存在して At > λとなるから, S ≤ t < τ である. 従っ
て, β > 1に注意して,

P(Aτ > βλ,Bτ ≤ δλ) = P(Aτ > βλ, S < τ,Bτ ≤ δλ)

を得る. 次に,もし T < τ ならば,ある t < τ が存在して Bt > δλとなるから, Bτ ≥ Bt > δλとな
る. 従って,

P(Aτ > βλ,Bτ ≤ δλ) ≤ P(Aτ > βλ, S < τ, T ≥ τ) ≤ P(AT > βλ, S < τ)

*2 風巻 (2003) では分布関数不等式と訳されている. これは, Burkholder (1973) においては, 当該不等式が “distribution

function inequality”と呼ばれていることに由来する訳語だと思われる.
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が成り立つ. ここで, S < τ のとき, Aの連続性より AS = λとなるから,特に AT∧S ≤ AS = λで
ある. 従って,

P(Aτ > βλ,Bτ ≤ δλ) ≤ P(AT −AT∧S > (β − 1)λ)

が成り立つから, Markovの不等式と (5.2)より

P(Aτ > βλ,Bτ ≤ δλ) ≤ E [(AT −AT∧S)
p]

(β − 1)pλp
≤ D‖BT ‖p∞ P(S < T )

(β − 1)pλp

を得る. S < T のとき S < τ だから, ある t < τ が存在して λ < At ≤ Aτ となる. 従って,

P(S < T ) ≤ P(Aτ > λ)が成り立つ. また,任意の t < T に対してBt ≤ δλが成り立つから,Bの連
続性より BT ≤ δλが成り立つ. 従って ‖BT ‖∞ ≤ δλであるから,示すべき不等式が得られた.

定理 5.1は,上の 2つの補題と, Wiener過程に関するよく知られた以下の 2つの結果を組み合わ
せることで証明する. 第 1の結果はWiener過程の強Markov性である.

定理 5.2 (Wiener過程の強Markov性). W を B 上の r 次元標準Wiener過程, τ を停止時刻とする.

τ <∞ならば, (Wτ+t −Wτ )t≥0 は (Ω,F , (Fτ+t)t≥0,P)上の r 次元標準Wiener過程である.

証明. (Ikeda & Watanabe, 1989, Chapter II, Theorem 6.4)参照.

第 2の結果を述べるために,確率基底の拡大の概念を導入しておく:

定義 5.1 (確率基底の拡大). 確率基底 B̃ = (Ω̃, F̃ , (F̃t)t≥0, P̃)が確率基底 B の拡大であるとは,ある
確率基底 B′ = (Ω′,F ′, (F ′

t)t≥0,P
′)が存在して以下の条件を満たすことをいう:

(i) (Ω̃, F̃ , P̃)は (Ω× Ω′,F ⊗ F ′,P×P′)の完備化である.

(ii) 各 t ≥ 0について F̃t =
⋂
s:s>t σ ((Ft ⊗F ′

t) ∪N )が成り立つ. ここに, N は P̃-ゼロ集合の
全体を表す.

B の拡大 B̃ が与えられたとき, (Ω,F ,P)上で定義された確率変数 X は, (ω, ω′) 7→ X(ω)と同一
視することで, (Ω̃, F̃ , P̃)上で定義された確率変数とも見なすことにする.

定理 5.3 (マルチンゲールの時間変更による表現). M = (Mt)t≥0 を連続局所マルチンゲールとし,

各 t ≥ 0について停止時刻 τt を以下で定める:

τt =

{
inf{u : 〈M,M〉u > t} if t < lims→∞〈M,M〉s,
∞ otherwsie.

さらに, F̂t := σ(
⋃
s:s>0Fτt∧s) とおく. このとき, 確率基底 (Ω,F , (F̂t)t≥0,P) の拡大 B̃ =

(Ω̃, F̃ , (F̃t)t≥0, P̃) と B̃ 上の標準 Wiener 過程 W = (Wt)t≥0 が存在して, 任意の t ≥ 0 に対し
てMt =W〈M,M〉t が成り立つ.

証明. (長井, 1999,定理 2.7.6)とその後の注意を参照. もしくは (Ikeda & Watanabe, 1989, Chapter

II, Theorem 7.2′)参照.
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定理 5.1の証明. 2ステップに分けて証明する.

Step 1. M が B 上の標準Wiener過程で,かつ τ が有界な場合には定理の結論が成り立つことを示
す. 各 t ≥ 0 について At := sup0≤s≤t |Ms| とおく. 容易に確認できるように, A = (At)t≥0 は連
続増加過程である. 補題 5.2 を適用するために, S ≤ T かつ ‖T‖∞ < ∞ なる停止時刻 S, T を 1

組固定する. Wiener過程の強 Markov性より, (MS+t −MS)t≥0 は (Ω,F , (FS+t)t≥0,P)上の標準
Wiener過程である. 従って, Doobの不等式より

E

[
sup

0≤t≤‖T‖∞

|MS+t −MS |p | FS

]
≤
(

p

p− 1

)p
E
[
|MS+‖T‖∞ −MS |p | FS

]
=

(
p

p− 1

)p
‖T 1/2‖p∞mp

が成り立つ. ここで,mp は標準正規分布の p次の絶対モーメントを表す.

|AT −AS | ≤ sup
0≤t≤‖T‖∞

|MS+t −MS |1{S<T}

であり,かつ {S < T} ∈ FS であることから,

E [|AT −AS |p] ≤
(

p

p− 1

)p
mp‖T 1/2‖p∞ P(S < T )

を得る. 従って, Bt =
√
t, D = (p/(p − 1))pmp として (5.2) が成立するから, 補題 5.2 を β = 2,

δ = (2p+1D)−1/p として適用すると,任意の λ > 0に対して

P(Aτ > 2λ, τ1/2 ≤ δλ) ≤ Dδp P(Aτ > λ)

が成り立つ. 2pDδp = 1/2 < 1に注意すると,補題 5.1より

E[Apτ ] ≤ 2p+1δ−p E[τp/2] = 4p+1D E[τp/2]

を得る. Stirling近似から

mp =
2p/2Γ

(
p+1
2

)
√
π

< 2(p+1)/2

(
p+ 1

2

)p/2
e1/12

が成り立つことに注意すると,

D1/p .
p

p− 1

√
p+ 1

2
.

√
p

である. 従って, ‖Aτ‖p .
∥∥τ1/2∥∥

p
を得る. 〈M,M〉τ = τ に注意すれば, 示すべき不等式が得ら

れた.

Step 2. 一般の場合に定理の結論が成り立つことを示す. 定理 5.3のように停止時刻 τt,確率基底 B̃
および標準Wiener過程W を定める. Step 1より,任意の有界な停止時刻 T に対して∥∥∥∥∥ sup

0≤t≤T
|Wt|

∥∥∥∥∥
p

.
√
p
∥∥∥T 1/2

∥∥∥
p

(5.3)
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が成り立つ. この不等式は T が非有界な場合にも成り立つ. 実際,任意の K > 0に対して, T ∧K
は有界な停止時刻であるから,∥∥∥∥∥ sup

0≤t≤T∧K
|Wt|

∥∥∥∥∥
p

.
√
p
∥∥∥(T ∧K)1/2

∥∥∥
p

が成り立つ. 両辺でK → ∞とすると,単調収束定理より (5.3)を得る.

W の定義より

sup
0≤t≤τ

|Mt| = sup
0≤t≤T

|W〈M,M〉t | ≤ sup
0≤t≤〈M,M〉τ

|Wt|

が成り立つから, 〈M,M〉τ が (F̃t)-停止時刻であることを示せれば, (5.3)を T = 〈M,M〉τ に対し
て適用することで示すべき不等式が得られる. 任意の t, s ≥ 0に対して

{〈M,M〉τ∧s > t} = {τ ∧ s > τt} = {τ ∧ s > τt ∧ s} ∈ Fτt∧s ⊂ F̂t

が成り立つから, 〈M,M〉τ∧s は (F̂t)-停止時刻である. 従って 〈M,M〉τ = lims→∞〈M,M〉τ∧s も
(F̂t)-停止時刻であり,故に (F̃t)-停止時刻でもある.

注意 5.2. p ∈ (0,∞)に対して,不等式

‖Mτ‖p ≤ cp

∥∥∥〈M,M〉1/2τ

∥∥∥
p

を任意の連続局所マルチンゲール M = (Mt)t≥0 と有界停止時刻 τ に対して成立させるような
最小の定数 cp は Davis (1976) によって決定されている. また, p ≥ 1 に対しては, 上の不等式は
cp = 2

√
pとして成立することが Carlen & Kree (1991)によって示されている. この結果を用いる

と, Doobの不等式より,定理 5.1は c = 4として成立することが従う.

5.2 実現共分散行列の推定誤差の最大値ノルムによる評価

4.2節と同じ設定を考える. 命題 3.2に対応する結果として,以下の評価を示す.

定理 5.4. ある定数K > 0と P -測度ゼロ集合 N が存在して,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|∞ ∨
√

|cs|∞ ≤ K on Ω \N

が成り立つと仮定する. このとき,ある普遍定数 C > 0が存在して

∥∥∥∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

∥∥∥
ψ1

≤ CK2

(
T 3/2 + T

√
log(3d2)√
n

+
T 2 + T log(3d2)

n

)

が成り立つ.

証明. 2ステップに分けて証明する.
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Step 1. 定理 4.6の証明と同じように記号を定義して,分解 (4.5)を考える. Schwarzの不等式より∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

≤ max
1≤j≤d

n∑
i=1

|∆n
i A

j |2 + 2

√√√√ max
1≤j≤d

n∑
i=1

|∆n
i A

j |2 max
1≤k≤d

n∑
i=1

|∆n
iM

k|2 +
∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

が成り立つ. 仮定より |∆n
i A

j | ≤ KT/nであるから,

max
1≤j≤d

n∑
i=1

|∆n
i A

j |2 ≤ (KT )2

n

である. 故に,

∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

≤ (KT )2

n
+

2KT√
n

√√√√ max
1≤k≤d

n∑
i=1

|∆n
iM

k|2 +
∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

を得る. さらに,

max
1≤k≤d

n∑
i=1

|∆n
iM

k|2 ≤
∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

+ max
1≤k≤d

[Xk, Xk]T

であり,仮定より [Xk, Xk]T ≤ K2T であるから,

∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

≤ (KT )2

n
+

2K2T 3/2

√
n

+
2KT√
n

√∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

+
∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

を得る. 右辺第 3項に相加相乗平均の不等式を適用して整理すると∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

≤ 2(KT )2

n
+

2K2T 3/2

√
n

+ 2
∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

となる.

Step 2.

∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞
を評価する. 各 j, k ∈ {1, . . . , d}について,分解 (4.9)を考える. 任

意の整数 p ≥ 2, i = 1, . . . , nと F ∈ Fti−1 に対して,∥∥∥ξjki 1F

∥∥∥
p
≤
∥∥(∆n

iM
j)(∆n

iM
k)1F

∥∥
p
+
∥∥∆n

i [M
j ,Mk]1F

∥∥
p

が成り立つ. 仮定より,

|∆n
i [M

j ,Mk]| ≤
∫ ti

ti−1

|cjks |ds ≤ K2T

n

である. 一方で, Schwarzの不等式より,∥∥(∆n
iM

j)(∆n
iM

k)1F
∥∥
p
≤
∥∥∆n

iM
j1F
∥∥
2p

∥∥∆n
iM

k1F
∥∥
2p
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であり,定理 5.1と仮定より

∥∥∆n
iM

j1F
∥∥
2p

.
√
p

∥∥∥∥∥
√∫ ti

ti−1

cjjs ds1F

∥∥∥∥∥
2p

≤
√
p
K2T

n
‖1F ‖2p

が成り立つから, ∥∥(∆n
iM

j)(∆n
iM

k)1F
∥∥
p
. p

K2T

n
‖1F ‖p

を得る. 以上より, ∥∥∥ξjki 1F

∥∥∥
p
. p

K2T

n
‖1F ‖p

が成り立つから,ある普遍定数 c1 > 0が存在して,

E
[∣∣∣ξjki ∣∣∣p | Fti−1

]
≤ pp

(
c1K

2T

n

)p
が成り立つ. Stirling近似を用いて整理すると,

E
[∣∣∣ξjki ∣∣∣p | Fti−1

]
≤ p!

(
c1eK

2T

n

)p
=
p!

2
· 2(c1eK

2T )2

n2
·
(
c1eK

2T

n

)p−2

を得る. (ξjki )ni=1 はフィルトレーション (Fti)ni=0 に関するマルチンゲール差分列となっていたか
ら,定理 3.1より,ある普遍定数 c2 > 0が存在して,任意の u ≥ 0に対して

P
(∣∣∣ ̂[M j ,Mk]T − [Xj , Xk]T

∣∣∣ ≥ u
)
≤ 2 exp

(
− u2

2c2(K4T 2/n+ uK2T/n)

)
が成り立つ. 従って,補題 3.3より∥∥∥∣∣∣ ̂[M,M ]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

∥∥∥
ψ1

.
K2T

√
log(3d2)√
n

+
K2T log(3d2)

n

が従う. Step 1と 2の結果を組み合わせて,示すべき不等式を得る.

系 4.2と同様に,

∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞
の収束レートを導出するだけであれば,係数過程に対す

る有界性の仮定は局所化の議論によって緩和することができる.

定義 5.2 (局所有界過程). d 次元確率過程 H = (Ht)t≥0 が局所有界であるとは, ある局所化列
(τk)

∞
k=1 が存在して,任意の k ∈ Nに対して supω∈Ω sup0<t≤τk(ω) |Ht(ω)| < ∞が成り立つことを

いう.

注意 5.3. 上の定義では, Jacod & Protter (2012) に従って, sup0≤t≤τk |Ht| ではなく sup0<t≤τk |Ht|
の有界性を要求している. これは, H0 の有界性を要求することを回避するためである.

系 5.1. T は nに依存しないと仮定する. さらに,ある P-測度ゼロ集合 N と nに依存しない局所有
界過程 H = (Ht)t≥0 が存在して,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|∞ ∨ |cs|∞ ≤ |Hs| on Ω \N
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が成り立つと仮定する. このとき, log d = o(n) (n→ ∞)ならば,

∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞

= Op

(√
log d

n

)
(n→ ∞)

が成り立つ.

証明. 仮定より,定義 5.2の性質を満たすような局所化列 (τk)
∞
k=1 が存在する. 任意に k ∈ Nを固定

して, Ck := supω∈Ω sup0<t≤τk(ω) |Ht(ω)|とおく. H は nに依存しないので, Ck も nに依存しない
ことに注意する. また,仮定より,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|∞1(0,τk](s) ∨ |cs|∞1(0,τk](s) ≤ Ck on Ω \N

が成り立つ. 命題 4.7より,任意の t ≥ 0に対して

Xτk
t = X0 +

∫ t

0

bs1(0,τk](s)ds+

∫ t

0

σs1(0,τk](s)dWs

が成り立つことに注意すると,定理 5.4より

∥∥∥∣∣∣ ̂[Xτk , Xτk ]T − [Xτk , Xτk ]T

∣∣∣
∞

∥∥∥
ψ1

. C2
k

(
T 3/2 + T

√
log(3d2)√
n

+
T 2 + T log(3d2)

n

)

が成り立つ. 従って, Markovの不等式と仮定 log d = o(n)より

lim sup
K→∞

sup
n∈N

P

(∣∣∣[̂X,X]T − [X,X]T

∣∣∣
∞
> K

√
log d

n

)

≤ lim sup
K→∞

sup
n∈N

P

(∣∣∣ ̂[Xτk , Xτk ]T − [Xτk , Xτk ]T

∣∣∣
∞
> K

√
log d

n

)
+ P(τk ≤ T )

≤ P(τk ≤ T )

を得る. k → ∞のとき P(τk ≤ T ) → 0となるから,上の不等式において k → ∞とすれば,示すべ
き結論を得る.

注意 5.4. 系 5.1で係数過程に課した仮定は,高次元高頻度データの統計解析では標準的である. 例
えば (Fan, Furger & Xiu, 2016, Assumption 1)参照.

6 グラフィカル Lassoへの応用
まず導入として, 1節と同様に,平均 0,共分散行列 Σの d次元正規分布に従う独立同分布な確率

変数列X1, . . . , Xn が観測データとして与えられている状況を考える. Σは正則であると仮定し,逆
行列 Θ0 := Σ−1 を推定する問題を考える. Θ0 は精度行列と呼ばれることがある. ナイーブなアイ
ディアとして,標本共分散行列

Σ̂n =
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i
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の逆行列で Θ0 を推定する方法が考えられる. しかし, Σ̂n のランクは必ず n以下となるから,次元
d がサンプル数 n よりも大きいような高次元の状況では, そもそも Σ̂n の逆行列が存在しない. 高
次元の設定下で Θ0 を推定するためのアプローチは様々なものが提案されているが,ここではグラ
フィカル Lassoとして知られる方法を考える. グラフィカル Lassoでは, Θ0 のスパース性,すなわ
ちほとんどの成分が 0であることを仮定して, Θ0 を `1-正則化最尤法で推定する. いまの場合,対数
尤度関数は本質的に以下の関数の定数倍で与えられる:

`n(Θ; Σ̂n) = log detΘ− tr(Σ̂nΘ), Θ ∈ S+
d .

ただし, S+
d は d次正定値対称行列全体の集合を表す. 実際, `n(Θ; Σ̂n)は,対数尤度関数から未知パ

ラメータと無関係な項を取り除いたものを 2/n倍することで得られる. グラフィカル Lasso推定量
は, λ > 0を正則化の強さを調整するパラメータとして,

−`n(Θ; Σ̂n) + λ
∑

j,k:j 6=k

|Θjk| (6.1)

を最小化する Θ ∈ S+
d として定義される. この最適化問題は確率 1でただ一つの解を持つことが以

下の命題から従う:

命題 6.1. Aを d次半正定値対称行列とする. Aの対角成分がすべて正ならば,

−`n(Θ;A) + λ
∑

j,k:j 6=k

|Θjk|

を最小化する Θ ∈ S+
d がただ一つ存在する.

証明. (Duchi, Gould & Koller, 2008, Lemma 1)参照.

ここまでは対数尤度の計算のためにデータの正規性を課していたが,グラフィカル Lasso推定量
自体は, (6.1)を最小化する Θ ∈ S+

d として正規性の仮定なしに定義することが可能である. より一
般に, Σ̂n を (命題 6.1の条件を満たすような)別の Σの推定量に置き換えても,形式的には (6.1)を
最小化する Θ ∈ S+

d としてグラフィカル Lasso推定量を定義できる. 特に, Σ̂n の代わりに実現共分
散行列を考えることで, 累積共分散行列の逆行列の推定問題にもこのアプローチを適用できる. 本
節では, Σ̂n が最大値ノルムに関して Σの一致推定量であるならば,適当な仮定の下でグラフィカル
Lasso推定量も (作用素ノルムに関して) Θ0 の一致推定量となることを示す. 従って,前節までに示
した結果を援用することで,データが劣 Gauss型独立標本や連続セミマルチンゲールの離散観測で
与えられている場合に, (累積)共分散行列の逆行列に対する一致推定量が得られる.

以下の議論で用いる行列に関する記号を導入しておく:

• d × d′ 行列 A = (Ajk)1≤j≤d,1≤k≤d′ に対して, Aの `1-ノルムを |A|1,作用素ノルムを ‖A‖
でそれぞれ表す:

|A|1 :=
d∑
j=1

d′∑
k=1

|Ajk|, ‖A‖ := sup
x∈Rd′ :|x|≤1

|Ax|
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• 2つの d次正方行列 A,Bに対して,AとBの Hadamard積を A◦Bで表す. すなわち,A◦B
は Aと B の成分どうしの積からなる d次正方行列である.

• 正方行列 A に対して, A の対角成分からなる対角行列を diag(A) で表す. また, A− :=

A− diag(A)と定める.

• d次対称行列全体の集合を Sd で表す. A ∈ Sd に対して, Aの最大固有値と最小固有値をそ
れぞれ Λmax(A),Λmin(A)で表す (Aの固有値はすべて実数となることに注意).

• d 次正方行列 A = (Ajk)1≤j,k≤d に対して, S(A) := {(j, k) : Ajk 6= 0, j 6= k}, s(A) :=

#S(A)とおく. ここで,有限集合 S に対してその要素数を #S で表す.

6.1 オラクル不等式

Lasso型推定量の予測誤差や推定誤差の評価は,多くの場合に非確率論的な部分と確率論的な部
分に切り分けることができる (例えば (Bühlmann & van de Geer, 2011, Chapter 6)参照). グラフィ
カル Lasso も例外ではなく, 推定量に特有の議論は非確率論的な部分のみであり, その部分は観測
データの設定とは無関係に議論できるので,まずはその部分を取り扱う.

命題 6.2. A0, A ∈ Sd とし,ある定数 λ0 > 0が存在して |A− A0|∞ ≤ λ0 が成り立つとする. また,

ある定数 L > 1が存在して

L−1 ≤ Λmin(A0) ≤ Λmax(A0) ≤ L

が成り立つとし,B0 := A−1
0 とおく. さらに, s := s(B0), cL := 8L2とし,ある定数 λ > 0に対して,

2λ0 ≤ λ ≤ 1

4LcL
, 4cLsλ

2 + cL‖ diag(A)− diag(A0)‖2F ≤ λ0/(2L)

が成り立つと仮定する. このとき, B ∈ S+
d が

tr (BA)− log det (B) + λ|B−|1 ≤ tr (B0A)− log det (B0) + λ|B−
0 |1, (6.2)

を満たすならば,

‖B −B0‖2F /cL + λ|B− −B−
0 |1 ≤ 4cLsλ

2 + cL‖ diag(A)− diag(A0)‖2F (6.3)

が成り立つ.

注意 6.1. (6.3)式のような形の不等式は (スパース度)オラクル不等式と呼ばれる. これは, (6.3)式
の右辺は,第 2項を無視すれば,「非ゼロパラメータ数 (s) × (A0 の)推定誤差の二乗 (λ2)」の定数倍
という形をしているため,あたかも B0 のゼロ成分を既知とみなして,非ゼロ成分のみを誤差 λで推
定した場合の推定誤差を,「推定量」B が Frobeniusノルムの意味で達成できる,と不等式 (6.3)が主
張しているとみなせることに由来する (オラクルとは「神託」という意味であり,神しか知らないは
ずの真のモデルが既知と思える,というニュアンスがある). なお,後述するように,推定量を適切に
構成することで, (6.3)式の右辺第 2項は実際に無視できる.

39



命題 6.2の証明のために 2つ補題を用意する.

補題 6.1. 関数 S+
d 3 A 7→ − log det(A) ∈ Rは凸である.

証明. 任意に A,B ∈ S+
d および t ∈ [0, 1]をとり, C := A−1/2BA−1/2 とおく. このとき,

log det((1− t)A+ tB) = log det(A) + log det((1− t)Id + tC)

となる. いま, C の固有値を λ1, . . . , λd とすると,

− log det((1− t)Id + tC) = −
d∑
j=1

log det((1− t) + tλj)

と書ける. − logは凸だから,

− log det((1− t)Id + tC) ≤ −t
d∑
j=1

log det(λj) = −t log det(C) = t log det(A)− t log det(B)

となる. 従って,

− log det((1− t)A+ tB) ≤ −(1− t) log det(A)− t log det(B)

を得る.

補題 6.2 (Janková & van de Geer (2018), Lemma 14.4.1). 命題 6.2の仮定に加えて,∆ := B−B0 が
‖∆‖F ≤ 1/(2L)を満たすと仮定する. このとき,∆+B0 は正定値となる. さらに,

E(∆) := tr (∆A0)− {log det (∆ +B0)− log det (B0)}

とおくと,

E(∆) ≥ c−1
L ‖∆‖2F (6.4)

が成り立つ.

証明. D := B
−1/2
0 ∆B

−1/2
0 とおく. 仮定より ‖∆‖F ≤ 1/(2L)であるから,

‖D‖ ≤ ‖B−1
0 ‖‖∆‖ ≤ Λmin(B0)

−1‖∆‖F ≤ 1

2

が成り立つ. 従って Id +D は正定値であるから, B0 +∆ = B
1/2
0 (Id +D)B

1/2
0 も正定値である.

次に, 任意の t ∈ [0, 1] に対して Id + tD は正定値であるから, 関数 f : [0, 1] → R を f(t) =

log det(Id + tD) (t ∈ [0, 1])で定義することができる. D の固有値を µ1, . . . , µd とすると,

f(t) =
d∑
j=1

log(1 + tµj)
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と書けるから,

f ′(t) =

d∑
j=1

µj
1 + tµj

, f ′′(t) = −
d∑
j=1

µ2
j

(1 + tµj)2

が成り立つ. 特に, f ′(0) = tr(D) = tr(∆A0)である. また,

f(1)− f(0) = log
(
det(B0)

−1/2 det(B0 +∆) det(B0)
−1/2

)
− log det(Id)

= log det (∆ +B0)− log det (B0)

である. 従って,部分積分法により

E(∆) = f ′(0)− {f(1)− f(0)} = −
∫ 1

0

(1− t)f ′′(t)dt

を得る. 故に,

E(∆) ≥ ‖D‖2F min
t∈[0,1]

min
1≤j≤d

1

(1 + tµj)2

が成り立つ. ここで,

‖∆‖F =
∥∥∥B1/2

0 DB
1/2
0

∥∥∥
F
≤ ‖B0‖ ‖D‖F ≤ L ‖D‖F

だから, ‖D‖F ≥ L−1 ‖∆‖F であり,また,任意の t ∈ [0, 1]に対して,

min
1≤j≤d

1

(1 + tµj)2
= Λmin((Id + tD)−1)2 = Λmax(Id + tD)−2 ≥ 4

9
≥ 1

8

が成り立つ.

命題 6.2の証明. 2ステップに分けて証明する.

Step 1. まず, ∆ := B − B0 が ‖∆‖F ≤ 1/(2L)を満たす場合に命題の結論が成り立つことを示す.

このとき, E(∆)を補題 6.2のように定義することができて,不等式 (6.4)が成り立つ. さらに, (6.2)

より,

E(∆) + λ|B−|1
= − tr (∆(A−A0)) +

{
tr (BA)− log det (B) + λ|B−|1

}
− tr (B0A) + log det (B0)

≤ − tr (∆(A−A0)) +
{
tr (B0A)− log det (B0) + λ|B−

0 |1
}
− tr (B0A) + log det (B0)

= − tr (∆(A−A0)) + λ|B−
0 |1 (6.5)

が成り立つ. 任意の A1, B1 ∈ Sd に対して tr(A1B1) = tr(A−
1 B

−
1 ) + tr(diag(A1) diag(B1))および

| tr(A1B1)| ≤ |A1 ◦B1|1 となることに注意すると,

| tr (∆(A−A0)) | ≤ |∆−|1|A− −A−
0 |∞ + ‖ diag(∆)‖F ‖ diag(A)− diag(A0)‖F

≤ λ0|∆−|1 + ‖ diag(A)− diag(A0)‖F ‖ diag(∆)‖F
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が成り立つ. ここで, 2 番目の不等式の導出に仮定 |A − A0|∞ ≤ λ0 を用いた. この不等式と
(6.4)–(6.5)を組み合わせて,

c−1
L ‖∆‖2F + λ|B−|1 ≤ λ0|∆−|1 + ‖ diag(A)− diag(A0)‖F ‖ diag(∆)‖F + λ|B−

0 |1

を得る.

S := S(B0) とおく. さらに, I ⊂ {1, . . . , d}2 と d 次正方行列 U = (U ij)1≤i,j≤d に対して,

d 次正方行列 UI = (U ijI )1≤i,j≤d を U ijI = U ij1{(i,j)∈I} で定める. このとき, 定義と仮定より,

|B−|1 = |B−
S |1 + |B−

Sc |1, |∆−|1 = |∆−
S |1 + |B−

Sc |1, |B
−
0 |1 ≤ |∆−

S |1 + |B−
S |1 および λ ≥ 2λ0 が成

り立つ. 従って,

c−1
L ‖∆‖2F +

λ

2
|B−
Sc |1 ≤ 3λ

2
|∆−

S |1 + ‖ diag(A)− diag(A0)‖F ‖ diag(∆)‖F

が成り立つ. 以上より,

2c−1
L ‖∆‖2F + λ|∆−|1

= 2c−1
L ‖∆‖2F + λ(|B−

Sc |1 + |∆−
S |1)

≤ 4λ|∆−
S |1 + 2‖ diag(A)− diag(A0)‖F ‖ diag(∆)‖F

≤ 4λ
√
s‖∆−

S ‖F + 2‖ diag(A)− diag(A0)‖F ‖ diag(∆)‖F (∵ Schwarzの不等式)

≤ 4sλ2cL + c−1
L ‖∆−

S ‖
2
F + cL‖ diag(A)− diag(A0)‖2F + c−1

L ‖ diag(∆)‖2F
(∵ 相加相乗平均の不等式)

を得る. ‖∆‖2F = ‖ diag(∆)‖2F + ‖∆−‖2F であるから,

c−1
L ‖∆‖2F + λ|∆−|1 ≤ 4sλ2cL + cL‖ diag(A)− diag(A0)‖2F

を得る.

Step 2. 一般の場合に示す. Step 1より, ‖B −B0‖F ≤ 1/(2L)を示せば十分である.

M = 1/(2L), α = M/(M + ‖B − B0‖F ) とし, B̃ = αB + (1 − α)B0 とおく. 定義より
‖B̃ −B0‖F ≤M = 1/(2L)である. さらに,補題 6.1および (6.2)より,

tr(B̃A)− log det(B̃) + λ|B−|1 ≤ tr (B0A)− log det (B0) + λ|B−
0 |1

が成り立つ. 従って, Step 1より

‖B̃ −B0‖2F /cL + λ|B̃− −B−
0 |1 ≤ 4cLsλ

2 + cL‖ diag(A)− diag(A0)‖2F

が成り立つ. 特に,仮定より,

‖B̃ −B0‖2F ≤ cLλ0/(2L) ≤ 1/(16L2)

が成り立つから, ‖B̃ −B0‖F ≤ 1/(4L) =M/2である. B̃ の定義より,これは ‖B −B0‖F ≤M =

1/(2L)を意味する.
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6.2 劣 Gauss型独立標本の場合

X1, . . . , Xn を独立同分布な確率変数列とし,平均 0,共分散行列 Σ = (Σjk)1≤j,k≤d をもち,かつ,

nに依存しない定数 κ > 0が存在して max1≤j≤d ‖X1j‖ψ2 ≤ κを満たすとする. Σは正則であると
仮定し,X1, . . . , Xn が観測データとして与えられた際に,逆行列 Θ0 := Σ−1 を推定する問題を考え
る. ここで,次元 dは nに依存することを許す.

まず,標本共分散行列

Σ̂n =
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i

に基づくグラフィカル Lasso推定量のパフォーマンスを調べる. 各 λ > 0に対して, (6.1)を最小化
する Θ ∈ S+

d を Θ̂λ と書くことにする.

定理 6.1. nに依存しないある定数 L > 1が存在して

L−1 ≤ Λmin(Θ0) ≤ Λmax(Θ0) ≤ L (6.6)

が成り立つと仮定する. また, log d = o(n) (n → ∞) を仮定する. このとき, 正数列 λn が
λ−1
n

√
(log d)/n→ 0 (n→ ∞)を満たし,かつ sn := s(Θ0)に対して (sn + d)λn → 0 (n→ ∞)を

満たすならば, ∥∥∥Θ̂λn −Θ0

∥∥∥
F
= Op

(
λn
√
sn + d

)
が成り立つ.

証明. En := {|Σ̂n − Σ|∞ ≤ λn/2} とおく. 命題 3.2 と Markov の不等式, および仮定より,

P(Ecn) → 0 (n → ∞)が成り立つ. また, En 上で ‖ diag(Σ̂n) − diag(Σ)‖2F ≤ dλ2n/4が成り立つか
ら, nが十分大きいとき, En 上で

8L2(4snλ
2
n + d‖ diag(Σ̂n)− diag(Σ)‖2F /4) ≤ λn/(4L)

が成り立つ. 従って, λ0 = λn/2, λ = λn として命題 6.2を適用すると, En 上で∥∥∥Θ̂λn −Θ0

∥∥∥2
F
/(8L2) ≤ 8L2(4snλ

2
n + dλ2n/4)

が成り立つ. 従って,

lim sup
M→∞

lim sup
n→∞

P
(∥∥∥Θ̂λn −Θ0

∥∥∥
F
> M

(
λn
√
sn + d

))
≤ lim sup

M→∞
lim sup
n→∞

P
(
64L4λ2n(4sn + d/4) > M

(
λ2n(sn + d)

))
= 0

となる.

定理 6.1 より, Θ̂λn の収束レートを改善するには λn をできる限り小さくとる必要があるが, 一
方で λ−1

n

√
(log d)/n = o(1) という条件も満たす必要がある. 従って, λn は

√
(log d)/n よりわ

ずかに大きいオーダーで取るのがベストだということになる. この場合の Θ̂λn の収束レートは
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O(
√

(sn + d)(log d)/n)となるが,これが 0に収束するためには少なくとも d� nでなければなら
ず,特に次元がサンプル数よりも大きいような状況に対応できない. この問題は,標本共分散行列で
はなく標本相関行列 R̂n := diag(Σ̂n)

−1/2Σ̂n diag(Σ̂n)
−1/2 に基づくグラフィカル Lasso推定量を

考えることで解消できる (Rothman et al., 2008). 各 λ > 0に対して,

−`n(K; R̂n) + λ
∑

j,k:j 6=k

|Kjk|

を最小化する K ∈ S+
d を K̂λ と書くことにする. K̂λ は K0 := diag(Σ)1/2Θ0 diag(Σ)

1/2 を推定す
ることが期待されるので, Θ0 を推定するには,

Θ̃λ := diag(Σ̂n)
−1/2K̂λ diag(Σ̂n)

−1/2

を考えるのが自然である.

定理 6.2. n に依存しないある定数 L > 1 が存在して (6.6) が成り立つと仮定する. また, log d =

o(n) (n → ∞)を仮定する. このとき,正数列 λn が λ−1
n

√
(log d)/n → 0 (n → ∞)を満たし,かつ

sn := s(Θ0)に対して (sn + 1)λn → 0 (n→ ∞)を満たすならば,∥∥∥K̂λn −K0

∥∥∥
F
= Op

(
λn

√
sn + 1

)
(6.7)

および ∥∥∥Θ̃λn −Θ0

∥∥∥ = Op
(
λn

√
sn + 1

)
(6.8)

が成り立つ.

証明. 命題 3.2とMarkovの不等式より |Σ̂n−Σ|∞ = Op(
√

(log d)/n)が成り立つ. また, (6.6)より
L−1 ≤ minj Σjj ≤ maxj Σjj ≤ Lが成り立つことに注意すると, R0 := diag(Σ)−1/2Σ diag(Σ)−1/2

として |R̂n −R0|∞ = Op(
√
(log d)/n)が成り立つ. 従って, En := {|R̂n −R0|∞ ≤ λn/2}とおく

と,仮定より, P(Ecn) → 0 (n→ ∞)が成り立つ. また, nが十分大きいとき,

8L2(4snλ
2
n + d‖ diag(R̂n)− diag(R0)‖2F /4) = 16L2snλ

2
n ≤ λn/(4L)

が成り立つ. 従って, λ0 = λn/2, λ = λn として命題 6.2を適用すると, En 上で∥∥∥K̂λn −K0

∥∥∥2
F
/(8L2) ≤ 16L2snλ

2
n

が成り立つ. 以上より (6.7)が従う. さらに,∥∥∥Θ̃λn −Θ0

∥∥∥ ≤
∥∥∥diag(Σ̂n)−1/2

∥∥∥∥∥∥K̂λn −K0

∥∥∥∥∥∥diag(Σ̂n)−1/2
∥∥∥

+
∥∥∥diag(Σ̂n)−1/2 − diag(Σ)−1/2

∥∥∥ ‖K0‖
∥∥∥diag(Σ̂n)−1/2

∥∥∥
+
∥∥∥diag(Σ)−1/2

∥∥∥ ‖K0‖
∥∥∥diag(Σ̂n)−1/2 − diag(Σ)−1/2

∥∥∥
より (6.8)が従う.
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注意 6.2. ‖ diag(Σ̂n)−1/2 − diag(Σ)−1/2‖F = O(
√
d/n)であるので, Frobeniusノルムで計測した

Θ̃λn の推定誤差の収束レートは, Θ̂λn と (log dの項を無視すると)同じオーダーしか得られない.

注意 6.3. Θ̃λ は,

−`n(Θ; Σ̂n) + λ
∑

j,k:j 6=k

√
Σ̂n,jjΣ̂n,kk|Θjk|

を最小化する Θ ∈ S+
d となっている. すなわち, (6.1)の罰則項に重みをつけた最小化問題の解とし

て得られる. この意味で, Θ ∈ S+
d は重み付きグラフィカル Lasso推定量と呼ばれることがある.

6.3 連続セミマルチンゲールの場合

4.2節と同じ設定を考える. 累積共分散行列 [X,X]T が確率 1で正則であると仮定して,その逆行
列 Θ0 := [X,X]−1

T を推定する問題を考える. ここで,次元 dは nに依存することを許すが,観測区
間の終点 T は nに依存しない状況を考える.

上述したように, (6.1)式において Σ̂n を [̂X,X]T に置き換えたものを最小にする Θ ∈ S+
d を考え

ることで,いまの設定でも Θ0 のグラフィカル Lasso推定量を構成できる. 前小節で見たように,標
本共分散行列の代わりに標本相関行列を考えた方が理論上のパフォーマンスがよい推定量が得られ
るので,ここではそのような推定量のみ考察する. すなわち,

R̂X := diag([̂X,X]T )
−1/2 [̂X,X]T diag([̂X,X]T )

−1/2

として,各 λ > 0に対して,

−`n(K; R̂X) + λ
∑

j,k:j 6=k

|Kjk|

を最小化するK ∈ S+
d を K̂λ と書くことにする. Θ0 の推定量は,

Θ̃λ := diag([̂X,X]T )
−1/2K̂λ diag([̂X,X]T )

−1/2

で与えられる. 高頻度データ解析の文脈では, R̂X は実現相関行列と呼ばれる.

定理 6.3. n→ ∞のとき

Λmax([X,X]T ) + 1/Λmin([X,X]T ) = Op(1) (6.9)

が成り立つと仮定する. また, log d = o(n) (n → ∞) を仮定する. このとき, 正数列 λn が
λ−1
n

√
(log d)/n→ 0 (n→ ∞)を満たし,かつ sn := s(Θ0)に対して (sn +1)λn = op(1) (n→ ∞)

を満たすならば,系 5.1と同じ仮定の下で,∥∥∥K̂λn −R−1
X

∥∥∥
F
= Op

(
λn

√
sn + 1

)
(6.10)

および ∥∥∥Θ̃λn −Θ0

∥∥∥ = Op
(
λn

√
sn + 1

)
(6.11)

が成り立つ. ここに, RX := diag([X,X]T )
−1/2[X,X]T diag([X,X]T )

−1/2 である.
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証明. まず, (6.9)より
max

1≤j≤d

(
[Xj , Xj ]T + 1/[Xj , Xj ]T

)
= Op(1) (6.12)

が成り立つ. このことと系 5.1より,

|R̂X −RX |∞ = Op

(√
log d

n

)
(6.13)

が成り立つ. 次に,各 L, n ∈ Nに対して,集合 Ωn,L ⊂ Ωを

Ωn,L := {|R̂X −RX |∞ ≤ λn/2} ∩ {L−1 ≤ Λmin(RX) ≤ Λmax(RX) ≤ L} ∩ {4cLsnλn ≤ 1/(4L)}

で定める. ただし, cL := 8L2 と定める. このとき, (6.9), (6.12), (6.13)および snλn = op(1)より

lim
L→∞

lim sup
n→∞

P(Ωcn,L) = 0

となる. Ωn,L 上で λ := λn, λ0 := λn/2として命題 6.2を適用すると,

‖K̂λn −R−1
X ‖2F /cL ≤ 4cLsnλ

2
n on Ωn,L.

を得る. 従って,

lim sup
n→∞

P
(
‖K̂λn −R−1

X ‖F > 16L2√snλn
)
≤ lim sup

n→∞
P(Ωcn,L)

となるから,

lim sup
M→∞

lim sup
n→∞

P
(
‖K̂λn −R−1

X ‖F > M
√
snλn

)
≤ lim sup

L→∞
lim sup
n→∞

P(Ωcn,L) = 0

を得る. すなわち, (6.10)が成り立つ. (6.11)は (6.8)と同様の議論で示せる.

7 作用素ノルムによる評価
4.2節と同じ設定を考える.

定理 7.1. ある定数 Λ > 0と P -測度ゼロ集合 N が存在して,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|2∞ ∨ ‖cs‖ ≤ Λ on Ω \N

が成り立つと仮定する. このとき,

∥∥∥∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥∥∥∥
ψ1

≤ CΛ

(
(T 2 + T )

d

n
+ (T 3/2 + T )

√
d

n

)

が成り立つ.

定理 7.1は,作用素ノルムを有限個の 2次形式の最大値で抑えて,最大値ノルムの評価に帰着する
ことで証明する. このために「ε-ネットの方法」と呼ばれる論法を用いる.
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定義 7.1 (ネット・被覆数). (S, ρ)を距離空間とする. S0 ⊂ S と ε > 0に対して, N ⊂ S0 が (ρに
関する) S0 の ε-ネットであるとは,任意の x ∈ S0 に対してある y ∈ N が存在して ρ(x, y) ≤ εが
成り立つことをいう. S0 の ε-ネットの要素数の最小値を (ρに関する) S0 の ε-被覆数と呼び,記号
N (S0, ρ, ε)で表す. ただし, S0 が有限な ε-ネットを含まない場合は N (S0, ρ, ε) := ∞と定める.

定義 7.2 (パッキング数). (S, ρ) を距離空間とする. ε > 0 に対して, N ⊂ S が (ρ に関して) ε-

separatedであるとは,任意の相異なる 2点 x, y ∈ N に対して ρ(x, y) > εが成り立つことをいう.

S0 ⊂ S の ε-separated な部分集合の要素数の最大値を (ρ に関する) S0 の ε-パッキング数と呼び,

記号 P(S0, ρ, ε)で表す. ただし, S0 が ε-separatedな無限部分集合を含む場合は P(S0, ρ, ε) := ∞
と定める.

補題 7.1. (S, ρ)を距離空間とし, S0 ⊂ S, ε > 0とする. N := P(S0, ρ, ε) < ∞ならば,要素数 N

の ε-separatedな S0 の部分集合は S0 の ε-ネットとなる.

証明. N ⊂ S0 が要素数 N かつ ε-separatedであったとする. 任意の x ∈ S0 \ N に対して, N の最
大性より N ∪ {x}は ε-separatedでないから,ある y ∈ N が存在して ρ(x, y) ≤ εとなる. 従って
N は S0 の ε-ネットである.

補題 7.2 (Vershynin (2018), Lemma 4.2.8). (S, ρ)を距離空間とする. 任意の S0 ⊂ S と ε > 0に対
して,

N (S0, ρ, ε) ≤ P(S0, ρ, ε) ≤ N (S0, ρ, ε/2).

証明. 左側の不等式は補題 7.1 から従う. 右側の不等式を背理法で示す. N := N (S0, ρ, ε/2) <

P(S0, ρ, ε) であったとすると, S0 は要素数 N の ε/2-ネット N を含み, かつ要素数 N + 1 の
ε-separatedな部分集合 P も含む. P ⊂ S0 ⊂

⋃
x∈N {y ∈ S : ρ(y, x) ≤ ε/2}であるから,鳩の巣原

理よりある x ∈ N に対して {y ∈ S : ρ(y, x) ≤ ε/2}は P の相異なる 2点 y, z を含む. しかし,こ
のとき ρ(y, z) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, z) ≤ εとなって P が ε-separatedであることに矛盾する.

以下, Rd の部分集合に対するネットや ε-separated な部分集合を考える場合, 特に断らない限り
は Euclid距離に関するものを考えることにする. さらに,記号の簡単のために, S ⊂ Rd と ε > 0に
対して, Euclid 距離に関する S の ε-被覆数および ε-パッキング数をそれぞれ記号 N (S, ε) および
P(S, ε)で表す.

Rd 内の単位球面を Sd−1 と書く:

Sd−1 := {x ∈ Rd : |x| = 1}.

補題 7.3 (Vershynin (2018), Corollary 4.2.13). 任意の ε > 0に対して,

N (Sd−1, ε) ≤ P(Sd−1, ε) ≤
(
1 +

2

ε

)d
.

証明. 左側の不等式は補題 7.2から従うので,右側の不等式を示す. 証明には「volume argument」と
呼ばれる論法を用いる. まず, Sd−1 はコンパクトだから全有界である. 従って N (Sd−1, ε/2) < ∞
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だから,補題 7.2より N := P(Sd−1, ε) < ∞である. 定義より Sd−1 の ε-separatedな部分集合 N
で要素数 N のものがとれる.

#N ≤
(
1 +

2

ε

)d
(7.1)

を示せば証明は完成する.

各 x ∈ Rd と δ > 0 について, x を中心とする半径 δ の開球を B(x; δ) と書くことにする:

B(x; δ) = {y ∈ Rd : |y − x| < δ}. 任意の x ∈ Sd−1 に対して B(x; ε/2) ⊂ B(0; 1 + ε/2) が
成り立つ. 実際, 任意の y ∈ B(x; ε/2) に対して |y| ≤ |y − x| + 1 < ε/2 + 1 である. 従って⋃
x∈N B(x; ε/2) ⊂ B(0; 1+ ε/2)が成り立つ. 従って,可測集合 F ⊂ Rd の Lebesgue測度を |F |と
書くことにすると, ∣∣∣∣∣ ⋃

x∈N
B(x; ε/2)

∣∣∣∣∣ ≤ |B(0; 1 + ε/2)| = (1 + ε/2)d|B(0; 1)|

が成り立つ. さらに, N の任意の相異なる 2 点 x, y に対して B(x; ε/2) ∩ B(y; ε/2) = ∅ が
成り立つ. 実際, そうでない場合, z ∈ B(x; ε/2) ∩ B(y; ε/2) なる点 z を取れるが, このとき
|x− y| ≤ |x− z|+ |z − y| < εとなって N が ε-separatedであることに矛盾する. 故に,∣∣∣∣∣ ⋃

x∈N
B(x; ε/2)

∣∣∣∣∣ = ∑
x∈N

|B(x; ε/2)| = #N · |B(0; ε/2)| = #N · (ε/2)d|B(0; 1)|

が成り立つ. 以上より,

#N · (ε/2)d|B(0; 1)| ≤ (1 + ε/2)d|B(0; 1)|

であるから,両辺を (ε/2)d|B(0; 1)|で割って (7.1)を得る.

補題 7.4 (Vershynin (2018), Exercise 4.4.3(b)). ε ∈ (0, 1/2)とし, N を Sd−1 の ε-ネットとする. こ
のとき,任意の d次対称行列 Aに対して,

‖A‖ ≤ 1

1− 2ε
sup
x∈N

|x>Ax|.

証明. Aは対称だから,ある x ∈ Sd−1 が存在して ‖A‖ = |x>Ax|となる. 実際, Aの固有値のうち
絶対値が最大となるようなものに対する固有ベクトルで長さ 1のものがそのような xを与える. N
は Sd−1 の ε-ネットだから,ある y ∈ N が存在して |x− y| ≤ εとなる. このとき,

‖A‖ = |x>Ax| ≤ |x− y||Ax|+ |Ay||x− y|+ |y>Ay| ≤ 2ε‖A‖+ sup
x∈N

|x>Ax|

となるので,整理して示すべき不等式を得る.

定理 7.1の証明. 2ステップに分けて証明する.

Step 1. 定理 4.6の証明と同じように記号を定義して,分解 (4.5)を考える. R := ̂[M,M ]T−[M,M ]T

とおくと, ∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥ ≤
∥∥∥[̂A,A]T∥∥∥+ 2

∥∥∥̂[A,M ]T

∥∥∥+ ‖R‖
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と評価できる. 仮定より,∥∥∥[̂A,A]T∥∥∥ ≤
n∑
i=1

∥∥∆n
i A(∆

n
i A)

>∥∥ =

n∑
i=1

|∆n
i A|2 ≤ ΛT 2 d

n

および ∥∥∥ ̂[M,M ]T

∥∥∥ ≤ ‖R‖+ ‖[M,M ]T ‖ ≤ ‖R‖+ ΛT

が成り立つ. また, d 次元確率過程 U に対して ∆nU := (∆n
1U, . . . ,∆

n
nU) と書くことにすると,

̂[A,M ]T = ∆nA(∆nM)> と書き直せるから,

∥∥∥̂[A,M ]T

∥∥∥ ≤ ‖∆nA‖ ‖∆nM‖ =

√∥∥∥[̂A,A]T∥∥∥∥∥∥ ̂[M,M ]T

∥∥∥
≤
√
ΛT 2

d

n
‖R‖+ ΛT 3/2

√
d

n
≤ ΛT 2

2

d

n
+

‖R‖
2

+ ΛT 3/2

√
d

n

を得る. 以上より,

∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥ ≤ 2ΛT 2 d

n
+ 2ΛT 3/2

√
d

n
+ 2 ‖R‖ . (7.2)

Step 2. 補題 7.3 と 7.4 を ε = 1/4 として適用すると, ある空でない集合 N ⊂ Sd−1 が存在して
#N ≤ 9d および

‖B‖ ≤ 2max
x∈N

|x>Bx| (7.3)

が任意の d次対称行列 B に対して成り立つ.

次に, x ∈ N を 1つ固定し,確率過程Mx = (Mx
t )t≥0 をMx

t = x>Mt (t ≥ 0)で定める.　そし
て,各 i = 1, . . . , nについて

ξxi := x>
{
(∆n

iM)(∆n
iM)> −∆n

i [M,M ]
}
x = (∆n

iM
x)2 −∆n

i [M
x,Mx]

とおく. 定義より

x>Rx =
n∑
i=1

ξxi

となる. 定理 3.1を用いて右辺を評価する. まず,部分積分公式より

ξxi = 2

∫ ti

ti−1

(Mx
s −Mx

ti−1
)dMx

s

と書ける. ∫ T

0

x>csxds ≤ ΛT
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であるから,命題 4.6より (Mx
t∧T )t≥0 は連続マルチンゲールである. さらに,

E

[∫ ti

ti−1

(Mx
s −Mx

ti−1
)2d〈Mx,Mx〉s

]
≤ ΛE

[∫ ti

ti−1

(Mx
s −Mx

ti−1
)2ds

]

= ΛE

[∫ ti

ti−1

(∫ s

ti−1

x>cuxdu

)
ds

]
≤ Λ2T 2

n2

が成り立つから, 再び命題 4.6 より (ξi)
n
i=1 は (Fti)ni=0 に関するマルチンゲール差分列である. 次

に,任意の整数 p ≥ 2, i = 1, . . . , nと F ∈ Fti−1 に対して,

‖ξxi 1F ‖p ≤
∥∥(∆n

iM
x)21F

∥∥
p
+ ‖∆n

i [M
x,Mx]1F ‖p

が成り立つ. 仮定より,

‖∆n
i [M

x,Mx]1F ‖p =

∥∥∥∥∥
∫ ti

ti−1

x>csxds1F

∥∥∥∥∥
p

≤ ΛT

n
‖1F ‖p

である. 一方で,定理 5.1と仮定より,

∥∥(∆n
iM

x)21F
∥∥
p
= ‖∆n

iM
x1F ‖22p . p

∥∥∥∥∥
√∫ ti

ti−1

x>csxds1F

∥∥∥∥∥
2

p

≤ pΛT

n
‖1F ‖p

が成り立つ. 以上より,

‖ξxi 1F ‖p ≤
pΛT

n
‖1F ‖p

を得るから,ある普遍定数 c1 > 0が存在して,

E[|ξxi |p | Fti−1 ] ≤
c1pΛT

n

が成り立つ. Stirling近似を用いて整理すると,

E
[
|ξxi |

p | Fti−1

]
≤ p!

(
c1eΛT

n

)p
=
p!

2
· 2(c1eΛT )

2

n2
·
(
c1eΛT

n

)p−2

を得る. 従って, 定理 3.1 を適用することができて, ある普遍定数 c2 > 0 が存在して任意の u ≥ 0

に対して

P
(∣∣x>Rx∣∣ ≥ u

)
≤ 2 exp

(
− u2

2c2(Λ2T 2/n+ uΛT/n)

)
が成り立つ. 従って,補題 3.3より∥∥∥∥max

x∈N

∣∣x>Rx∣∣∥∥∥∥
ψ1

.
ΛT

√
d√

n
+

ΛTd

n

が従う. この評価と (7.3)より,

‖‖R‖‖ψ1
.

ΛT
√
d√

n
+

ΛTd

n

が成り立つ. Step 1と 2の結果を組み合わせて,示すべき不等式を得る.

50



系 5.1と同様の局所化の議論によって,推定誤差の収束レートのみに興味があるのであれば,係数
過程に対する有界性の仮定は以下のように緩められる:

系 7.1. T は nに依存しないと仮定する. さらに,ある P-測度ゼロ集合 N と nに依存しない局所有
界過程 H = (Ht)t≥0 が存在して,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|∞ ∨ ‖σs‖ ≤ |Hs| on Ω \N

が成り立つと仮定する. このとき,∥∥∥[̂X,X]T − [X,X]T

∥∥∥ = Op

(√
d

n
+
d

n

)
(n→ ∞)

が成り立つ.

演習問題 1. 定理 7.1から局所化の議論によって系 7.1を導出せよ.

8 ファクターモデルへの応用
以下のモデルで与えられる d次元確率過程 Y = (Yt)t≥0 を考える:

Yt = βFt + Zt, t ≥ 0. (8.1)

ここに, F = (Ft)t≥0 は r 次元連続セミマルチンゲール, Z = (Zt)t≥0 は d次元連続セミマルチン
ゲールであり, β ∈ Rd×r は非ランダムであるとする. モデル (8.1) は連続時間確率過程に対する
ファクターモデルと考えることができる: d 個の確率過程 Y 1, . . . , Y d に共通の r 個のファクター
F 1, . . . , F r があり, β の第 k 列は k 番目のファクター F k に対するファクターローディングに対応
する. また, Z はファクターでは説明できない残差に対応する. 本節の目的は,区間 [0, T ]を n等分
する時点 ti = Ti/n (i = 0, 1, . . . , n)における Y の離散観測データ (Yti)

n
i=0 が与えられている状

況下で,ファクターの数 r を推定することである.

6.3節と同様に, dは nに依存するが, T は nに依存しない状況を考える. あとで見るように, 本
節では, d が無限大に発散する状況を利用することで, r の一致推定量を構成する. 従って, ここで
は高次元性は悪影響ではなくむしろ恩恵をもたらすことになり, いわゆる次元の恩恵 (blessing of

dimensionality)の一例を与える.

8.1 線形代数からの準備

以下の議論では行列を摂動した際の固有値や特異値の挙動が重要な役割を果たすので,そのこと
に関連する結果のうち必要となるものを準備することから始める. この話題の系統的な扱いについ
ては Horn & Johnson (2013)やMagnus & Neudecker (2019)を参照のこと.

まず,いくつか記号を導入する.

• d次対称行列 Aに対して, Aの固有値を重複度を込めて降順に並べたものを λ1(A) ≥ · · · ≥
λd(A)で表す.
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• 各 j = 1, . . . , dについて, Rd の j 次元部分ベクトル空間全体の集合を Lj で表す.

• p, q ∈ Nに対して, p× q 零行列を Op,q で表す. p = q の場合は Op = Op,p と書く. また,文
脈から明らかな場合は添字は省略する.

• Aj ∈ Rpj×qj (j = 1, . . . , k)に対して,

diag(A1, . . . , Ak) :=


A1 O · · · O

O A2
. . .

...
...

. . .
. . . O

O · · · O Ak


と定める. 特に,実数 a1, . . . , ak に対して diag(a1, . . . , ak)は a1, . . . , ak を対角成分に持つ k

次対角行列を表す.

定理 8.1 (Courant–Fischerのミニマックス定理). Aを d次対称行列とする. 任意の j = 1, . . . , dに
対して,

λj(A) = min
S∈Ld−j+1

max
x∈S\{0}

x>Ax

x>x
= max
S∈Lj

min
x∈S\{0}

x>Ax

x>x

が成り立つ.

証明. λk := λk(A) (k = 1, . . . , d) とおく. Rd の正規直交基底 x1, . . . , xd で Axk = λkxk (k =

1, . . . , d)を満たすものを 1組とる. xj , . . . , xd で張られる Rd の部分ベクトル空間を Sj とすると,

Sj ∈ Ld−j+1 である. いま,任意に x ∈ Sj をとると,ある cj , . . . , cd ∈ Rを用いて x =
∑d
k=j ckxk

と書けるから,

x>Ax =

d∑
k=j

λkc
2
k|xk|2 ≤ λj

d∑
k=j

c2k|xk|2 = λj |x|2

が成り立つ. 従って,

min
S∈Ld−j+1

max
x∈S\{0}

x>Ax

x>x
≤ max
x∈Sj\{0}

x>Ax

x>x
≤ λj

である. 一方で,任意に S ∈ Ld−j+1 をとると, x1, . . . , xj で張られる Rd の部分ベクトル空間を S′
j

としたとき, dimS+dimS′
j = d+1 > dとなるから, S∩S′

j 6= {0}である. そこで, x ∈ S∩S′
j \{0}

を 1つとると, x ∈ S′
j よりある c′1, . . . , c

′
j ∈ Rを用いて x =

∑j
k=1 c

′
kxk と書けるから,

x>Ax =

j∑
k=1

λk(c
′
k)

2|xk|2 ≥ λj

d∑
k=1

(c′k)
2|xk|2 = λj |x|2

が成り立つ. 従って,

min
S∈Ld−j+1

max
x∈S\{0}

x>Ax

x>x
≥ λj

である. 以上より第 1の等式が示された. 第 2の等式は, λd−j+1(−A)に第 1の等式を適用すること
で得られる.
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系 8.1 (Weylの不等式). A,B を d次対称行列とすると,任意の j = 1, . . . , dに対して,

λj(A) + λd(B) ≤ λj(A+B) ≤ λj(A) + λ1(B).

証明. 任意の S ∈ Ld+j−1 に対して,

max
x∈S\{0}

x>(A+B)x

x>x
≤ max
x∈S\{0}

x>Ax

x>x
+ max
x∈S\{0}

x>Bx

x>x
≤ max
x∈S\{0}

x>Ax

x>x
+ λ1(B)

が成り立つから,両辺の S ∈ Ld+j−1 に関する最小値をとって右側の不等式を得る. 左側の不等式
も同様の議論で示せる.

系 8.2. A ∈ Rr×r, B ∈ Rd×r とし, A は半正定値対称行列であると仮定する. このとき, 任意の
j = 1, . . . , dに対して,

λr(A)λj(BB
>) ≤ λj(BAB

>) ≤ λ1(A)λj(BB
>).

証明. 仮定より λr(A) ≥ 0であることに注意する. Courant–Fischerのミニマックス定理より,

λj(BAB
>) = max

S∈Lj
min

x∈S\{0}

x>BAB>x

x>x
≥ max
S∈Lj

min
x∈S\{0}

λr(A)x
>BB>x

x>x

= λr(A)λj(BB
>)

が成り立つ. 同様の議論で λj(BAB
>) ≤ λ1(A)λj(BB

>)も得られる.

補題 8.1. A ∈ Rd×n とする. 各 j = 1, . . . , d ∧ nに対して, λj(A
>A) = λj(AA

>)が成り立つ.

証明. A>A と AA> はともに半正定値対称であるから, 両者の正の固有値が重複度も込めて一
致することを示せばよい. λ > 0 を A>A の重複度 m の固有値とする. 定義より, 1 次独立な
x1, . . . , xm ∈ Rd で A>Axj = λxj (j = 1, . . . ,m) となるものを取ることができる. このとき,

Ax1, . . . , Axm は 1 次独立となる. 実際, c1, . . . , cm ∈ R が
∑m
j=1 cjAxj = 0 を満たすとする

と, 両辺に A> を乗じて λ
∑m
j=1 cjxj = 0 を得るから, λ 6= 0 と x1, . . . , xm の 1 次独立性より

c1 = · · · = cm = 0を得る. さらに,各 j = 1, . . . ,mに対して AA>(Axj) = A(λxj) = λ(Axj)が
成り立つから, Axj(6= 0)は λに対する AA> の固有ベクトルである. 従って λは AA> の固有値で,

その重複度はm以上である. 同様にして, λ > 0が AA> の重複度mの固有値ならば, λは A>Aの
重複度m以上の固有値となることが示せる. 以上より A>Aと AA> の正の固有値は重複度も込め
て一致する.

定義 8.1 (特異値). A ∈ Rd×n の特異値 s1(A), . . . , sd∧n(A)を,

sj(A) =
√
λj(A>A) =

√
λj(AA>) (j = 1, . . . , d ∧ n)

で定義する.
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定理 8.2 (特異値分解). A ∈ Rd×n とし, D0 := diag(s1(A), . . . , sd∧n(A))とする. さらに, d < nの

ときは D :=
(
D0 Od,n−d

)
, d = nのときは D := D0, d > nのときは D :=

(
D0

Od−n,n

)
として

D ∈ Rd×n を定める. このとき,ある直交行列 U ∈ Rd×d, V ∈ Rn×n が存在して A = UDV > と分
解できる. この分解を Aの特異値分解と呼ぶ.

証明. AA> は直交行列によって対角化可能だから, ある d 次直交行列 U が存在して
U>(AA>)U = diag(D2

0, O) と書ける. A>U の列ベクトルを b1, . . . , bd ∈ Rn とすると,

U>(AA>)U = (A>U)>(A>U) = (bi · bj)1≤i,j≤d と書き直せるので, r := rankA, vj := sj(A)
−1bj

(j = 1, . . . , r)とおくと, v1, . . . , vrはRnの正規直交系をなし,かつ bj = 0 (j = r+1, . . . , d)が成り
立つ. v1, . . . , vn が Rn の正規直交基底となるように vr+1, . . . , vn ∈ Rn をとり, V := (v1, . . . , vn)

と定める. 定義より V は n次直交行列である. また,

U>AV = (bi · vj)1≤i≤d,1≤j≤n =

(
diag(s1(A), . . . , sr(A)) Or,n−r

Od−r,r Od−r,n−r

)
= D

となるから, A = UDV > である.

定理 8.3 (Horn & Johnson (2013), Corollary 7.3.5). 任意の A,B ∈ Rd×n と j = 1, . . . , d ∧ n に対
して,

|sj(A+B)− sj(A)| ≤ ‖B‖ .

証明. d < nの場合は A,B の代わりに A>, B> を考えることで, d ≥ nと仮定して一般性を失わな
い. (d+ n)次正方行列 Ā, B̄ を

Ā =

(
O A
A> O

)
, B̄ =

(
O B
B> O

)
で定義する. このとき, Āの固有値を重複度を込めて昇順に並べると,

−s1(A) ≤ · · · ≤ −sn(A) ≤ 0 = · · · = 0︸ ︷︷ ︸
d−n

≤ sn(A) ≤ · · · ≤ s1(A) (8.2)

となる. 実際, Aの特異値分解を A = UDV > とし, U の最初の n列からなる d × n行列を U1,残
りの d− n列からなる行列を U2 とする. Û := U1/

√
2, V̂ := V /

√
2とし,

Ū :=

(
Û −Û U2

V̂ V̂ O

)
と定める. このとき, U>

1 U1 = In, U
>
1 U2 = O および U>

2 U2 = Id−n となることに注意すると,

Ū>Ū =

 Û> V̂ >

−Û> V̂
U>
2 O

(Û −Û U2

V̂ V̂ O

)
=

 In On On,d−n
On In On,d−n

Od−n,n Od−n,n Id−n

 = Id+n
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となる. 従って, Ū は (d+ n)次直交行列である. さらに, U>
1 AV = diag(s1(A), . . . , sn(A)) =: D0,

U>
2 AV = O に注意すると,

Ū>ĀŪ =

 Û> V̂ >

−Û> V̂
U>
2 O

( AV̂ AV̂ O

A>Û −AÛ A>U2

)

=

 Û>AV̂ + V̂ A>Û Û>AV̂ − V̂ A>Û V̂ >AU2

−Û>AV̂ + V̂ A>Û −Û>AV̂ − V̂ A>Û V̂ >AU2

U>
2 AV̂ U>

2 AV̂ Od−n


=

D0 O O
O −D0 O
O O Od−n


を得る. このことから Āの固有値を昇順に並べると (8.2)となることが従う. 特に, λj(Ā) = sj(A)

である. 同様の議論によって, λ1(B̄) = −s1(B), λd+n(B̄) = s1(B)および λj(Ā+ B̄) = sj(A+B)

がわかる. 従って, Weylの不等式より,

sj(A)− s1(B) ≤ sj(A+B) ≤ sj(A) + s1(B)

を得る. s1(B) = ‖B‖であるから,示すべき結論が従う.

8.2 推定量の構成

モデル (8.1)について以下の仮定をおく.

[A1] (i) F は n に依存しない (従って r も n に依存しない). さらに, [F, F ]T は確率 1 で正則で
ある.

(ii)ある r 次正定値対称行列 B が存在して ‖d−1β>β −B‖ → 0 (n→ ∞)が成り立つ.

(iii) ‖[Z,Z]T ‖ = Op(1) (n→ ∞).

推定量を構成するためのアイディアを説明するために,一旦 [F,Z]T = 0という仮定をおく. これ
は,ファクターと残差の無相関性の仮定の確率過程版であり,自然な仮定ではあるが,後述する推定
量の一致性を示すのには不要である. 仮定 [F,Z]T = 0の下で, Y の累積共分散行列は

[Y, Y ]T = β[F, F ]Tβ
> + [Z,Z]T

で与えられる. 従って, Weylの不等式より,各 j = 1, . . . , dについて

λj(β
>[F, F ]Tβ)− ‖[Z,Z]T ‖ ≤ λj([Y, Y ]T ) ≤ λj(β

>[F, F ]Tβ) + ‖[Z,Z]T ‖

が成り立つ. ここで, β[F, F ]Tβ
> のランクは高々 r であるから, j > r のときは λj(β[F, F ]Tβ

>) =

0 である. 従って, 仮定 [A1](iii) より λj([Y, Y ]T ) = Op(1) である. 一方で, j ≤ r の場合, 系 8.2

より λj(β[F, F ]Tβ
>) ≥ λr([F, F ]T )λj(ββ

>) が成り立つ. 仮定 [A1](iii) より λr([F, F ]T ) > 0 で
あり, また補題 8.1 と仮定 [A1](ii), および Weyl の不等式より λj(ββ

>)/d = λj(B) + op(1) だ
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から, 仮定 [A1](iii) とあわせると, n → ∞ のとき d → ∞ となるのであれば P(λj([Y, Y ]T )/d >

λr([F, F ]T )λj(B)/2) → 1が成り立つ. 故に, j > rの場合は λj([Y, Y ]T )は確率有界 (緊密)である
一方で, j ≤ rの場合は (dのオーダーで)発散することになる. 従って, λj([Y, Y ]T )と λj+1([Y, Y ]T )

のギャップが非常に大きくなるような番号 j でもって r を推定するというアイディアが思いつく.

実際には [Y, Y ]T は観測できないので実現共分散行列 [̂Y, Y ]T で代用する必要がある.

上のアイディアに基づいて, Aït-Sahalia & Xiu (2017)は以下の推定量を提案した:

r̂AXn := arg min
j=0,1,...,rmax

(
d−1λj+1([̂Y, Y ]T ) + (j + 1)g(n, d)

)
.

ここに, rmax は d未満の正整数, g(n, d)は正の値をとる n, dの関数である. rmax は想定されるファ
クター数の上界を表す. 次節で見るように,理論上は rmax = d− 1として問題ないが,実用上はファ
クター数は少数であることを想定するため,非常に大きなファクター数が推定されても解釈が難し
くなるので,有限標本でそのような無意味な推定結果が生じることを回避するためにあまり大きく
ない値を設定することが多い. これは計算効率の観点からも有用である. 一方で, g(n, d)は「隣接す
る固有値間の非常に大きなギャップ」を検知するためのペナルティー関数として働く. すなわち,

d−1λj+1([̂Y, Y ]T ) + (j + 1)g(n, d) (8.3)

において j を 1つ増やした場合,この量はギャップ d−1(λj+1([̂Y, Y ]T )− λj+2([̂Y, Y ]T ))だけ減少
するが, g(n, d) だけ増加する. 従って, ペナルティー関数による増加分を打ち消すほど固有値に大
きなギャップが生じた場合に (8.3) は減少する. 特に, j = r − 1 から j を 1 つ増やした際に固有
値にはオーダー dのギャップが生じるため, g(n, d) = o(1)となるようにペナルティー関数をとれ
ば, j < r の範囲でこのギャップがペナルティー関数の増加分で打ち消されることはない. 一方で,

j ≥ rの場合に j を 1つ増やした際の固有値の減少幅は O(1)なので, d−1 よりも遅いオーダーで減
少するように g(n, d)をとれば, j ≥ r の範囲ではペナルティー関数の増加分が常に固有値のギャッ
プによる減少分に打ち勝つことになる. 従って, (8.3)は j = r のとき最小化されることが期待され
る. 実際には [Y, Y ] を [̂Y, Y ]T に置き換えた際に生じる推定誤差を考慮する必要があるため, ペナ
ルティー関数にはもう少し強い条件を課す必要がある (次節参照).

同様のアイディアに基づいて, Pelger (2019)は以下の推定量を提案した:

r̂Pn (γ) := max {j ∈ {1, . . . , rmax} : ERj > 1 + γ} .

ただし,

ERj :=
λj([̂Y, Y ]T )/d+ g(n, d)

λj+1([̂Y, Y ]T )/d+ g(n, d)
(j = 1, . . . , d− 1)

であり, rmax, g(n, d)は上と同様で, γ は正の定数である. ペナルティー関数 g(n, d)を上と同じ条件
を満たすようにとると, ERr は n → ∞のとき正に発散することが期待される一方で, j > r の場
合の ERj は分母分子ともに第 2 項が支配的となるため, 1 に収束することが期待される. 従って,

ERj が 1 + γ を超えるような j の最大値は r となることが期待される.
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8.3 推定量の一致性

[̂Y, Y ]T の固有値の漸近挙動を評価するために,残差過程に次の仮定をおく:

[A2] Z は以下の形で書ける:

Zt = Z0 +

∫ t

0

bsds+

∫ t

0

σsdWs, t ≥ 0.

ここに, b = (bs)s≥0 は d 次元発展的可測過程, σ = (σs)s≥0 は Rd×d′ 値発展的可測過程, B
上の d′ 次元標準Wiener過程W = (Wt)t≥0 であり,ある P-測度ゼロ集合 N と nに依存し
ない局所有界過程 H = (Ht)t≥0 が存在して,任意の s ∈ [0, T ]に対して

|bs|∞ ∨ ‖σs‖ ≤ |Hs| on Ω \N

が成り立つ.

注意 8.1. 仮定 [A1](iii)は仮定 [A2]の下では自動的に成立する. 実際,

‖[Z,Z]T ‖ ≤
∫ T

0

‖σsσ>
s ‖ds ≤

∫ T

0

|Hs|2ds

が成り立つが, H の局所有界性より
∫ T
0
|Hs|2ds <∞であるから, ‖[Z,Z]T ‖ = Op(1)が従う.

補題 8.2. (ξn)
∞
n=1 を 0に確率収束する確率変数列とする. このとき,確率変数 η が P(η > 0) = 1を

満たすならば, P(|ξn| > η) → 0 (n→ ∞)が成り立つ.

証明. ε > 0を任意に 1つ固定する.

P(|ξn| > η) ≤ P(|ξn| > ε) + P(η < ε)

が成り立つから, ξn →p 0より

lim sup
n→∞

P(|ξn| > η) ≤ P(η < ε)

を得る. しかし, ε → 0のとき P(η < ε) → P(η ≤ 0) = 0となるから,上の式で ε → 0とすること
で示すべき主張を得る.

補題 8.3. [A1]–[A2]を仮定する. このとき,次のことが成り立つ.

(a) n → ∞ のとき d → ∞ となるならば, 任意の j ∈ {1, . . . , r} と ε ∈ (0, 1) に対して,

P(λj([̂Y, Y ]T )/d > ελr([F, F ]T )λj(B)) → 1 (n→ ∞).

(b) λr+1([̂Y, Y ]T ) = Op(1 + d/n) (n→ ∞).

証明. n → ∞ の極限を考えるので, 以下 n > r と仮定する. まず, d 次元確率過程 U に対して
∆nU := (∆n

1U, . . . ,∆
n
nU)と定めると, [̂Y, Y ]T = ∆nY (∆nY )> と書けるから, j = 1, . . . , d∧ nに

対して λj([̂Y, Y ]T ) = sj(∆
n
j Y )2 が成り立つ. ∆nY = β∆nF +∆nZ だから,定理 8.3より

|sj(∆nY )− sj(β∆
nF )| ≤ ‖∆nZ‖
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が成り立つ. 従って,

sj(β∆
nF )− ‖∆nZ‖ ≤

√
λj([̂Y, Y ]T ) ≤ sj(β∆

nF ) + ‖∆nZ‖ (8.4)

が成り立つ.

j ≤ r の場合, sj(β∆
nF )2 = λj(β [̂F, F ]Tβ

>)に注意すると,系 8.2より

sj(β∆
nF ) ≥

√
λr([̂F, F ]T )λj(ββ

>) (8.5)

が成り立つ. F は n に依存しないことに注意すると, 命題 4.10 より ‖[̂F, F ]T − [F, F ]T ‖ →p 0

(n → ∞)だから, Weylの不等式より λr([̂F, F ]T ) →p λr([F, F ]T ) (n → ∞)が成り立つ. また,仮
定 [A1](ii)とWeylの不等式より λj(ββ

>)/d→ λj(B) (n→ ∞)が成り立つ. 従って,

λr([̂F, F ]T )λj(ββ
>)/d→p λr([F, F ]T )λj(B)

である. 一方で,系 7.1より ‖∆nZ‖2 = ‖[̂Z,Z]T ‖ = Op(1 + d/n)である. 従って, n → ∞のとき
d → ∞ となるならば, ‖∆nZ‖2/d →p 0 が成り立つ. 以上より, n → ∞ のとき d → ∞ となるな
らば, √

λr([̂F, F ]T )λj(ββ
>)/d− ‖∆nZ‖/

√
d→p

√
λr([F, F ]T )λj(B)

が成り立つから, λr([F, F ]T )λj(B) > 0に注意すると,補題 8.2より

P

(√
λr([̂F, F ]T )λj(ββ

>)/d− ‖∆nZ‖/
√
d >

√
ελr([F, F ]T )λj(B)

)
→ 0 (8.6)

が成り立つ. (8.4)–(8.6)を組み合わせて (a)を得る.

j = r + 1 の場合, β∆nF のランクが r であることに注意すると, sr+1(β∆
nF ) = 0 である. 系

7.1より ‖∆nZ‖2 = ‖[̂Z,Z]T ‖ = Op(1 + d/n)であったから, (8.4)より (b)を得る.

定理 8.4. [A1]–[A2] を仮定する. また, ペナルティー関数は n → ∞ のとき g(n, d) → 0 かつ
(n ∧ d)g(n, d) → ∞を満たすとする. このとき, rmax ≥ r ならば, n→ ∞のとき

P
(
r̂AXn = r

)
→ 1, P

(
r̂Pn (γ) = r

)
→ 1

が成り立つ.

証明. ペナルティー関数に対する仮定から特に n ∧ d → ∞とならなければならないから, d → ∞
となることに注意する.

まず r̂AXn について考える.

P
(
r̂AXn < r

)
= P

(
d−1λj+1([̂Y, Y ]T ) + (j + 1)g(n, d) < d−1λr+1([̂Y, Y ]T ) + (r + 1)g(n, d) for some j < r

)
≤ P

(
d−1λr([̂Y, Y ]T ) < d−1λr+1([̂Y, Y ]T ) + rg(n, d)

)
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であるが,補題 8.3(b)とペナルティー関数に関する仮定より d−1λr+1([̂Y, Y ]T ) + rg(n, d) = op(1)

であるから,補題 8.2と 8.3(a)より P
(
r̂AXn < r

)
→ 0を得る. 一方で,

P
(
r̂AXn > r

)
= P

(
d−1λj+1([̂Y, Y ]T ) + (j + 1)g(n, d) < d−1λr+1([̂Y, Y ]T ) + (r + 1)g(n, d) for some r < j ≤ rmax

)
≤ P

(
g(n, d) < d−1λr+1([̂Y, Y ]T )

)
であり,補題 8.3(b)より d−1λr+1([̂Y, Y ]T ) = Op(d

−1 +n−1) = Op((d∧n)−1)であるから,ペナル
ティー関数に関する仮定より P

(
r̂AXn > r

)
→ 0を得る. 以上より P

(
r̂AXn = r

)
→ 1である.

次に r̂Pn (γ)について考える.

P
(
r̂Pn (γ) < r

)
≤ P (ERr ≤ 1 + γ) = P

(
λr([̂Y, Y ]1)/d ≤ (1 + γ)λr+1([̂Y, Y ]1)/d+ γg(n, d)

)
であるから,補題 8.2と 8.3より P

(
r̂Pn (γ) < r

)
→ 0である. 一方で,

P
(
r̂Pn (γ) > r

)
= P (ERj > 1 + γ for some j > r)

= P
(
λj([̂Y, Y ]1)/d > (1 + γ)λj+1([̂Y, Y ]1)/d+ γg(n, d) for some j > r

)
≤ P

(
λr+1([̂Y, Y ]1)/d > γg(n, d)

)
であるから,補題 8.3より P

(
r̂Pn (γ) > r

)
→ 0である. 以上より P

(
r̂Pn (γ) = r

)
→ 1である.
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9 高次元中心極限定理入門
9.1 モチベーション: 高次元共分散行列に対する同時推測

これまでの議論の焦点は点推定であったが, より精緻なデータ解析を行うためには, 信頼区間の
構成や仮説検定などの推測統計の話に踏み込む必要がある. 本節ではその際に重要な役割を果たす,

Chernozhukov, Chetverikov および Kato らによる高次元中心極限定理とブートストラップ法の理
論,通称 CCK理論を紹介し,具体的な統計的応用についてもいくつか触れる.

モチベーションとなる統計的問題として,高次元共分散行列に対する信頼区間を構成する問題を
考える. 独立同分布な d 次元確率変数列 X1, . . . , Xn が観測データとして与えられているとする.

X1 は共分散行列 Σを持つものとし, Σをデータから推定する問題を考える. 簡単のためX1 は平均
0であるとすると, 特に Σに対する構造的な仮定がないのであれば, 中心化していない標本共分散
行列

Σ̂n =
1

n

n∑
i=1

XiX
>
i

で Σ を点推定するのが自然である. 3.1 節ですでに見たように, X1 の各成分が劣 Gauss 型であれ
ば, d� nなる高次元の状況においても Σ̂n は最大値ノルムに関して Σの一致推定量となる. いま,

j, k ∈ {1, . . . , d}を固定すると,適当な仮定の下で,中心極限定理により,

Σ̂n,jk − Σjk√
Var[Σ̂n,jk]

は n → ∞ のとき標準正規分布に分布収束する. 従って, α ∈ (0, 1) に対して, zα/2 を標準正規分
布の上側 100α/2% 点, すなわち Z ∼ N(0, 1) に対して P(Z > zα/2) = zα/2 となるような点とす
れば, [

Σ̂n,jk − zα/2

√
Var[Σ̂n,jk], Σ̂n,jk + zα/2

√
Var[Σ̂n,jk]

]
(9.1)

は Σjk に対する漸近 100(1− α)%信頼区間となる. 通常は Var[Σ̂n,jk]が未知なのでデータから推
定する必要があるが,これは例えば

Vn,jk :=
1

n2

n∑
i=1

(
XijXik − Σ̂n,jk

)2
で推定してやればよい. 以上は Σの特定の成分に着目した場合の話であったが,すべての成分に対
して同時に統計推測をしたい場合はどうすれば良いだろうか? ナイーブには,信頼区間 (9.1)を各成
分について構成するという方法が考えられるが,その場合,「ある」成分が信頼区間に含まれない確
率は

P

 d⋃
j,k=1
j≤k

{
Σjk /∈

[
Σ̂n,jk − zα/2

√
Var[Σ̂n,jk], Σ̂n,jk + zα/2

√
Var[Σ̂n,jk]

]}
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= P

 max
1≤j≤k≤d

∣∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk − Σjk√
Var[Σ̂n,jk]

∣∣∣∣∣∣ > zα/2


で与えられることになり,この確率が (漸近的に) α以下になる保証は全くない. 上の等式からわか
るように,「ある」成分が信頼区間に含まれない確率が漸近的に αとなるようにするには, cα を

P

 max
1≤j≤k≤d

∣∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk − Σjk√
Var[Σ̂n,jk]

∣∣∣∣∣∣ > cα

 ≈ α

が成り立つように定めて, Σjk に対する信頼区間を[
Σ̂n,jk − cα

√
Var[Σ̂n,jk], Σ̂n,jk + cα

√
Var[Σ̂n,jk]

]
とすればよい. このためには,最大値型統計量

max
1≤j≤k≤d

∣∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk − Σjk√
Var[Σ̂n,jk]

∣∣∣∣∣∣
の分布を近似する必要があるが, d � n なる高次元の設定でこれを達成するのは自明でない. 特
に, 推定量の (漸近)共分散行列に特に構造を課さない場合, 上の統計量の漸近分布は, (適切な正規
化を施したとしても) 一般に解析的に表現することが困難である. 以下で詳細に見ていくように,

Chernozhukov, Chetverikov & Kato (2013) に端を発する一連の研究では, ブートストラップ法を
リーズナブルな正則条件の下で高次元の設定においても正当化することで,この困難を克服する.

以下本節では, log d > 1かつ logn > 1となるように d ∧ n ≥ 3を仮定する.

9.2 Chernozhukov–Chetverikov–Kato理論

d次元超矩形全体の集合をRd と書くことにする:

Rd :=


d∏
j=1

[aj , bj ] : −∞ < aj < bj <∞, j = 1, . . . , d

 .

d次元確率変数W に対して,最大値統計量 max1≤j≤d |Wj |の分布を近似するには, A ∈ Rd に対し
て P(W ∈ A)を近似できれば十分である. 実際,任意の x ≥ 0に対して,

P

(
max

1≤j≤d
|Wj | ≤ x

)
= P

(
W ∈ [−x, x]d

)
と書き直せる.

定理 9.1 (Chernozhukov et al. (2022), Theorem 2.1). X1, . . . , Xn を平均 0の独立な d次元確率変数
列とし, Sn = n−1/2

∑n
i=1Xi とおく. ある定数 Bn ≥ 1と 0 < b ≤ 1が存在して以下の 3条件が成

り立つと仮定する:
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(i) すべての i = 1, . . . , nと j = 1, . . . , dについて, ‖Xij‖ψ1 ≤ Bn.

(ii) すべての j = 1, . . . , dについて, n−1
∑n
i=1 E[X

4
ij ] ≤ B2

n.

(iii) すべての j = 1, . . . , dについて, n−1
∑n
i=1 E[X

2
ij ] ≥ b2.

このとき,ある普遍定数 C > 0が存在して,

sup
A∈Rd

|P(Sn ∈ A)− P(Zn ∈ A)| ≤ C

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

(9.2)

が成り立つ. ここに, Zn は Sn と同じ共分散行列を持つ平均 0の d次元正規確率変数である.

定理 9.1において, Sn の共分散行列が既知であれば, Zn の分布をモンテカルロシミュレーション
で近似計算することができるので,最大値型統計量max1≤j≤d |Sn,j |の分布をmax1≤j≤d |Zn,j |の分
布によって近似計算することができる. 通常は Sn の共分散行列は既知ではなく,その場合 Zn の分
布を直接シミュレーションすることはできないため, 代わりにブートストラップ法を用いる. ここ
では,数学的に扱いやすい Gauss型ワイルドブートストラップ法の正当性について議論する.

定理 9.2 (Chernozhukov et al. (2022), Theorem 2.2). 定理 9.1と同じ設定を考える. e1, . . . , en を標
準正規分布に従う独立確率変数列で X = (X1, . . . , Xn)と独立なものとし,

S∗
n :=

1√
n

n∑
i=1

ei(Xi − X̄n), ただし, X̄n :=
1

n

n∑
i=1

Xi

と定める. さらに, α ∈ (0, 1)に対して, X が与えられた下での max1≤j≤d |S∗
n,j |の条件付き分布の

(1− α)-分位点を c∗α とする:

c∗α := inf

{
x ∈ R : P

(
max

1≤j≤d
|S∗
n,j | ≤ x | X

)
≥ 1− α

}
.

このとき,定理 9.1の仮定の下で,ある普遍定数 C > 0が存在して,∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Sn,j | > c∗α

)
− α

∣∣∣∣ ≤ C

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

(9.3)

が成り立つ.

定理 9.2 を用いると, 劣指数型の独立標本の母平均に対する同時信頼区間を構成できる:

Y1, . . . , Yn を平均 µ ∈ Rd を持つ独立同分布な d 次元確率変数列とし, ある定数 K ≥ 1 と
0 < c ≤ 1 が存在して max1≤j≤d ‖Y1j‖ψ1

≤ K および min1≤j≤dVar[Y1j ] ≥ c が成り立つとする.

このとき, Xi := Yi − µ (i = 1, . . . , n)とおくと,ある普遍定数 C ≥ 1が存在して,定理 9.1の仮定
が Bn = CK2, b =

√
cとして成立することが確認できる.

Ȳn :=
1

n

n∑
i=1

Yi, Ȳ ∗
n :=

1

n

n∑
i=1

ei(Yi − Ȳn)
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と定めると,

Ȳ ∗
n =

1

n

n∑
i=1

ei(Xi − X̄n)

と書き直せることに注意すると, α ∈ (0, 1)に対して c∗α を Y = (Y1, . . . , Yn)が与えられた下での
max1≤j≤d |Ȳ ∗

n,j |の条件付き分布の (1− α)-分位点とすれば,

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Ȳn,j − µj | > c∗α

)
− α

∣∣∣∣ = O

((
log5(dn)

n

)1/4
)

(n→ ∞)

が成り立つ. 従って, log5 d = o(n)であれば[
Ȳn,j − c∗α, Ȳn,j + c∗α

]
(j = 1, . . . , d) (9.4)

は µ1, . . . , µd に対する漸近 100(1 − α)% 同時信頼区間を与える. ここで, Y が与えられた下での
Ȳ ∗
n の条件付き分布は, e1, . . . , en をシミュレーションすることによって数値計算できるので, c∗α は
モンテカルロシミュレーションによって数値計算できることに注意しておく.

同時信頼区間 (9.4)は成分ごとのスケール不変性がないため応用上不便である. すなわち, j 番目
の変数の観測データ Y1j , . . . , Ynj を,計測単位の変更などによって一斉に定数倍した場合, c∗α の値
が変化してしまい同時信頼区間の形状が変わってしまう. そのため, 成分ごとにスチューデント化
した統計量に基づき同時信頼区間を構成するのが望ましい. この場合の正当化のために次の結果を
用いる:

定理 9.3. 定理 9.2と同じ設定を考える. 各 j = 1, . . . , dについて

σ̂n,j :=

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(Xij − X̄n,j)2

と定める. α ∈ (0, 1) に対して, X が与えられた下での max1≤j≤d |S∗
n,j |/σ̂n,j の条件付き分布の

(1− α)-分位点を c?α とする. このとき,定理 9.1の仮定の下で,ある普遍定数 C > 0が存在して,∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

> c?α

)
− α

∣∣∣∣ ≤ C

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

(9.5)

が成り立つ.

各 j = 1, . . . , dについて

σ̂n,j :=

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(Yij − Ȳn,j)2

と定めると, Xi := Yi − µ (i = 1, . . . , n)に対して

σ̂n,j =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(Xij − X̄n,j)2
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と書き直せる. 従って, α ∈ (0, 1)に対して c?α を Y が与えられた下での max1≤j≤d |Ȳ ∗
n,j |/σ̂n,j の条

件付き分布の (1− α)-分位点とすれば,定理 9.3より∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Ȳn,j − µj |
σ̂n,j

> c?α

)
− α

∣∣∣∣ = O

((
log5(dn)

n

)1/4
)

(n→ ∞)

が成り立つ. 従って, log5 d = o(n)であれば[
Ȳn,j − c?ασ̂n,j , Ȳn,j + c?ασ̂n,j

]
(j = 1, . . . , d) (9.6)

は µ1, . . . , µd に対する漸近 100(1− α)%同時信頼区間を与える.

注意 9.1. 定理 9.3より,∣∣∣∣P(c?1−α/2 ≤ max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

≤ c?α/2

)
− (1− α)

∣∣∣∣ ≤ C

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

も成り立つので,集合 {
µ ∈ Rd : c?1−α/2 ≤ max

1≤j≤d

|Ȳn,j − µj |
σ̂n,j

≤ c?α/2

}
(9.7)

に真の平均が含まれる確率は漸近的に 1 − α に近づく. このような集合を µ の漸近 100(1 − α)%

信頼域と呼ぶ. 同時信頼区間は矩形型の信頼域と見なすことができる. 正規確率ベクトルの最大値
は多くの場合にその期待値に集中するという超集中現象 ((Chatterjee, 2014, Section 9.6)や Tanguy

(2015)参照)を考慮すると, (9.6)よりも (9.7)の方がより精度の高い (=体積が小さい)信頼域を与
えるのではないかということが Klaassen et al. (2023)で指摘されている (同論文の (8)式の後の議
論参照). 実際, Gauss型グラフィカルモデルの推定の文脈で,前者より後者のパフォーマンスが良い
ことを Klaassen et al. (2023)は数値実験で確認している.

■ 劣 Gauss型独立標本の共分散行列に対する同時信頼区間
9.1 節で考えた設定の下で, Σ の成分に対する同時信頼区間を構成するには, 上の議論を Yi =

vec(XiX
>
i ) の場合に適用すればよい. ただし, 行列 A = (Ajk)1≤j≤l,1≤k≤m のベクトル化 vec(A)

を以下で定義する:

vec(A) := (A11, . . . , Al1, A12, . . . , Al2, . . . , A1m, . . . , Alm)> ∈ Rlm.

具体的な手順は以下の通りである. 標準正規分布に従う独立確率変数列 e1, . . . , en を観測データ
と独立に生成し, Σ̂n のブートストラップ統計量

Σ̂∗
n =

1

n

n∑
i=1

ei(XiX
>
i − Σ̂n)

を考える. α ∈ (0, 1)に対して,観測データが与えられた下での max1≤j≤k≤d |Σ̂∗
n,jk|/

√
Vn,jk の条

件付き分布の (1− α)-分位点を c?α とすると, log5 d = o(n)ならば[
Σ̂n,jk − c?α

√
Vn,jk, Σ̂n,jk + c?α

√
Vn,jk

]
(j, k = 1, . . . , d)
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は Σの成分に対する漸近 100(1− α)%同時信頼区間を与える.

9.3 実現共分散行列への応用

4.2節と同じ設定を考える.

定理 9.4. b = 0であり,かつ σ は非ランダムであると仮定する. さらに,以下の 2条件を仮定する:

(i) ある定数K ≥ 1と γ ∈ (0, 1]が存在して,

sup
s∈[0,T ]

|cs|∞ ∨ sup
s,t,∈[0,T ]:s 6=t

|cs − ct|∞
|s− t|γ

≤ K2

が成り立つ.

(ii) ある定数 v ∈ (0, 1]が存在して,任意の j, k ∈ {1, . . . , d}に対して∫ T

0

(
cjjt c

kk
t +

(
cjkt

)2)
dt ≥ v

が成り立つ.

このとき, Sn :=
√
n vec([̂X,X]T − [X,X]T )とおくと, T のみに依存する定数 C > 0が存在して,

sup
A∈Rd2

|P(Sn ∈ A)− P(Zn ∈ A)| ≤ C
K2

√
v


(
log5(dn)

n

)1/4

+

√
log2 d

nγ

 (9.8)

が成り立つ. ここに, Zn ∼ N(0,Σ)であり, Σは次式で定義される d2 次半正定値対称行列である:

Σ(j−1)d+k,(l−1)d+m :=

∫ T

0

(
cjlt c

km
t + cjmt cklt

)
dt, j, k, l,m = 1, . . . , d.

注意 9.2. 定理 9.4 で係数過程 b, σ に置いた仮定のうち,「b = 0」という仮定は, 標準的な議論に
よって「bが条件 (i)に対応する条件を満たす」という仮定に置き換えることができる. 一方で,「σ
が非ランダムである」という仮定を置き換えるには本質的な困難が生じる. これは, σ がランダムな
場合, Sn が独立確率ベクトルの和とはならないことと, Sn の漸近共分散行列に相当する量がラン
ダムとなるために Zn を混合正規分布に従う確率ベクトルに置き換える必要が生じるからである.

この問題は, σ のMalliavinの意味での微分可能性を仮定した上で, Sn を二重 Skorohod積分とみて
Steinの方法を適用すると解消できることが Koike (2019)で示されている. 詳細はこの講義ノート
で扱える範疇を超えるため,原論文を参照のこと.

独立同分布データの場合と異なり,定理 9.4の設定においては,標本共分散行列にあたる統計量
n∑
i=1

vec
(
∆n
i X(∆n

i X)> − [̂X,X]T

)
vec
(
∆n
i X(∆n

i X)> − [̂X,X]T

)>
(9.9)

は Σの一致推定量とはならない. これは, ∆n
i X(∆n

i X)> の期待値が一般には [̂X,X]T と大きく異
なることに起因する. Σ の推定量として, 以下の統計量が Barndorff-Nielsen & Shephard (2004) で
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提案されている:

Σ̂ := n

n∑
i=1

χiχ
>
i − n

2

n−1∑
i=1

(
χiχ

>
i+1 + χi+1χ

>
i

)
.

ただし,各 i = 1, . . . , nについて

χi := vec
(
∆n
i X(∆n

i X)>
)

と定める.

命題 9.1. 定理 9.4 の仮定の下で, T のみに依存する定数 C > 0 が存在して, 任意の j, k, l,m ∈
{1, . . . , d}と p ≥ 1に対して,∥∥∥Σ̂(j−1)d+k,(l−1)d+m − Σ(j−1)d+k,(l−1)d+m

∥∥∥
p
≤ CK4

(√
p

n
+
p3 log2 n

n
+

1

nγ

)
が成り立つ.

累積共分散行列 [X,X]T に対する同時信頼区間の構成に応用するために,スチューデント化した
統計量の最大値

Un := max
1≤j≤k≤d

√
n
∣∣∣ ̂[Xj , Xk]T − [Xj , Xk]T

∣∣∣
ς̂jk

の分布をブートストラップ法で近似する. ただし,

ς̂jk :=

√
Σ̂(j−1)d+k,(j−1)d+k

と定める. 重み付け変数 e1, . . . , en を観測データと独立に生成し, 実現共分散行列の (ワイルド)

ブートストラップ統計量

[̂X,X]
∗
T =

(
̂[Xj , Xk]

∗
T

)
1≤j,k≤d

:=

n∑
i=1

ei∆
n
i X(∆n

i X)>

を考える. このとき, Un のブートストラップ統計量は

U∗
n := max

1≤j≤k≤d

√
n
∣∣∣ ̂[Xj , Xk]

∗
T

∣∣∣
ς̂jk

で与えられる.

(9.9) が Σ の一致推定量とはならないのと同様の理由で, 通常のワイルドブートストラップ法の
ように e1, . . . , en を独立確率変数としてしまうと, U∗

n の分布は Un の分布を正しく近似できないこ
とが知られている. この問題は, e1, . . . , en に適切な従属構造を導入することで解消できる.

定理 9.5. e1, . . . , en は X と独立な平均 0の正規確率変数列で

E[eiei+h] =

 1 if h = 0,
−1

2 if h = 1,
0 otherwise
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を満たすものとする. α ∈ (0, 1)に対して,X が与えられた下での U∗
n の条件付き分布の (1− α)-分

位点を c?α とする. また,

log5(dn) log4 n

n
≤ 1 (9.10)

が成り立つと仮定する. このとき,定理 9.4の仮定の下で, T のみに依存する定数 C > 0が存在して,

|P (Un > c?α)− α| ≤ C
K2

√
v


(
log5(dn)

n

)1/4

+

√
log2 d

nγ

 (9.11)

が成り立つ.

定理 9.5の条件を満たすような重み付け変数 e1, . . . , en は以下の MA(1)モデルによって容易に
生成できる:

ei = ηi − ηi−1, i = 1, . . . , n.

ここに, (ηi)
n
i=0 は平均 0, 分散 1

2 の正規分布に従う独立同分布列である. また, このことから, 定
理 9.5 のブートストラップ法は, Hounyo (2017) の wild blocks of blocks bootstrap と本質的に
同等であることもわかる. 定理 9.5 より, 定理 9.4 の仮定の下で, T,K, v が n に依存せず, かつ
(log d)5∨(2/γ) = o(n/ log4 n)ならば[

̂[Xj , Xk]T − c?ας̂n,jk,
̂[Xj , Xk]T + c?ας̂n,jk

]
(j, k = 1, . . . , d)

は [X,X]T の成分に対する漸近 100(1− α)%同時信頼区間を与える.

9.4 定理 9.1の証明

まずいくつか記号を導入する.

• 2つのベクトル x, y ∈ Rd に対して, xj ≤ yj がすべての j = 1, . . . , dについて成り立つこと
を記号 x ≤ y で表す.

• 2つの実数 a, bに対して,ある正の普遍定数 C が存在して a ≤ Cbが成り立つことを,記号
a . bで表す.

• 標準正規分布の確率密度関数を φ,累積分布関数を Φでそれぞれ表す.

• r 回微分可能な関数 f : Rd → Rと j1, . . . , jr ∈ {1, . . . , d}に対して,偏導関数

∂rf

∂xj1 · · · ∂xjr

のことを ∂j1,...,jrf と略記する. j1 = · · · = jr =: j の場合はさらに ∂j1,...,jrf = ∂rj f と略記
する.

• Ck 級関数 f : Rd → R で, 任意の r ∈ {1, . . . , k} と j1, . . . , jr ∈ {1, . . . , d} に対して
∂j1,...,jrf が有界であるようなもの全体の集合を Ckb∗(Rd) で表す (f 自身は有界でなくても
よいことに注意). Ckb∗(Rd)に属する関数のうち有界なもの全体の集合を Ckb (Rd)で表す.
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• 微分可能な関数 f : Rd → Rに対して, f の勾配を∇f で表す: ∇f(x) = (∂1f(x), . . . , ∂df(x))
>.

f が 2回微分可能な場合, f の Hesse行列を Hess f で表す: Hess f(x) = (∂ijf(x))1≤i,j≤d.

• 関数 h : Rm → Rn に対して, ‖h‖∞ := supx∈Rm |h(x)|とおく.

• 実数の族 a = (ai1,...,ik)1≤i1,...,ik≤d および b = (bi1,...,ik)1≤i1,...,ik≤d が与えられたとき,

a± b := (ai1,...,ik ± bi1,...,ik)1≤i1,...,ik≤d, ca := (cai1,...,ik)1≤i1,...,ik≤d (c ∈ R),

〈a, b〉 :=
d∑

i1,...,ik=1

ai1,...,ikbi1,...,ik , |a| :=
√
〈a, a〉 =

√√√√ d∑
i1,...,ik=1

a2i1,...,ik

と定める. k = 2の場合は |a| = ‖a‖F となることに注意. また,便宜上,実数 a, b ∈ Rに対し
て 〈a, b〉 := abと定めることにする.

• 2つの実数の族 A = (Ai1,...,ik)1≤i1,...,ik≤d および B = (Bj1,...,jl)1≤j1,...,jl≤d が与えられた
とき,

A⊗B := (Ai1,...,ikBj1,...,jl)1≤i1,...,ik,j1,...,jl≤d

と定義する. 便宜上 c ∈ Rに対して c ⊗ A := A ⊗ c := cAと定める. 特に, k 個の d次元ベ
クトル x1, . . . , xk ∈ Rd に対しては,

x1 ⊗ · · · ⊗ xk = (x1,j1 · · ·xk,jd)1≤j1,...,jk≤d

となる. ただし, 各 i について xi,j は xi の第 j 成分を表す. x1 = · · · = xd =: x の場合は
x1 ⊗ · · · ⊗ xk = x⊗k と書くことにする. なお,便宜上 x⊗0 := 1と定める.

• 関数 f : Rd → Rが点 x ∈ Rd で k 回微分可能なとき,

∇kf(x) := (∂j1, . . . , jkf(x))1≤i1,...,ik≤d

と定義する. ∇1f(x) = ∇f(x)および ∇2f(x) = Hess f(x)となることに注意. なお,便宜上
∇0f := f と定める.

次に,定理 9.1を示すには,定理 9.1の仮定の下で

sup
x∈Rd

|P(Sn ≤ x)− P(Zn ≤ x)| . 1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

(9.12)

が成り立つことを示せば十分であることに注意する. 実際, 一般に d 次元確率変数 Y に対して
Y � := (Y >,−Y >)> と書くことにすると, X�

1 , . . . , X
�
n も定理 9.1の仮定を満たすから, (9.12)より

sup
x∈R2d

|P(S�
n ≤ x)− P(Z�

n ≤ x)| . 1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

が成り立つ.

sup
x∈R2d

|P(S�
n ≤ x)− P(Z�

n ≤ x)| = sup
A∈Rd

|P(Sn ∈ A)− P(Zn ∈ A)|

が成り立つことが容易に確認できるから, (9.2)が従う. そこで, 以下では (9.12)が成立することを
証明する.
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9.4.1 反集中不等式

一般に, 2つの d次元確率変数W,Z と Borel集合 A ⊂ Rd に対して |P(W ∈ A)− P(Z ∈ A)|を
評価する問題では,W か Z,あるいはその両方が Aの境界に「集中しない」ことを示す評価,いわ
ゆる反集中不等式が重要な役割を果たす.*3 いまの場合, d次元正規確率変数 Z が特定の超矩形の
境界に「集中しない」ことを示す反集中不等式が必要となるが,そのような結果として次が知られ
ている:

定理 9.6 (Nazarovの不等式). Z を平均 0の d次元正規確率変数で σ := min1≤j≤d

√
E[Z2

j ] > 0を
満たすものとする. このとき,任意の y ∈ Rd と ε > 0に対して

P(Z ≤ y + ε)− P(Z ≤ y) ≤ ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
が成り立つ.

ここでは (Deng & Zhang, 2020, Theorem 10)の証明に倣った議論で定理 9.6を示す. そのために
2 つ補題を準備する. 1 つ目の補題は Birnbaum (1942) による Mills 比に対する古典的な不等式で
ある.

補題 9.1 (Birnbaumの不等式). 任意の x ≥ 0に対して

φ(x)

1− Φ(x)
≤ x+

√
x2 + 4

2
≤ 1 + x.

証明. 右側の不等式は,任意の a, b ≥ 0に対して
√
a+ b ≤

√
a +

√
bが成り立つことから従う. 一

方で, Z を標準正規確率変数とすると, Schwarzの不等式より

E[Z1{Z>x}]
2 ≤ E[Z21{Z>x}]P(Z > x) = E[Z21{Z>x}]{1− Φ(x)}

が成り立つ. ここで,

E[Z1{Z>x}] =

∫ ∞

x

zφ(z)dz = φ(x)

および

E[Z21{Z>x}] =

∫ ∞

x

z2φ(z)dz = xφ(x) +

∫ ∞

x

φ(z)dz = xφ(x) + 1− Φ(x)

であるから,

φ(x)2 ≤ xφ(x){1− Φ(x)}+ {1− Φ(x)}2

を得る. 従って, h(x) = φ(x)/{1− Φ(x)}とおくと,

h(x)2 ≤ xh(x) + 1

*3 Steinの方法の文献では,このような評価を「集中不等式」と呼ぶこともある. 例えば (Chen, Shao & Goldstein, 2011,

Section 3.4.1)参照.
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が成り立つ. 実数 y が不等式 y2 ≤ xy + 1を満たすための必要十分条件は (x−
√
x2 + 4)/2 ≤ y ≤

(x+
√
x2 + 4)/2であることから,左側の不等式を得る.

2つ目の補題は正規確率ベクトルの最大値の密度の明示的な表現であり,こちらも古典的である.

補題 9.2 (Chernozhukov, Chetverikov & Kato (2015), Lemma 5). ζ = (ζ1, . . . , ζd)
> を d次元正規確

率変数で Var[ζj ] = 1 (j = 1, . . . , d)を満たすものとし, µj := E[ζj ] (j = 1, . . . , d)とおく. j 6= kな
る任意の j, k ∈ {1, . . . , d} に対して ρjk := Corr[ζj , ζk] < 1 が成り立つならば, max1≤j≤d ζj は次
式で与えられる関数 f : R → [0,∞)を密度にもつ:

f(x) =

d∑
j=1

φ(x− µj)P(ζk − ρjkζj ≤ (1− ρjk)x for all k 6= j), x ∈ R. (9.13)

証明. まず, j 6= kなる任意の j, k ∈ {1, . . . , d}に対して P(ζj = ζk) = 0が成り立つことを示す. 実
際, ζ ′j := ζj − ρjkζk とおくと, ζ ′j と ζk の共分散は 0で,かつその結合分布は正規だから,独立であ
る. さらに,

Var[ζ ′j ] = Var[ζj ]− 2ρjk Cov[ζj , ζk] + ρ2jk Var[ζk] = 1− ρ2jk

であるから, |ρjk| < 1 ならば ζ ′j は密度を持つ. 故に, この場合は任意の x ∈ R に対して P(ζ ′j =

x) = 0が成り立つから, µk := E[ζk]とおくと,

P(ζj = ζk) = P(ζ ′j = (1− ρjk)ζk) =

∫ ∞

−∞
P(ζ ′j = (1− ρjk)z)φ(z − µk)dz = 0

となる. 一方で, |ρjk| = 1 の場合は, 仮定より ρjk = −1 でなければならないから, ζk − µk =

−(ζj − µj)である. 従って P(ζj = ζk) = P(2ζj = µk + µj) = 0となる.

次に,任意に x ∈ Rを固定する.

P

(
max

1≤j≤d
ζj ≤ x

)
=

∫ x

−∞
f(z)dz (9.14)

が成り立つことを示せば証明は完成する. 上で示したことから,

P

(
max

1≤j≤d
ζj ≤ x

)
=

d∑
j=1

P

(
ζj = max

1≤k≤d
ζk, ζj ≤ x

)
(9.15)

が成り立つ. 各 j = 1, . . . , dについて,

P

(
ζj = max

1≤k≤d
ζk, ζj ≤ x

)
= P (ζk ≤ ζj for all k 6= j, ζj ≤ x)

= P (ζ ′k ≤ (1− ρjk)ζj for all k 6= j, ζj ≤ x)

と書けるが, ζj と {ζ ′k : k 6= j}は独立であるから,

P

(
ζj = max

1≤k≤d
ζk, ζj ≤ x

)
=

∫ x

−∞
P (ζ ′k ≤ (1− ρjk)z for all k 6= j)φ(z − µj)dz

を得る. この式を (9.15)に代入して (9.14)を得る.
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注意 9.3. (9.13)式は,

f(x) =

d∑
j=1

φ(x− µj)P(ζk ≤ x for all k 6= j | ζj = x), x ∈ R.

と書き直せる. 実際,各 j = 1, . . . , dについて, ζj と {ζk − ρjkζj : k 6= j}が独立であることに注意
すると,

P(ζk ≤ x for all k 6= j | ζj = x) = P(ζk − ρjkζj ≤ (1− ρjk)x for all k 6= j | ζj = x)

= P(ζk − ρjkζj ≤ (1− ρjk)x for all k 6= j)

が成り立つ.

定理 9.6の証明. 各 j = 1, . . . , dについて, σj :=
√
E[Z2

j ], ζj := (Zj − yj)/σj とおくと

P(Z ≤ y + ε)− P(Z ≤ y) ≤ P

(
0 < max

1≤j≤d
ζj ≤

ε

σ

)
が成り立つ. 従って,任意の ε > 0に対して

P

(
0 < max

1≤j≤d
ζj ≤ ε

)
≤ ε

(√
2 log d+ 2

)
が成り立つことを示せばよい.

相異なる j1, j2 ∈ {1, . . . , d}で Corr(ζj1 , ζj2) = 1かつ yj1/σj1 ≤ yj2/σj2 なるものがあった場合,

max1≤j≤d ζj = max1≤j≤d:j 6=j2 ζj が成り立つことに注意すると, j 6= kなる任意の j, k ∈ {1, . . . , d}
に対して ρjk := Corr[ζj , ζk] < 1が成り立つと仮定して一般性を失わない. (ζ1, . . . , ζd)

> は d次元
正規確率変数であり, Var[ζj ] = 1 (j = 1, . . . , d)を満たすから,補題 9.2より, max1≤j≤d ζj は (9.13)

式で与えられる密度 f を持つ. 従って,任意の z ∈ Rに対して

f(z) ≤
√
2 log d+ 2

を示せば証明は完成する.

任意に j ∈ {1, . . . , d} を固定する. ζj と {ζk − ρjkζj : k 6= j} は独立だから, ζ ′j := ζj − z,

µj := E[ζj ]− z = E[ζ ′j ]とおくと,

P(ζk − ρjkζj ≤ (1− ρjk)z for all k 6= j){1− Φ(−µj)}
= P(ζ ′k − ρjkζ

′
j ≤ 0 for all k 6= j)P(ζ ′j > 0)

= P(ζ ′k − ρjkζ
′
j ≤ 0 for any k 6= j, ζ ′j > 0)

≤ P(ζ ′k < ζ ′j for any k 6= j, ζ ′j > 0) =: P(Aj)

が成り立つ. 従って,

f(z) =
d∑
j=1

φ(−µj)P(ζk − ρjkζj ≤ (1− ρjk)z for all k 6= j)
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≤
d∑
j=1

φ(−µj)min

{
1,

P(Aj)

1− Φ(−µj)

}

≤
d∑
j=1

(
sup

x>
√

2 log d

φ(x) + sup
x≤

√
2 log d

φ(x)

1− Φ(x)
P(Aj)

)

を得る. ここで,

sup
x>

√
2 log d

φ(x) = φ(
√
2 log d) ≤ 1

d
,

sup
x≤0

φ(x)

1− Φ(x)
=

φ(0)

1− Φ(0)
=

2√
2π

< 1

であり,また, Birnbaumの不等式より

sup
0<x≤

√
2 log d

φ(x)

1− Φ(x)
≤ 1 +

√
2 log d

が成り立つ. 従って,

f(z) ≤ 1 + (1 +
√
2 log d)

d∑
j=1

P(Aj)

を得る. ここで, A1, . . . , Ad は明らかに disjointであるから,
∑d
j=1 P(Aj) = P(

⋃d
j=1Aj) ≤ 1であ

る. 故に, f(z) ≤ 2 +
√
2 log dである.

9.4.2 最大値関数の平滑化

十分滑らかな関数 h : Rd → Rに対して |Eh(Sn)− Eh(Zn)|を評価する方法は様々なものが知
られている. 一般に, d次元確率変数W とベクトル x ∈ Rd に対して,

P(W ≤ x) = E

[
1(−∞,0]

(
max

1≤j≤d
(Wj − xj)

)]
と書き直せる. そこで,右辺の期待値の中身をW の滑らかな関数で,「次元 dに関して効率的に」近
似することを考える. 指示関数 1(−∞,0] は d とは無関係だから標準的な方法で平滑化すればよい.

従って, 最大値関数 w 7→ max1≤j≤dwj をうまく平滑化する必要がある. そのような平滑化関数と
して, Chernozhukov, Chetverikov & Kato (2013)は次の関数を用いるのが有効であることを示した:

β > 0に対して,関数 Fβ : Rd → Rを

Fβ(w) = β−1 log

 d∑
j=1

eβwj

 (w ∈ Rd)

で定める. 以下の補題から, β を大きくすると Fβ は最大値関数をよく近似する:

補題 9.3. 任意の β > 0と w ∈ Rd に対して,

max
1≤j≤d

wj ≤ Fβ(w) ≤ max
1≤j≤d

wj + β−1 log d.
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演習問題 2. 補題 9.3を証明せよ.

Fβ の微分はいくつかの望ましい性質を持つ.

補題 9.4. 任意の β > 0, j ∈ {1, . . . , d},および w,w′ ∈ Rd に対して次が成り立つ.

(a) ∂jFβ(w) ≥ 0.

(b) ∂jFβ(w + w′) ≤ e2β|w
′|∞∂jFβ(w).

(c)
∑d
k=1 ∂kFβ(w) = 1.

証明. 直接計算によって,

∂jFβ(w) =
eβwj∑d
k=1 e

βwk
(9.16)

を得る. この表現から直ちに示すべき主張が従う.

補題 9.5. 任意の β > 0 に対して, Rd 上の非負値関数の族 (U0
jk)1≤j,k≤d, (U

0
jkl)1≤j,k,l≤d,

(U0
jklm)1≤j,k,l,m≤d が存在して以下の性質を満たす:

(i) 任意の w ∈ Rd と j, k, l,m ∈ {1, . . . , d}に対して,

|∂jkFβ(w)| ≤ U0
jk(w), |∂jklFβ(w)| ≤ U0

jkl(w), |∂jklmFβ(w)| ≤ U0
jklm(w).

(ii) ある普遍定数 C > 0が存在して,任意の w ∈ Rd に対して

d∑
j,k=1

U0
jk(w) ≤ Cβ,

d∑
j,k,l=1

U0
jkl(w) ≤ Cβ2,

d∑
j,k,l,m=1

U0
jklm(w) ≤ Cβ3.

(iii) ある普遍定数 C ′ > 0 が存在して, 任意の w,w′ ∈ Rd と j, k, l,m ∈ {1, . . . , d} に対して,

β|w′|∞ ≤ 1ならば,

U0
jk(w + w′) ≤ C ′U0

jk(w), U0
jkl(w + w′) ≤ C ′U0

jkl(w), U0
jklm(w + w′) ≤ C ′U0

jklm(w).

証明. (9.16)式を微分して,

∂jkFβ(w) = β
{
∂jFβ(w)1{j=k} − ∂jFβ(w)∂kFβ(w)

}
,

∂jklFβ(w) = β
{
∂jlFβ(w)1{j=k} − ∂jlFβ(w)∂kFβ(w)− ∂jFβ(w)∂klFβ(w)

}
および

∂jklmFβ(w) = β{∂jlmFβ(w)1{j=k} − ∂jlmFβ(w)∂kFβ(w)

− ∂jlFβ(w)∂kmFβ(w)− ∂jmFβ(w)∂klFβ(w)− ∂jFβ(w)∂klmFβ(w)}

を得る. 従って,

U0
jk(w) = β

{
∂jFβ(w)1{j=k} + ∂jFβ(w)∂kFβ(w)

}
,
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U0
jkl(w) = β

{
U0
jl(w)1{j=k} + U0

jl(w)∂kFβ(w) + ∂jFβ(w)U
0
kl(w)

}
および

U0
jklm(w) = β{U0

jlm(w)1{j=k} + U0
jlm(w)∂kFβ(w)

+ U0
jl(w)U

0
km(w) + U0

jm(w)U
0
kl(w) + ∂jFβ(w)U

0
klm(w)}

と定めれば,補題 9.4より性質 (i)–(iii)が満たされる.

関数 Fβ と Nazarovの不等式を用いると,以下の形の「平滑化不等式」が得られる.

命題 9.2. g0 : R → [0, 1]を可測関数とし, t ≤ 0のとき g0(t) = 1, t ≥ 1のとき g0(t) = 0を満たす
ものとする. また, Z を平均 0の d次元正規確率変数で σ := min1≤j≤d

√
E[Z2

j ] > 0を満たすもの
とする. さらに, ε > 0とし, β := ε−1 log dとおく. このとき,任意の d次元確率変数W に対して,

sup
x∈Rd

|P(W ≤ x)− P(Z ≤ x)| ≤ ∆ε(W,Z) +
2ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
(9.17)

が成り立つ. ここに,

∆ε(W,Z) := sup
y∈Rd

∣∣E[g0(ε−1Fβ(W − y))]− E[g0(ε
−1Fβ(Z − y))]

∣∣ (9.18)

と定める.

証明. x ∈ Rd を任意に 1つ固定する. このとき,

P(W ≤ x) = P

(
max

1≤j≤d
(Wj − xj − ε) + ε ≤ 0

)
≤ P(Fβ(W − x− ε) ≤ 0) (∵ 補題 9.3)

≤ E[g0(ε
−1Fβ(W − x− ε))] (∵ g0 ≥ 1(−∞,0])

≤ E[g0(ε
−1Fβ(Z − x− ε))] + ∆ε(W,Z)

≤ P(Fβ(Z − x− ε) < ε) + ∆ε(W,Z) (∵ g0 ≤ 1(−∞,1])

≤ P(Z ≤ x+ 2ε) + ∆ε(W,Z) (∵ 補題 9.3)

が成り立つ. 従って, Nazarovの不等式より

P(W ≤ x) ≤ P(Z ≤ x) + ∆ε(W,Z) +
2ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
を得る. 同様の議論によって

P(W ≤ x) ≥ P(Z ≤ x)−∆ε(W,Z)−
2ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
も得られる.

命題 9.2において現れる量 ∆ε(W,Z)を評価するには,関数 w 7→ g0(ε
−1Fβ(w − y))の微分の評

価が必要になるが,これは以下の補題で与えられる:
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補題 9.6. g0 : R → Rを C4 級関数とし,

Cg := max
r=0,1,2,3,4

sup
t∈R

|g(r)0 (t)| <∞

が成り立つと仮定する. また, ε > 0, y ∈ Rd とし, β := ε−1 log d と定め, 関数 h : Rd → R を
h(w) = g0(ε

−1Fβ(w − y)) (w ∈ Rd) で定める. このとき, Rd 上の非負値関数の族 (Ujk)1≤j,k≤d,

(Ujkl)1≤j,k,l≤d, (Ujklm)1≤j,k,l,m≤d が存在して以下の性質を満たす:

(i) 任意の w ∈ Rd と j, k, l,m ∈ {1, . . . , d}に対して,

|∂jkh(w)| ≤ Ujk(w), |∂jklh(w)| ≤ Ujkl(w), |∂jklmh(w)| ≤ Ujklm(w).

(ii) Cg にのみ依存する定数 C > 0が存在して,任意の w ∈ Rd に対して

d∑
j,k=1

Ujk(w) ≤ Cε−2 log d,

d∑
j,k,l=1

Ujkl(w) ≤ Cε−3 log2 d,

d∑
j,k,l,m=1

Ujklm(w) ≤ Cε−4 log3 d.

(iii) ある普遍定数 C ′ > 0 が存在して, 任意の w,w′ ∈ Rd と j, k, l,m ∈ {1, . . . , d} に対して,

β|w′|∞ ≤ 1ならば,

Ujk(w + w′) ≤ C ′Ujk(w), Ujkl(w + w′) ≤ C ′Ujkl(w), Ujklm(w + w′) ≤ C ′Ujklm(w).

証明. y = 0 の場合に条件 (i)–(iii) を満たす Rd 上の非負値関数の族を (U0,jk)1≤j,k≤d,

(U0,jkl)1≤j,k,l≤d, (U0,jklm)1≤j,k,l,m≤d と書くことにすれば, 一般の y の場合は Ujk(w) =

U0,jk(w − y), Ujkl(w) = U0,jkl(w − y), Ujklm(w) = U0,jklm(w − y)と定めれば条件 (i)–(iii)を満
たす Rd 上の非負値関数の族が得られる. 従って y = 0の場合を考えれば十分である. このとき,

∂jkh(w) = ε−2g′′0 (ε
−1Fβ(w))∂jFβ(w)∂kFβ(w) + ε−1g′0(ε

−1Fβ(w))∂jkFβ(w),

∂jklh(w) = ε−3g
(3)
0 (ε−1Fβ(w))∂jFβ(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w)

+ ε−2g′′0 (ε
−1Fβ(w)) {∂jlFβ(w)∂kFβ(w) + ∂jFβ(w)∂klFβ(w) + ∂jkFβ(w)∂lFβ(w)}

+ ε−1g′0(ε
−1Fβ(w))∂jklFβ(w),

および

∂jklh(w) = ε−4g
(4)
0 (ε−1Fβ(w))∂jFβ(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w)∂mFβ(w)

+ ε−3g
(3)
0 (ε−1Fβ(w)){∂jmFβ(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w) + ∂jFβ(w)∂kmFβ(w)∂lFβ(w)

+ ∂jFβ(w)∂kFβ(w)∂lmFβ(w) + ∂mFβ(w)∂jlFβ(w)∂kFβ(w)

+ ∂mFβ(w)∂jFβ(w)∂klFβ(w) + ∂mFβ(w)∂jkFβ(w)∂lFβ(w)}
+ ε−2g′′0 (ε

−1Fβ(w)){∂jlmFβ(w)∂kFβ(w) + ∂jlFβ(w)∂kmFβ(w)

+ ∂jmFβ(w)∂klFβ(w) + ∂jFβ(w)∂klmFβ(w)
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+ ∂jkmFβ(w)∂lFβ(w) + ∂jkFβ(w)∂lmFβ(w)

+ ∂mFβ(w)∂jklFβ(w)}
+ ε−1g′0(ε

−1Fβ(w))∂jklmFβ(w)

が成り立つ. 従って,補題 9.4で与えられるRd上の非負値関数の族を (U0
jk)1≤j,k≤d, (U

0
jkl)1≤j,k,l≤d,

(U0
jklm)1≤j,k,l,m≤d として,

Ujk(w) = ε−2Cg∂jFβ(w)∂kFβ(w) + ε−1CgU
0
jk(w),

Ujkl(w) = ε−3Cg∂jFβ(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w)

+ ε−2Cg
{
U0
jl(w)∂kFβ(w) + ∂jFβ(w)U

0
klFβ(w) + U0

jkFβ(w)∂lFβ(w)
}

+ ε−1CgU
0
jkl(w),

および

Ujkl(w) = ε−4Cg∂jFβ(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w)∂mFβ(w)

+ ε−3Cg{U0
jm(w)∂kFβ(w)∂lFβ(w) + ∂jFβ(w)U

0
km(w)∂lFβ(w)

+ ∂jFβ(w)∂kFβ(w)U
0
lm(w) + ∂mFβ(w)U

0
jl(w)∂kFβ(w)

+ ∂mFβ(w)∂jFβ(w)U
0
kl(w) + ∂mFβ(w)U

0
jk(w)∂lFβ(w)}

+ ε−2Cg{U0
jlm(w)∂kFβ(w) + U0

jl(w)U
0
km(w) + U0

jm(w)U
0
kl(w)

+ ∂jFβ(w)U
0
klm(w) + U0

jkm(w)∂lFβ(w) + U0
jk(w)U

0
lm(w)

+ ∂mFβ(w)U
0
jkl(w)}

+ ε−1CgU
0
jklm(w)

と定めれば,補題 9.4–9.5と β の定義より性質 (i)–(iii)が満たされる.

命題 9.2 の条件を満たす滑らかな関数 g0 の構成は標準的だが, 例えば以下の構成がよく利用さ
れる.

補題 9.7. 関数 f0 : R → Rを

f0(t) =

{
e−1/t if t > 0,

0 if t ≤ 0

で定めて,関数 g0 : R → [0, 1]を

g0(t) =
f0(1− t)

f0(t) + f0(1− t)
(t ∈ R)

で定める. このとき, g0 は C∞ 級であり, t ≤ 0のとき g0(t) = 1, t ≥ 1のとき g0(t) = 0を満たす.

演習問題 3. 補題 9.7を示せ.

9.4.3 Steinの等式

命題 9.2における ∆ε(W,Z)の評価には Steinの方法を用いる. 本小節と次小節・次々小節では,

Steinの方法を適用するための準備を行う.
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補題 9.8 (Steinの等式: 1次元の場合). X を標準正規分布に従う確率変数とする. 関数 f : R → Rが
絶対連続であり,かつ f ′(X) ∈ L1(P)を満たすならば, E[|Xf(X)|] ≤ |f(0)|E[|X|] + E[|f ′(X)|] <
∞であり

E[Xf(X)] = E[f ′(X)] (9.19)

が成り立つ.

証明. E[|Xf(X)|] ≤ |f(0)|E[|X|] + E[|X{f(X)− f(0)}|]かつ E[X] = 0であるから, f(0) = 0の
場合に示せば十分である. このとき,

E[|Xf(X)|] =
∫ ∞

−∞
|xf(x)|φ(x)dx =

∫ ∞

−∞
|x|
∣∣∣∣∫ x

0

f ′(y)dy

∣∣∣∣φ(x)dx
=

∫ ∞

0

x

∣∣∣∣∫ x

0

f ′(y)dy

∣∣∣∣φ(x)dx+

∫ 0

−∞
(−x)

∣∣∣∣∫ x

0

f ′(y)dy

∣∣∣∣φ(x)dx
≤
∫ ∞

0

x

(∫ x

0

|f ′(y)|dy
)
φ(x)dx+

∫ 0

−∞
(−x)

(∫ 0

x

|f ′(y)|dy
)
φ(x)dx

= −
∫ ∞

0

(∫ x

0

|f ′(y)|dy
)
φ′(x)dx+

∫ 0

−∞

(∫ 0

x

|f ′(y)|dy
)
φ′(x)dx

= −
∫ ∞

0

(∫ ∞

y

φ′(x)dx

)
|f ′(y)|dy +

∫ 0

−∞

(∫ y

−∞
φ′(x)dx

)
|f ′(y)|dy (∵ Fubiniの定理)

=

∫ ∞

0

|f ′(y)|φ(y)dy +
∫ 0

−∞
|f ′(y)|φ(y)dy = E[|f ′(X)|] <∞

であり,また,

E[Xf(X)] =

∫ ∞

−∞
xf(x)φ(x)dx = −

∫ ∞

−∞

(∫ x

0

f ′(y)dy

)
φ′(x)dx

= −
∫ ∞

0

(∫ x

0

f ′(y)dy

)
φ′(x)dx+

∫ 0

−∞

(∫ 0

x

f ′(y)dy

)
φ′(x)dx

= −
∫ ∞

0

(∫ ∞

y

φ′(x)dx

)
f ′(y)dy +

∫ 0

−∞

(∫ y

−∞
φ′(x)dx

)
f ′(y)dy (∵ Fubiniの定理)

=

∫ ∞

0

φ(y)f ′(y)dy +

∫ 0

−∞
φ(y)f ′(y)dy = E[f ′(X)]

となる.

補題 9.9 (Stein の等式: 多次元の場合). Z を平均 0 の d 次元正規確率変数とする. また, j ∈
{1, . . . , d}とする. 関数 f : Rd → RがC1級であり,かつ E[|∇f(Z)|] <∞および E[|Zf(Z)|] <∞
を満たすならば,

E[Zjf(Z)] =

d∑
k=1

E[ZjZk]E[∂kf(Z)] (9.20)

が成り立つ.
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証明. j = 1と仮定して一般性を失わない. σ :=
√
E[Z2

1 ]とおく. σ = 0の場合は Z1 ≡ 0となって
主張は明らかに成り立つから, σ > 0の場合を考える.

Z ′
1 := Z1/σ とおく. Z ′

1 は標準正規分布に従う. さらに,各 k = 2, . . . , dについて,

Z ′
k := Zk − E[Z ′

1Zk]Z
′
1

とおく. 確率ベクトル (Z ′
1, . . . , Z

′
d)は d次元正規分布に従い,かつ E[Z ′

1Z
′
k] = 0 (k = 2, . . . , d)を

満たすから, Z ′
1 と Z̄ := (Z ′

2, . . . , Z
′
d)

> は独立である. いま,任意に z̄ := (z2, . . . , zd)
> ∈ Rd−1 を

固定して,関数 fz̄ : R → Rを

fz̄(z) = f(σz, z2 + E[Z ′
1Z2]z, . . . , zd + E[Z ′

1Zd]z) (z ∈ R)

で定める. fz̄ は C1 級であり,

f ′z̄(z) = σ∂1f(σz, z2 + E[Z ′
1Z2]z, . . . , zd + E[Z ′

1Zd]z)

+

d∑
k=2

E[Z ′
1Zk]∂kf(σz, z2 + E[Z ′

1Z2]z, . . . , zd + E[Z ′
1Zd]z)

= σ−1
d∑
k=1

E[Z1Zk]∂kf(σz, z2 + E[Z ′
1Z2]z, . . . , zd + E[Z ′

1Zd]z)

が成り立つ. 特に,

E[|f ′Z̄(Z
′
1)|] ≤ σ−1

d∑
k=1

|E[Z1Zk]|E[|∂kf(Z)|] <∞

が成り立つ. ここで, Z ′
1 と Z̄ は独立であるから, Z̄ の分布を PZ̄ と書くことにすれば, Fubiniの定理

より
E[|f ′Z̄(Z

′
1)|] =

∫
Rd−1

E[|f ′z̄(Z ′
1)|]PZ̄(dz̄)

が成り立つ. 従って, PZ̄ に関してほとんどすべての z̄ ∈ Rd−1 について E[|f ′z̄(Z ′
1)|] < ∞が成り立

つ. そのような z̄ について,補題 9.8より

E[Z ′
1fz̄(Z

′
1)] = E[f ′z̄(Z

′
1)]

が成り立つ. 従って ∫
R
E[Z1fz̄(Z

′
1)]P

Z̄(dz̄) = σ

∫
R
E[f ′z̄(Z

′
1)]P

Z̄(dz̄) (9.21)

を得る. ここで, Fubiniの定理より,右辺は

σ E[f ′Z̄(Z
′
1)] =

d∑
k=1

E[Z1Zk]E[∂kf(Z)]

に一致する. 一方で,再び Fubiniの定理より∫
R
E[|Z1fz̄(Z

′
1)|]PZ̄(dz̄) = E[|Z1fZ̄(Z

′
1)|] = E[|Z1f(Z)|] <∞
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が成り立つから, (9.21)の左辺は,再度 Fubiniの定理を適用することで, E[Z1fZ̄(Z
′
1)] = E[Z1f(Z)]

に一致することがわかる. 以上より等式 (9.20)が得られた.

9.4.4 Slepian補間

以下特に断らない限り, Σを d次半正定値対称行列とし, Z ∼ N(0,Σ)とする.

定義 9.1 (Slepian補間). 可測関数 h : Rd → Rk と t ∈ [0, 1]が任意の x ∈ Rd に対して E[|h(
√
tx+

√
1− tZ)|] <∞を満たすとき,関数 SΣ

t h : Rd → Rk を

SΣ
t h(x) = E[h(

√
tx+

√
1− tZ)] (x ∈ Rd)

で定める. 混乱の恐れが少ない場合, Σを省略して SΣ
t h = Sthと書く.

注意 9.4. Slepian 補間により定まる作用素の族 (St)t∈[0,1) は, 本質的には Σ を共分散行列とする
Ornstein-Uhlenbeck半群と同じものである. 実際,任意の t ∈ [0,∞)に対して,

Se−2th(x) = E[h(e−tx+
√
1− e−2tZ)]

であるから, (Se−2t)t≥0 は Σ を共分散行列とする Ornstein-Uhlenbeck 半群である. Slepian 補間を
使う方が記号が軽くなるため,この講義ノートではこちらを用いることにする.

命題 9.3. h : Rd → Rk を可測関数とし, 任意の t ∈ [0, 1] と x ∈ Rd に対して E[|h(
√
tx +

√
1− tZ)|] < ∞ を満たすようなものとする. このとき, 任意の s, t ∈ [0, 1] に対して, Ssth =

Ss(Sth)が成り立つ.

演習問題 4. 命題 9.3を証明せよ.

定義 9.2 (Ornstein–Uhlenbeck作用素). 関数 f : Rd → Rが 2回微分可能なとき,関数 LΣf : Rd →
Rを

LΣf(x) = 〈Σ,Hess f(x)〉 − x · ∇f(x) (x ∈ Rd)

で定める. 混乱の恐れが少ない場合, Σを省略して LΣf = Lf と書く.

命題 9.4. h ∈ C2
b∗(Rd)ならば,任意の t ∈ (0, 1)と x ∈ Rd に対して,

∂

∂t
Sth(x) = − 1

2t
LSth(x)

が成り立つ.

証明. 仮定より期待値と微分の順序交換が可能であり,

∂

∂t
Sth(x) =

1

2
E

[(
x√
t
− Z√

1− t

)
· ∇h(

√
tx+

√
1− tZ)

]
, (9.22)

∇Sth(x) =
√
tE
[
∇h(

√
tx+

√
1− tZ)

]
, (9.23)
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HessSth(x) = tE
[
Hessh(

√
tx+

√
1− tZ)

]
(9.24)

が成り立つ. 第 1式と第 2式より,

∂

∂t
Sth(x) =

1

2t

(
x · ∇Sth(x)−

t√
1− t

E
[
Z · ∇h(

√
tx+

√
1− tZ)

])
を得る. さらに, Steinの等式と第 3式より

t√
1− t

E
[
Z · ∇h(

√
tx+

√
1− tZ)

]
= tE[〈Σ,Hessh(

√
tx+

√
1− tZ)〉]

= 〈Σ,HessSth(x)〉

が成り立つ. 以上より結論が従う.

9.4.5 Stein方程式

定義 9.3 (Stein方程式). h : Rd → Rを可測関数で E[|h(Z)|] < ∞を満たすものとする. f に関す
る偏微分方程式

LΣf(x) = h(x)− E[h(Z)] (9.25)

を hに対する共分散行列 Σの Stein方程式 (Stein’s equation)と呼ぶ. 関数 f : Rd → Rが方程式
(9.25)の解であるとは, f が 2回微分可能であり,かつすべての x ∈ Rd について (9.25)が成り立つ
ことをいう.

定義 9.3の設定において,もし方程式 (9.25)の解が存在するならば, E[|h(W )|] < ∞なる任意の
d次元確率変数W に対して

E[h(W )]− E[h(Z)] = E[LΣf(W )]

が成り立つことになる. 従って, E[h(W )]− E[h(Z)] ≈ 0を示すには E[LΣf(W )] ≈ 0を示せばよい
ことになる.

Stein方程式 (9.25)の解の存在を保証するための十分条件として,以下の結果を挙げておく.

命題 9.5. r を 2以上の整数とする. h ∈ Crb∗(Rd)ならば,関数 f : Rd → Rを

f(x) = −
∫ 1

0

1

2t
{Sth(x)− E[h(Z)]}dt (x ∈ Rd) (9.26)

で定義することができる. さらに, f ∈ Crb∗(Rd)であり, Stein方程式 (9.25)の解となる.

証明. まず,仮定より任意の x, y ∈ Rd に対して |h(x)− h(y)| ≤ ‖∇h‖∞|x− y|が成り立つから,任
意の x ∈ Rd と t ∈ [0, 1]に対して,

|Sth(x)− E[h(Z)]| ≤ E[|h(
√
tx+

√
1− tZ)− h(Z)|]

≤ ‖∇h‖∞ E[|
√
tx+ (

√
1− t− 1)Z|]

≤ ‖∇h‖∞(
√
t|x|+ (1−

√
1− t)E[|Z|])
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が成り立つ. 1−
√
1− t =

√
1− t+ t−

√
1− t ≤

√
tであるから,∫ 1

0

1

t
|Sth(x)− E[h(Z)]|dt ≤ ‖∇h‖∞(|x|+ E[|Z|])

∫ 1

0

1√
t
dt

= 2‖∇h‖∞(|x|+ E[|Z|]) <∞

を得る. 従って f(x)は well-definedである.

次に, f ∈ Crb∗(Rd) であり, Stein 方程式 (9.25) の解となることを示す. 各 k ∈ {1, . . . , r} と
t ∈ [0, 1]について,任意の j1, . . . , jk ∈ {1, . . . , d}に対して

|∂j1,...,jkSth(x)| = |tk/2 E[∂j1,...,jkh(
√
tx+

√
1− tZ)]| ≤ tk/2‖∂j1,...,jkh‖∞

が成り立つから, f は r 回微分可能であり,

∂j1,...,jkf(x) = −
∫ 1

0

1

2t
∂j1,...,jkSth(x)dt

が成り立つ. 特に,有界収束定理より ∂j1,...,jkf が連続であることがわかり,かつ

|∂j1,...,jkf(x)| ≤ ‖∂j1,...,jkh‖∞
∫ 1

0

tk/2−1

2
dt

=
‖∂j1,...,jkh‖∞

2

[
tk/2

k/2

]1
0

=
‖∂j1,...,jkh‖∞

k
<∞

が成り立つから, f ∈ Crb∗(Rd)である. さらに,命題 9.4および微分積分学の基本定理より,

Lf(x) = −
∫ 1

0

1

2t
LSth(x)dt =

∫ 1

0

∂

∂t
Sth(x)dt = S1h(x)− S0h(x) = h(x)− E[h(Z)]

が成り立つ. 故に, f は Stein方程式 (9.25)の解である.

9.4.6 高次元正規分布の比較

これまでの準備を元に,まずは CCK理論のプロトタイプとして以下の結果を証明する. この結果
は後でブートストラップ法の正当性を証明する際にも有用である.

定理 9.7 (Chernozhukov et al. (2022), Proposition 2.1). Σ,Σ′ を d 次半正定値対称行列とし, Z ∼
N(0,Σ), Z ′ ∼ N(0,Σ′) とする. このとき, σ := minj=1,...,d

√
E[Z2

j ] > 0 ならば, ある普遍定数
C > 0が存在して

sup
x∈Rd

|P(Z ′ ≤ x)− P(Z ≤ x)| ≤ C

√
|Σ′ − Σ|∞(log d)2

σ2

が成り立つ.
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証明. Z と Z ′ は独立であると仮定して一般性を失わない. 関数 g0 を補題 9.7 のように定める.

ε > 0を任意に 1つ取り, β := ε−1 log dとおく. 命題 9.2より

sup
x∈Rd

|P(Z ′ ≤ x)− P(Z ≤ x)| ≤ ∆ε(Z
′, Z) +

2ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
が成り立つ. ただし,

∆ε(Z
′, Z) := sup

y∈Rd

∣∣E[g0(ε−1Fβ(Z
′ − y))]− E[g0(ε

−1Fβ(Z − y))]
∣∣

である.

∆ε(Z
′, Z) を評価するために, 任意に y ∈ Rd を 1 つ固定し, 関数 h : Rd → [0, 1] を h(w) =

g0(ε
−1Fβ(w − y)) (w ∈ Rd) で定める. 補題 9.6 より h ∈ C2

b (Rd) であるから, 命題 9.5 より関数
f : Rd → Rを (9.26)式で定めることができて, f は Stein方程式 (9.25)の解となる. (9.23)–(9.24)

より,任意の x ∈ Rd に対して

LΣf(x) =
1

2

∫ 1

0

{
x · E

[
∇h(

√
tx+

√
1− tZ)

]
√
t

−
〈
Σ,E

[
Hessh(

√
tx+

√
1− tZ)

]〉}
dt

が成り立つ. Z と Z ′ が独立であることに注意すると,この式から

E[LΣf(Z
′)] =

1

2

∫ 1

0

{
E
[
Z ′ · ∇h(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)

]
√
t

−
〈
Σ,E

[
Hessh(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)

]〉}
dt

を得る. ここで, Steinの等式より

E
[
Z ′ · ∇h(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)

]
=

√
tE
[
〈Σ′,Hessh(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)〉

]
が成り立つから,代入して

E[LΣf(Z
′)] =

1

2

∫ 1

0

〈
Σ′ − Σ,E

[
Hessh(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)

]〉
dt

を得る. ここで, x /∈ [0, 1] のとき g′0(x) = 0 であるから, w ∈ Rd が ∇h(w) 6= 0 を満たすならば
0 ≤ Fβ(w − y) ≤ εとならなければならない. 従って,各 t ∈ [0, 1]について,

Hessh(
√
tZ ′ +

√
1− tZ) 6= O

⇒ 0 ≤ Fβ(
√
tZ ′ +

√
1− tZ − y) ≤ ε

⇒ −ε ≤ max
1≤j≤d

(
√
tZ ′
j +

√
1− tZj − yj) ≤ ε (∵ 補題 9.3)

(9.27)

が成り立つ. 故に, A(t) := {−ε ≤ max1≤j≤d(
√
tZ ′
j +

√
1− tZj − yj) ≤ ε}とおけば,

E[LΣf(Z
′)] =

1

2

∫ 1

0

〈
Σ′ − Σ,E

[
Hessh(

√
tZ ′ +

√
1− tZ)1A(t)

]〉
dt
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となるので,

|E[LΣf(Z
′)]| ≤ 1

2

∫ 1

0

|Σ′ − Σ|∞ E

 d∑
j,k=1

|∂jkh(
√
tZ ′ +

√
1− tZ)|1A(t)

 dt
が成り立つ. ここで,補題 9.6の性質 (i)–(ii)より,任意の w ∈ Rd に対して

d∑
j,k=1

|∂jkh(w)| . ε−2 log d

が成り立つ. 従って,

|E[LΣf(Z
′)]| . ε−2(log d) |Σ′ − Σ|∞

∫ 1

0

P(A(t))dt (9.28)

を得る. ここで, Z と Z ′ が独立であることに注意すると,

P(A(t)) ≤ sup
z∈Rd

P

(
−ε ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε

)
= sup
z∈Rd

{
P
(√

1− tZ ≤ z + ε
)
− P

(√
1− tZ ≤ z − ε

)}
が成り立つから, Nazarovの不等式より

P(A(t)) .
ε
√
log d

σ
√
1− t

を得る. よって, ∫ 1

0

P(A(t))dt .
ε

σ

∫ 1

0

1√
1− t

dt .
ε
√
log d

σ
(9.29)

が成り立つ. (9.28), (9.29)と f が Stein方程式 (9.25)の解であることから,

|E[h(Z ′)]− E[h(Z)]| . ε−1 |Σ′ − Σ|∞ (log d)3/2

σ

を得る. 右辺は y に依存しないから,

∆ε(Z
′, Z) . ε−1 |Σ′ − Σ|∞ (log d)3/2

σ

である. 故に,

sup
x∈Rd

|P(Z ′ ≤ x)− P(Z ≤ x)| . ε−1 |Σ′ − Σ|∞ (log d)3/2

σ
+
ε
√
log d

σ

が成り立つ. 従って,

ε =
√
|Σ′ − Σ|∞ (log d)

ととれば示すべき不等式が得られる.
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9.4.7 Exchangeable pair

定理 9.1の証明には Steinの方法における標準的技法の 1つである exchangeable pair approach

を用いる. まずは exchangeable pairの定義から始める. 以下この小節では, Ξは可分位相空間を表す
とする.

定義 9.4 (Exchangeable pair). Ξ値確率変数の組 (W,W ′)が exchangeable pairであるとは, (W,W ′)

の確率分布と (W ′,W ) の確率分布が (積空間 Ξ × Ξ に値をとる確率変数として) 一致することを
いう.

注意 9.5. (W,W ′)が exchangeable pairならば,W とW ′ は同分布となる.

例 9.1. W と W ′ を同じ分布に従う独立な確率変数とすると, (W,W ′) は明らかに exchangeable

pairである.

例 9.2. (W,W ′)を Ξ値確率変数の exchangeable pair, Ξ̃を可分距離空間とする. このとき,任意の
可測関数 g : Ξ → Ξ̃に対して, (g(W ), g(W ′))も明らかに exchangeable pairとなる.

命題 9.6. ξ1, . . . , ξn を独立な Ξ 値確率変数列とし, Ξn 値確率変数 ξ = (ξ1, . . . , ξn) を考える.

ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ
∗
n)を ξ の独立なコピー,すなわち ξ∗ は ξ と同じ分布をもち,かつ ξ と ξ∗ は独立で

あるようなものとする. I を {1, . . . , n}上の一様分布に従う確率変数で, ξ, ξ∗ と独立であるような
ものとする. このとき, Ξn 値確率変数 ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ

′
n)を

ξ′i =

{
ξ∗i if I = i,

ξi otherwise,
i = 1, . . . , n,

で定めると, (ξ, ξ′) は exchangeable pair となる. 従って, 任意の可分距離空間 Ξ̃ と可測関数 g :

Ξn → Ξ̃に対して, (g(ξ), g(ξ′))も exchangeable pairである.

演習問題 5. 命題 9.6を証明せよ.

Exchangeable pair approachに基づく高次元中心極限定理として次の評価が導かれる.

定理 9.8. (W,W ′)を d次元確率変数の exchangeable pairで E[|W ′ −W |4] <∞を満たすものとす
る. また,ある d次正則行列 Λと σ-加法族 G,および G-可測な d次元確率変数 Rが存在して,W は
G-可測であり,かつ

E[W ′ −W | G] = −Λ(W +R) (9.30)

を満たすとする. このとき,ある普遍定数 C > 0が存在して,任意の ε > 0に対して,

sup
x∈Rd

|P(W ≤ x)− P(Z ≤ x)|

≤ C

σ

(√
log dE

[
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

]
+ ε−1(log d)3/2 E

[
|V (β−1)|∞

]
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+ ε−3(log d)7/2 E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
+ ε
√
log d

)
が成り立つ. ただし, D :=W ′ −W , β = ε−1 log dとし, τ ∈ (0,∞]に対して

V (τ) := Σ− 1

2
E[Λ−1DD>1{|D|∞≤τ} | G]

と定める.

定理 9.8を証明するために 2つ補題を準備する. 1つ目は積分表現を見やすくするためのもので,

本質的ではない.

補題 9.10 (Taylorの定理の確率論的表現). k を正整数とする. 関数 f : Rd → Rが Ck 級ならば,任
意の x, h ∈ Rd に対して

f(x+ h)− f(x) =

k−1∑
l=1

〈h⊗l,∇lf(x)〉
l!

+
1

(k − 1)!
E[(1− U)k−1〈h⊗k,∇kf(x+ Uh)〉]

が成り立つ. ここに, U は [0, 1]上の一様分布に従う確率変数である. ただし, k = 1の場合は右辺第
1項を 0とみなす.

演習問題 6. 補題 9.10を証明せよ.

次の補題は exchangeable pair approachの肝となる重要な結果である.

補題 9.11 (Symmetry trick). 定理 9.8の仮定の下,任意の f ∈ C4
b∗(Rd)と τ ∈ (0,∞]に対して,

E[Lf(W )] = E[(R− Λ−1D1{|D|∞>τ}) · ∇f(W )] + E[〈V (τ),Hess f(W )〉]

+
1

4
E[(1− U)Ũ〈Λ−1D ⊗D⊗3,∇4f(W + (U + U ′Ũ)D)〉1{|D|∞≤τ}]

が成り立つ. ここに, Ũ := 1 − 2U であり, U,U ′ は [0, 1] 上の一様分布に従う独立な確率変数で
(W,W ′)と独立であるようなものとする.

証明. (W,W ′)が exchangeable pairであることから,

E[Λ−1D · {∇f(W ) +∇f(W ′)}1{|D|∞≤τ}] = −E[Λ−1D · {∇f(W ′) +∇f(W )}1{|D|∞≤τ}]

が成り立つ. 従って,

E[Λ−1D · {∇f(W ) +∇f(W ′)}1{|D|∞≤τ}] = 0 (9.31)

を得る. 一方で,補題 9.10より

E[Λ−1D · {∇f(W ′)−∇f(W )}1{|D|∞≤τ}] =
d∑
j=1

E[(Λ−1D)j{∂jf(W ′)− ∂jf(W )}1{|D|∞≤τ}]

=
d∑

j,k=1

E[(Λ−1D)jDk∂jkf(W )1{|D|∞≤τ}] +
d∑

j,k,l=1

E[(1− U)(Λ−1D)jDkDl∂jklf(W + UD)1{|D|∞≤τ}]
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= E[〈E[Λ−1DD>1{|D|∞≤τ} | G],Hess f(W )〉] + E

が成り立つ. ただし,

E := E[(1− U)〈Λ−1D ⊗D⊗2,∇3f(W + UD)〉1{|D|∞≤τ}]

=
d∑

j,k,l=1

E[(1− U)(Λ−1D)jDkDl∂jklf(W + UD)1{|D|∞≤τ}]

と定める. この式と条件 (9.30)から,

E[Λ−1D · {∇f(W ) +∇f(W ′)}1{|D|∞≤τ}]

= 2E[Λ−1D · ∇f(W )1{|D|≤τ}] + E[Λ−1D · {∇f(W ′)−∇f(W )}1{|D|∞≤τ}]

= 2E[Λ−1D · ∇f(W )1{|D|∞>τ}]− 2E[(W +R) · ∇f(W )]

+ E[〈E[Λ−1DD>1{|D|∞≤τ} | G],Hess f(W )〉] + E

(9.32)

を得る. (9.31)–(9.32)より

E[W · ∇f(W )] = E[(Λ−1D1{|D|∞>τ} −R) · ∇f(W )]

+
1

2

(
E[〈E[Λ−1DD>1{|D|∞≤τ} | G],Hess f(W )〉] + E

)
が成り立つから,

E[Lf(W )] = E[〈Σ,Hess f(W )〉]− E[W · ∇f(W )]

= E[(R− Λ−1D1{|D|∞>τ}) · ∇f(W )] + E[〈V (τ),Hess f(W )〉]− 1

2
E

(9.33)

を得る. ここで, (W,W ′)が exchangeable pairであることを再び用いると,

E = E[(1− U)〈Λ−1(−D)⊗ (−D)⊗2,∇3f(W ′ − UD)〉1{|D|∞≤τ}]

= −E[(1− U)〈Λ−1D ⊗D⊗2,∇3f(W + (1− U)D)〉1{|D|∞≤τ}]
(9.34)

を得る. 従って,補題 9.10より

E =
1

2
E[(1− U)〈Λ−1D ⊗D⊗2,∇3f(W + UD)−∇3f(W + (1− U)D)〉1{|D|∞≤τ}]

= −1

2
E[(1− U)〈Λ−1D ⊗D⊗2,∇3f(W + UD + (1− 2U)D)−∇3f(W + UD)〉1{|D|∞≤τ}]

= −1

2
E[(1− U)Ũ〈Λ−1D ⊗D⊗3,∇4f(W + (U + U ′Ũ)D)〉1{|D|∞≤τ}]

が成り立つ. この式を (9.33)に代入して示すべき等式を得る.

注意 9.6. (a)補題 9.11の等式が D の 3次の項を含まず 4次の項を含むことは,高次元正規近似に
対するよい評価を得る上で非常に重要な役割を果たす. このような等式は exchangeable pairに内蔵
されている対称性を用いた非常に単純な議論によって (9.34)式を導くことで得られるが,この事実
はごく最近になって Fang & Koike (2021)で指摘されるまで (なぜか)知られていなかった. Fang &

Koike (2022)は同様の議論によってWasserstein距離に対する正規近似の評価を改善している.
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(b)補題 9.6の性質 (iii)を有効活用する上で,刈り込みの議論 (truncation argument)が重要な役割を
果たす. 標準的な exchangeable pair approachの議論では,等式 (9.31)において τ = ∞としたもの
を考えるが,補題 9.11ではこの時点で刈り込みを導入することで,刈り込みの議論を効率的に証明
に組み込めるようにしている. このアイディアは本質的には Bonis (2020)によるものである. なお,

定理 9.1を証明するだけであれば,刈り込みの議論を別の段階で行っても問題ないため, τ = ∞の
場合の結果で十分である.

定理 9.8の証明. G と Z は独立であると仮定して一般性を失わない. 4ステップに分けて証明する.

Step 1. 関数 g0 を補題 9.7のように定める. 命題 9.2より

sup
x∈Rd

|P(W ≤ x)− P(Z ≤ x)| ≤ ∆ε(W,Z) +
2ε

σ

(√
2 log d+ 2

)
(9.35)

が成り立つ. ∆ε(W,Z) を評価するために, 任意に y ∈ Rd を 1 つ固定し, 関数 h : Rd → [0, 1] を
h(w) = g0(ε

−1Fβ(w − y)) (w ∈ Rd)で定める. 補題 9.6より h ∈ C2
b (Rd)であるから,命題 9.5よ

り関数 f : Rd → Rを (9.26)式で定めることができて, f は Stein方程式 (9.25)の解となる.

(9.23)–(9.24)に注意すると,微分と積分の順序交換より

E[Lf(W )] = −
∫ 1

0

1

2t
E[LSth(W )]dt (9.36)

が成り立つ. 各 t ∈ [0, 1]について,補題 9.6より h ∈ C4
b (Rd)であるから,補題 9.11を τ = β−1 と

して適用すると,

E[LSth(W )] = E[(Λ−1D1{|D|∞>β−1} −R) · ∇Sth(W )] + E[〈V (β−1),HessSth(W )〉]

+
1

4
E[(1− U)Ũ〈Λ−1D ⊗D⊗3,∇4Sth(W + (U + U ′Ũ)D)〉1{|D|∞≤β−1}]

が成り立つ. ここに, Ũ := 1 − 2U であり, U,U ′ は [0, 1] 上の一様分布に従う独立な確率変数
で (W,W ′) と独立であるようなものとする. W と Z が独立であることに注意すると, W (t) :=
√
tW +

√
1− tZ と定めれば,上の式は

E[LSth(W )] =
√
tE[(Λ−1D1{|D|∞>β−1} −R) · ∇h(W (t))] + tE[〈V (β−1),Hessh(W (t))〉]

+
t2

4
E[(1− U)Ũ〈Λ−1D ⊗D⊗3,∇4h(W (t) +

√
t(U + U ′Ũ)D)〉1{|D|∞≤β−1}]

=:
√
tI + tII +

t2

4
III

(9.37)

と書き直せる.

Step 2. I を評価する. (9.27)と同様の議論によって,A(t) := {−ε ≤ max1≤j≤d(
√
tWj+

√
1− tZj−

yj) ≤ ε}とおくと∇h(W (t)) = ∇h(W (t))1A(t) が成り立つことを示せるから,

I = E[(Λ−1D1{|D|∞>β−1} −R) · ∇h(W (t))1A(t)]
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と書き直せる. 従って,

|I| ≤ E

(|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞
)
1A(t)

d∑
j=1

|∂jh(W (t))|


が成り立つ. 故に,補題 9.4より

|I| . ε−1 E
[(
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

)
1A(t)

]
を得る. ここで, G と Z が独立であることに注意すると,

E
[(
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

)
1A(t)

]
≤ E

[
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

]
sup
z∈Rd

P

(
−ε ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε

)
が成り立つ. Nazarovの不等式より

sup
z∈Rd

P

(
−ε ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε

)
.
ε
√
log d

σ
√
1− t

が成り立つので,

|I| .
√
log d

σ
√
1− t

E
[
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

]
(9.38)

を得る.

Step 3. II を評価する. (9.27)と同様の議論によって,

II = E[〈V (β−1),Hessh(W (t))〉1A(t)]

と書き直せるから,

|II| ≤ E

|V (β−1)|∞1A(t)

d∑
j,k=1

|∂jkh(W (t))|


が成り立つ. 従って,補題 9.6の性質 (i)–(ii)より,

|II| . ε−2(log d)E
[
|V (β−1)|∞1A(t)

]
を得る. ここで, G と Z が独立であることに注意すると,

E
[
|V (β−1)|∞1A(t)

]
≤ E

[
|V (β−1)|∞

]
sup
z∈Rd

P

(
−ε ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε

)
が成り立つ. 以上より,

|II| . ε−1 (log d)
3/2

σ
√
1− t

E
[
|V (β−1)|∞

]
(9.39)

を得る.

88



Step 4. III を評価する. まず, |U + U ′Ũ | ≤ U ∨ (U + Ũ) = U ∨ (1 − U) ≤ 1に注意する. いま,

(9.27)と同様の議論によって,

∇4h(W (t) +
√
t(U + U ′Ũ)D) 6= 0 ⇒ −ε ≤ max

1≤j≤d
(Wj(t) +

√
t(U + U ′Ũ)Dj − yj) ≤ ε

が成り立つから,事象 {|D|∞ ≤ β−1}上では

∇4h(W (t) +
√
t(U + U ′Ũ)D) 6= 0 ⇒ −ε− β−1 ≤ max

1≤j≤d
(Wj(t)− yj) ≤ ε+ β−1

が成り立つ. 従って, A′(t) := {−ε − β−1 ≤ max1≤j≤d(Wj(t) − yj) ≤ ε + β−1} とおくと
∇4h(W (t) + (U + U ′Ũ)D)1{|D|∞≤β−1} = ∇4h(W (t) + (U + U ′Ũ)D)1{|D|∞≤β−1}∩A′(t) が成り
立つから,

III = E[(1− U)Ũ〈Λ−1D ⊗D⊗3,∇4h(W (t) + (U + U ′Ũ)D)〉1{|D|∞≤β−1}∩A′(t)]

が成り立つ. 次に, 補題 9.6 で与えられる Rd 上の非負値関数の族 (Ujklm)1≤j,k,l,m≤d を考えると,

補題 9.6の性質 (i)と (iii)より

|III| . E

 d∑
j,k,l,m=1

|(Λ−1D)jDkDlDm|Ujklm(W (t))1{|D|∞≤β−1}∩A′(t)


を得る. 従って,

|III| . E

 max
1≤j,k,l,m≤d

E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]1A′(t)

d∑
j,k,l,m=1

Ujklm(W (t))


が成り立つ. 故に,補題 9.6の性質 (ii)より,

|III| . ε−4(log d)3 E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]1A′(t)

]
を得る. G と Z が独立であることに注意すると,

E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]1A′(t)

]
≤ E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
× sup
z∈Rd

P

(
−ε− β−1 ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε+ β−1

)
が成り立つ. Nazarovの不等式より

sup
z∈Rd

P

(
−ε− β−1 ≤ max

1≤j≤d
(
√
1− tZj − zj) ≤ ε+ β−1

)
.
ε
√
log d

σ
√
1− t

が成り立つので,

|III| . ε−3 (log d)
7/2

σ
√
1− t

E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
(9.40)
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を得る.

(9.36)–(9.40)と f が Stein方程式 (9.25)の解であることに注意すると,

∆ε(W,Z) .

√
log d

σ
E
[
|E[Λ−1D1{|D|∞>β−1} | G]|∞ + |R|∞

]
+ ε−1 (log d)

3/2

σ
E
[
|E[V (β−1) | G]|∞

]
+ ε−3 (log d)

7/2

σ
E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[|(Λ−1D)jDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
を得る. これと (9.35)をあわせて示すべき不等式を得る.

9.4.8 最大不等式

この小節では,定理 9.8で与えられる不等式の上界に現れる種々の量をW = Sn の場合に評価す
る際に必要となる最大不等式を証明する.

定義 9.5 (Rademacher 確率変数). 確率変数 ε が Rademacher 確率変数であるとは, P(ε = 1) =

P(ε = −1) = 1/2が成り立つことをいう.

補題 9.12 (van der Vaart & Wellner (1996), Lemma 2.2.7). ε1, . . . , εn を独立な Rademecher確率変
数列, a1, . . . , an を実数列とする. このとき,∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiεi

∥∥∥∥∥
ψ2

≤

√√√√6

n∑
i=1

a2i

が成り立つ.

証明. λ ∈ Rを任意に 1つ固定する. 各 i = 1, . . . , nについて,

E[eλaiεi ] =
eλai + e−λai

2
=

∞∑
p=0

(λai)
2p

(2p)!
≤ 1 +

∞∑
p=0

(λ2a2i /2)
p

p!
= eλ

2a2i/2

が成り立つから,

E

[
exp

(
λ

n∑
i=1

aiεi

)]
=

n∏
i=1

E[eλaiεi ] ≤ exp

(
λ2

2

n∑
i=1

a2i

)

が成り立つ. 従って,補題 3.1より,任意の u ≥ 0に対して,

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aiεi

∣∣∣∣∣ ≥ u

)
≤ 2 exp

(
− u2

2
∑n
i=1 a

2
i

)
が成り立つ. この評価と命題 2.3より示すべき主張を得る.

90



補題 9.13 (対称化不等式). Y1, . . . , Yn を独立な d次元確率変数列で E |Yi| <∞ (i = 1, . . . , n)を満
たすものとする. このとき,任意の p ≥ 1に対して∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤ 2

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

が成り立つ. ここに, ε1, . . . , εn は独立な Rademecher 確率変数列で, (Y1, . . . , Yn) と独立なもので
ある.

証明. Y ′
1 , . . . , Y

′
n を Y1, . . . , Yn の独立なコピーとする. Y = σ(Y1, . . . , Yn)とおくと,∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Y ′
i | Y])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣E
[
n∑
i=1

(Yi − Y ′
i ) | Y

]∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

が成り立つから, Jensenの不等式より∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − Y ′
i )

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

が成り立つ. Y1 − Y ′
1 , . . . , Yn − Y ′

n は ε1(Y1 − Y ′
1), . . . , εn(Yn − Y ′

n)と同分布だから,∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − Y ′
i )

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εi(Yi − Y ′
i )

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiY
′
i

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

= 2

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

を得る.

補題 9.14 (Nemirovski の不等式). Y1, . . . , Yn を独立な d 次元確率変数列で E |Yi| < ∞ (i =

1, . . . , n)を満たすものとする. このとき,ある普遍定数 C > 0が存在して,任意の p ≥ 1に対して∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤ C
√
p log d

∥∥∥∥∥∥
√√√√ max

1≤j≤d

n∑
i=1

Y 2
ij

∥∥∥∥∥∥
p

.

証明. まず,対称化不等式より∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤ 2

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

が成り立つ. ここに, ε1, . . . , εn は独立な Rademecher確率変数列で, (Y1, . . . , Yn)と独立なものであ
る. 次に,補題 9.12と命題 2.2, 2.4より,任意の y1, . . . , yn ∈ Rd に対して∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiyi

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

.

√√√√p(log d) max
1≤j≤d

n∑
i=1

y2ij

91



が成り立つ. 従って,

E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
p

∞

]
= E

[
E

[∣∣∣∣∣
n∑
i=1

εiYi

∣∣∣∣∣
p

∞

| Y1, . . . , Yn

]]
. E

√√√√p(log d) max
1≤j≤d

n∑
i=1

Y 2
ij

p
を得る.

補題 9.15 (cf. Chernozhukov, Chetverikov & Kato (2015), Lemma 9). V1, . . . , Vn を独立な d次元確
率変数列とし, 任意の i = 1, . . . , n と j = 1, . . . , d に対して Vij ≥ 0を満たすものとする. このと
き,ある普遍定数 C > 0が存在して,任意の p ≥ 1に対して∥∥∥∥∥ max

1≤j≤d

n∑
i=1

Vij

∥∥∥∥∥
p

≤ C

(
max

1≤j≤d

n∑
i=1

E[Vij ] + p

∥∥∥∥ max
1≤i≤n

max
1≤j≤d

Vij

∥∥∥∥
p

log d

)
.

証明.

I :=

∥∥∥∥∥ max
1≤j≤d

n∑
i=1

Vij

∥∥∥∥∥
p

, B := max
1≤i≤n

max
1≤j≤d

Vij

とおく. 三角不等式より

I ≤ max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Vij ] +

∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Vi − E[Vi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

が成り立つ. Nemirovskiの不等式と Schwarzの不等式より∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Vi − E[Vi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

.
√
p log d

∥∥∥∥∥∥
√√√√ max

1≤j≤d

n∑
i=1

V 2
ij

∥∥∥∥∥∥
p

≤
√
p log d

∥∥∥∥∥∥
√√√√B max

1≤j≤d

n∑
i=1

Vij

∥∥∥∥∥∥
p

≤
√
p‖B‖p log d

√
I

が成り立つので,

I . max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Vij ] +
√
p‖B‖p log d

√
I

を得る. 正の定数 a, b に対して, 実数 x が不等式 x2 ≤ a + bx を満たすための必要十分条件は
(b−

√
b2 + 4a)/2 ≤ x ≤ (b+

√
b2 + 4a)/2なので,

√
I .

√
p‖B‖p log d+

√√√√p‖B‖p log d+ 4 max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Vij ] .

√√√√ max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Vij ] + p‖B‖p log d

を得る. 両辺を二乗して示すべき不等式を得る.
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補題 9.16 (cf. Chernozhukov, Chetverikov & Kato (2015), Lemma 8). Y1, . . . , Yn を独立な d次元確
率変数列で E |Yi|2 <∞ (i = 1, . . . , n)を満たすものとする. このとき,ある普遍定数 C > 0が存在
して,任意の p ≥ 1に対して∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

≤ C

√√√√p max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Y 2
ij ]
√
log d+ p

√∥∥∥∥ max
1≤i≤n

max
1≤j≤d

Y 2
ij

∥∥∥∥
p

log d

 .

証明. Nemirovskiの不等式より∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Yi − E[Yi])

∣∣∣∣∣
∞

∥∥∥∥∥
p

.
√
p log d

∥∥∥∥∥∥
√√√√ max

1≤j≤d

n∑
i=1

Y 2
ij

∥∥∥∥∥∥
p

が成り立つ. また, Jensenの不等式と補題 9.15より,∥∥∥∥∥∥
√√√√ max

1≤j≤d

n∑
i=1

Y 2
ij

∥∥∥∥∥∥
p

.

√√√√ max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Y 2
ij ] + p

∥∥∥∥ max
1≤i≤n

max
1≤j≤d

Y 2
ij

∥∥∥∥
p

log d

が成り立つ. a, b ≥ 0 に対して
√
a+ b ≤

√
a +

√
b が成り立つことから, 示すべき不等式が得ら

れる.

9.4.9 定理 9.1の証明

まず,劣指数性を仮定せずに得られる中間的な結果を証明する.

補題 9.17. 定理 9.1の仮定が条件 (i)を除いて成立するならば,ある普遍定数 C > 0が存在して,任
意の ε > 0に対して

sup
x∈Rd

|P(Sn ≤ x)− P(Zn ≤ x)|

≤ C

b

(
(log d)3/2

εn

n∑
i=1

E[|Xi|2∞1{|Xi|∞>
√
nε/ log d}] +

B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d

)
が成り立つ.

証明の中で次の初等的な不等式を用いる.

補題 9.18 (Chebyshevの結合不等式). f : R → R, g : R → Rを 2つの非減少関数とすると,任意の
確率変数 Y に対して,

E[f(Y )g(Y )] ≥ E[f(Y )]E[g(Y )].

証明. Y ∗を Y の独立なコピーとする. f, gがともに非減少であることから, (f(Y )−f(Y ∗))(g(Y )−
g(Y ∗)) ≥ 0が成り立つ. 両辺の期待値を取って

0 ≤ E[(f(Y )− f(Y ∗))(g(Y )− g(Y ∗))] = 2{E[f(Y )g(Y )]− E[f(Y )]E[g(Y )]}

を得る.
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補題 9.17の証明. 5ステップに分けて証明する.

Step 1. ξi = Xi/
√
n (i = 1, . . . , n)とおく. ξ∗ = (ξ∗1 , . . . , ξ

∗
n)を ξ = (ξ1, . . . , ξn)の独立なコピー

とし, I を {1, . . . , n}上の一様分布に従う確率変数で ξ, ξ∗ と独立であるようなものとする. Rd×n

値確率変数 ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
n)を

ξ′i =

{
ξ∗i if I = i,

ξi otherwise,
i = 1, . . . , n,

で定めると, 命題 9.6 より (ξ, ξ′) は exchangeable pair である. 従って, S′
n :=

∑n
i=1 ξ

′
i とおけば,

(Sn, S
′
n)も exchangeable pairである. さらに, G := σ(ξ)とおくと,

E[S′
n − Sn | G] = E[ξ∗I − ξI | G] =

1

n

n∑
i=1

E[ξ∗i − ξi | G] = − 1

n

n∑
i=1

ξi = − 1

n
Sn

が成り立つから, (W,W ′) = (Sn, S
′
n) に対して条件 (9.30) が Λ = n−1Id, R = 0 として成り立つ.

従って,定理 9.8を (W,W ′) = (Sn, S
′
n), Σ = Cov[W ]として適用することができて,

sup
x∈Rd

|P(Sn ≤ x)− P(Zn ≤ x)|

.
1

b

(√
log dE

[
|E[nD1{|D|∞>β−1} | G]|∞

]
+ ε−1(log d)3/2 E

[
|V (β−1)|∞

]
+ ε−3(log d)7/2 E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[n|DjDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
+ ε
√
log d

)
(9.41)

が成り立つ. ただし, D := S′
n − Sn, β = ε−1 log d,および

V (β−1) := Σ− n

2
E[DD>1{|D|∞≤β−1} | G]

である.

Step 2. (9.41)の右辺第 1項を評価する. Yi := ξ′i − ξi (i = 1, . . . , n)とおくと,

E[nD1{|D|∞>β−1} | G] =
n∑
i=1

E[Yi1{|Yi|∞>β−1} | G]

と書き直せるので, Jensenの不等式より

E
[
|E[nD1{|D|∞>β−1} | G]|∞

]
≤ E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Yi1{|Yi|∞>β−1}

∣∣∣∣∣
∞

が成り立つ. 従って, Nemirovskiの不等式より

√
log dE

[
|E[nD1{|D|∞>β−1} | G]|∞

]
. (log d)E

√√√√ max
1≤j≤d

n∑
i=1

Y 2
ij1{|Yi|∞>β−1}]
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≤ (log d)

√√√√ n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}]

を得る.

Step 3. (9.41)の右辺第 2項を評価する. Ỹi := Yi1{|Yi|∞≤β−1} (i = 1, . . . , n)とおいて, V (β−1)を

V (β−1) = Σ− 1

2

n∑
i=1

E[ỸiỸ
>
i | G]

=

(
Σ− 1

2

n∑
i=1

E[ỸiỸ
>
i ]

)
− 1

2

n∑
i=1

(
E[ỸiỸ

>
i | G]− E[ỸiỸ

>
i ]
)

=: I + II

と分解する. Σ = 1
2

∑n
i=1 E[YiY

>
i ]と書き直せることから,

|I|∞ =
1

2

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

E[YiY
>
i 1{|Yi|∞>β−1}]

∣∣∣∣∣
∞

≤ 1

2

n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}]

を得る. 一方で, Jensenの不等式より,

E |II|∞ ≤ 1

2
E

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(
ỸiỸ

>
i − E[ỸiỸ

>
i ]
)∣∣∣∣∣

∞

が成り立つから,補題 9.16より

E |II|∞ .

√√√√ max
1≤j,k≤d

n∑
i=1

E[Ỹ 2
ijỸ

2
ik]
√
log(d2) +

√
E

[
max

1≤i≤n
max

1≤j,k≤d
Ỹ 2
ijỸ

2
ik

]
log(d2)

.

√√√√ max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Y 4
ij ]
√
log d+ β−2 log d .

Bn
√
log d√
n

+
ε2

log d

を得る. 以上より,

ε−1(log d)3/2 E
[
|V (β−1)|∞

]
. ε−1(log d)3/2

n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] +
Bn log

2 d

ε
√
n

+ ε
√
log d

が成り立つ.

Step 4. (9.41)の右辺第 3項を評価する.

max
1≤j,k,l,m≤d

E[n|DjDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G] = max
1≤j,k,l,m≤d

n∑
i=1

E[|ỸijỸikỸilỸim| | G]

= max
1≤j≤d

n∑
i=1

E[Ỹ 4
ij | G]
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と書き直せるから, Jensenの不等式より

E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[n|DjDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
≤ E

[
max

1≤j≤d

n∑
i=1

Ỹ 4
ij

]

が成り立つ. 補題 9.15より

E

[
max

1≤j≤d

n∑
i=1

Ỹ 4
ij

]
. max

1≤j≤d

n∑
i=1

E[Ỹ 4
ij ] + E

[
max

1≤i≤n
max

1≤j≤d
Ỹ 4
ij

]
log d .

B2
n

n
+

ε4

log3 d

が成り立つから,

ε−3(log d)7/2 E

[
max

1≤j,k,l,m≤d
E[n|DjDkDlDm|1{|D|∞≤β−1} | G]

]
.
B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d

を得る.

Step 5. Steps 2–4で得た評価を (9.41)に挿入すると,

sup
x∈Rd

|P(Sn ≤ x)− P(Zn ≤ x)|

.
1

b

(√√√√ n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] log d+ ε−1(log d)3/2
n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}]

+
Bn log

2 d

ε
√
n

+
B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d

)
を得る. 相加相乗平均不等式より√√√√2

n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] log d ≤ ε−1(log d)3/2
n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] + ε
√
log d,

2
Bn log

2 d

ε
√
n

≤ B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d

が成り立つので,

sup
x∈Rd

|P(Sn ≤ x)− P(Zn ≤ x)|

.
1

b

(
ε−1(log d)3/2

n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] +
B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d

)
(9.42)

を得る. さらに,

n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] .
n∑
i=1

E[|ξi|2∞1{|ξi|∞>(2β)−1}] +

n∑
i=1

E[|ξi|2∞1{|ξ∗i |∞>(2β)−1}]

であり, Chebyshevの結合不等式より

E[|ξi|2∞1{|ξ∗i |∞>(2β)−1}] = E[|ξi|2∞]E[1{|ξi|∞>(2β)−1}] ≤ E[|ξi|2∞1{|ξi|∞>(2β)−1}]
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が成り立つから,
n∑
i=1

E[|Yi|2∞1{|Yi|∞>β−1}] .
n∑
i=1

E[|ξi|2∞1{|ξi|∞>(2β)−1}] (9.43)

を得る. (9.42)と (9.43)をあわせて εを 2εに置き換えれば示すべき不等式を得る.

定理 9.1の証明. この節の冒頭で述べたように, 定理 9.1 の仮定の下で (9.12) 式を示せばよい.

(9.12)式の左辺は 1以下であることと, b ≤ 1であることに注意すれば,

B2
n log

5(dn)

n
≤ 1 (9.44)

と仮定して一般性を失わない. 実際, (9.44)が成り立たない場合, C ≥ 1となるようにとれば (9.12)

式は成立する.

(9.44)を仮定した下で,補題 9.17を

ε = 2

(
B2
n log

3(dn)

n

)1/4

として適用する. 定義より

B2
n(log d)

7/2

ε3n
+ ε
√
log d .

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

が直ちに従うから,

(log d)3/2

εn

n∑
i=1

E[|Xi|2∞1{|Xi|∞>
√
nε/ log d}] .

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

(9.45)

を示せば証明は完成する. 各 i = 1, . . . , nについて, Schwarzの不等式より

E[|Xi|2∞1{|Xi|∞>
√
nε/ log d}] ≤

√
E[|Xi|4∞]P(|Xi|∞ >

√
nε/ log d)

が成り立つ. 命題 2.2と 2.4より E[|Xi|4∞] . (Bn log d)
4 が成り立つ. 一方で, (9.44)より

√
nε

log d
≥ 2

(
nB2

n

log(dn)

)1/4

≥ 2Bn log(dn)

が成り立つから,

P(|Xi|∞ >
√
nε/ log d) ≤ P(|Xi|∞ > 2Bn log(dn))

≤
d∑
j=1

P(|Xij | > 2Bn log(dn)) ≤ 2d exp(−2 log(dn)) =
2

dn2

が成り立つ. 以上より,

(log d)3/2

εn

n∑
i=1

E[|Xi|2∞1{|Xi|∞>
√
nε/ log d}]

.

(
n log3(dn)

B2
n

)1/4

(Bn log d)
2 1√

dn
.
B

3/2
n (log(dn))3/4

n3/4
=

(
B2
n log(dn)

n

)3/4

を得る. 従って, (9.44)より (9.45)が従う.
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9.5 定理 9.2の証明

補題 9.19. ある普遍定数 C ≥ 1が存在して,

1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

≤ 1 (9.46)

ならば,事象

|Σ̂n − Σ|∞ ≤ C

√
B2
n log(dn)

n
(9.47)

が 1− 1/n以上の確率で成り立つ.

証明. κn = 2Bn log(dn) とし, 各 i = 1, . . . , n と j = 1, . . . , d について Yij := Xij1{|Xij |≤κn} と
おく. このとき,任意の t > 0に対して,

P
(
|Σ̂n − Σ|∞ > t

)
≤ P

(
max

1≤j,k≤d
|Rjk| > t

)
+ P

(
max

i=1,...,n
|Xi|∞ > κn

)
(9.48)

が成り立つ. ただし,

Rjk :=
1

n

n∑
i=1

YijYik − X̄n,jX̄n,k − Σjk

と定める. (9.48)の右辺第二項は, union boundとMarkovの不等式によって,

P

(
max

i=1,...,n
|Xi|∞ > κn

)
≤

n∑
i=1

d∑
j=1

P (|Xij | > κn) ≤
2

dn
≤ 2

3n

と評価できる. tを適切に選ぶと (9.48)の右辺第一項も小さくなることを示すために, |Rjk|を以下
のように評価する:

|Rjk| ≤

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(YijYik − E[YijYik])

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1n

n∑
i=1

E[YijYik]− Σjk

∣∣∣∣∣+ |X̄n,jX̄n,k|

=: Ijk + IIjk + IIIjk.

IIjk は次のように評価できる:

|IIjk| =

∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

(E[XijYik1{|Xij |>κn}] + E[XijXik1{|Xik|>κn}])

∣∣∣∣∣
≤ 2max

i
max
j,k

E[|XijXik|1{|Xij |>κn}]

≤ 2max
i

max
j

√
E[X4

ij ]max
j

√
P(|Xij | > κn) (∵ Schwarzの不等式)

.
B2
n

dn
(∵ 命題 2.4, Markovの不等式).

98



一方で,任意の p ≥ 1に対して,補題 9.16より

‖Ijk‖p .
1

n

√√√√p

n∑
i=1

E[Y 2
ijY

2
ik] +

p

n

√∥∥∥max
i

|YijYik|2
∥∥∥
p
.

√
pB2

n

n
+
pκ2n
n

が成り立つ. また,命題 3.1と補題 3.3より,

∥∥X̄n,j

∥∥
ψ1

.

√
B2
n

n
+
Bn
n

.

√
B2
n

n

が成り立つから, Schwarzの不等式と命題 2.4より

‖IIIjk‖p .
p2B2

n

n

が成り立つ. 特に, p = 2 log(dn)に対して, (9.46)と b ≤ 1に注意すると,

pκ2n
n

= 8
B2
n log

3(dn)

n
= 8

√
B2
n log(dn)

n

√
B2
n log

5(dn)

n
≤ 8

√
B2
n log(dn)

n
,

p2B2
n

n
= 4

√
B2
n log(dn)

n

√
B2
n log

3(dn)

n
≤
√
B2
n log(dn)

n

が成り立つから,

‖Ijk‖p + ‖IIIjk‖p .
√
B2
n log(dn)

n

を得る. 以上より,ある普遍定数 C1 > 0が存在して,

‖Rjk‖p ≤ C1

√
B2
n log(dn)

n

が成り立つことがわかる. 従って, union boundとMarkovの不等式より,

P

(
max
j,k

|Rjk| > eC1

√
B2
n log(dn)

n

)
≤ d2e−p =

1

n2
≤ 1

3n

を得る. 故に, (9.48)において t = eC1

√
B2
n log(dn)/nと選べば,

P
(
|Σ̂n − Σ|∞ > t

)
≤ 1

3n
+

2

3n
=

1

n

が成り立つ. よって, C = 1 ∨ eC1 とすれば示すべき主張を得る.

補題 9.20. ある普遍定数 C > 0が存在して

P

(
sup
A∈Rd

|P (S∗
n ∈ A | X)− P (Zn ∈ A)| > C

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4
)

≤ 1

n

が成り立つ.
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証明.

ρ∗ := sup
A∈Rd

|P (S∗
n ∈ A | X)− P (Zn ∈ A)|

とおく. ρ∗ ≤ 1であることに注意すると, (9.46)を仮定して一般性を失わない. いま,定理 9.7より,

ある普遍定数 C1 > 0が存在して

sup
A∈Rd

|P (Zn ∈ A)− P (S∗
n ∈ A | X)| ≤ C1

√
|Σ− Σ̂n|∞(log d)2

b2

が成り立つ. 従って,補題 9.19に現れる普遍定数を C2 として, C = C1

√
C2 とすれば示すべき主張

を得る.

定理 9.2の証明. (9.3)の左辺は 1以下であることに注意すると, (9.46)を仮定して一般性を失わな
い. 定理 9.1の普遍定数を C1,補題 9.20の普遍定数を C2 とし,

∆ := (C1 ∨ C2)
1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

とおく. 定義より,

sup
A∈Rd

|P(Sn ∈ A)− P(Zn ∈ A)| ≤ ∆ (9.49)

であり,また
En :=

{
sup
A∈Rd

|P (S∗
n ∈ A | X)− P (Zn ∈ A)| ≤ ∆

}
とおくと P(En) ≥ 1− 1/nが成り立つ.

次に, Tn := max1≤j≤d |Sn,j |, T ∗
n := max1≤j≤d |S∗

n,j |とおく. (9.49)から特に,

sup
t∈R

P (Tn = t) ≤ ∆ (9.50)

であることに注意する. さらに, 各 γ ∈ (0, 1) について, Tn の分布の (1 − γ)-分位点を cγ とする.

便宜上 γ ≤ 0に対しては cγ := −∞, γ ≥ 1に対しては cγ := ∞とそれぞれおく. このとき任意の
γ ∈ R に対して P(Tn < cγ) ≤ 1 − γ ≤ P(Tn ≤ cγ) が成り立つことに注意する. 従って, 事象 En
上で

1− α+∆ ≤ P(Tn ≤ cα−∆) ≤ P(T ∗
n ≤ cα−∆ | X) + ∆

が成り立つ. 分位点の定義から,これは En 上で c∗α ≤ cα−∆ が成り立つことを意味する. 一方で, En
上で

P(T ∗
n ≤ cα+3∆ | X) ≤ P(Tn ≤ cα+3∆) + ∆

も成り立つ. ここで, (9.50)より

P(Tn ≤ cα+3∆) ≤ P(Tn < cα+3∆) + ∆ ≤ 1− α− 2∆
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となることに注意すると, En 上で

P (T ∗
n ≤ cα+3∆ | X) ≤ 1− α−∆ < 1− α

が成り立つことが従う. 従って En 上で c∗α > cα+3∆ が成り立つ. 以上より,

P(cα+3∆ < c∗α ≤ cα−∆) ≥ P(En) ≥ 1− 1/n

であるから,

P(Tn > c∗α) ≤ P(Tn > cα+3∆) +
1

n2
≤ α+ 3∆+

1

n

が成り立ち,また, (9.50)に注意すると

P(Tn > c∗α) ≥ P(Tn > cα−∆)−
1

n
≥ P(Tn ≥ cα−∆)−∆− 1

n
≥ α− 2∆− 1

n

が成り立つ. 2式をあわせて示すべき不等式を得る.

9.6 定理 9.3の証明

補題 9.21 (Le Cam (1986), Chapter 15, Lemma 2). V,W を 2つの確率変数である定数 r1, r2 > 0に
対して P(|V −W | > r1) ≤ r2 を満たすものとする. このとき,

sup
t∈R

|P(V ≤ t)− P(W ≤ t)| ≤ sup
t∈R

P(t < W ≤ t+ r1) + r2.

証明. 任意に t ∈ Rに対して

P(V ≤ t) ≤ P(V ≤ t, |V −W | ≤ r1) + r2 ≤ P(W ≤ t+ r1) + r2

≤ P(W ≤ t) + P(t < W ≤ t+ r1) + r2

および

P(W ≤ t) ≤ P(W ≤ t− r1) + P(t− r1 < W ≤ t) ≤ P(V ≤ t) + r2 + P(t− r1 < W ≤ t)

が成り立つことから従う.

補題 9.22. 任意の x ≥ 0に対して, 1− Φ(x) ≤ e−x
2/2 が成り立つ.

証明. Z ∼ N(0, 1)とすると,任意の λ ∈ Rに対して E[eλZ ] = exp(λ2/2)が成り立つから,補題 3.1

を b = 0, v = 1で適用して示すべき不等式を得る.

定理 9.3の証明. σj :=
√
Var[Sn,j ] (j = 1, . . . , d)とおく. また,補題 9.19に現れる普遍定数を C1

とする. 定理 9.2の証明と同様の理由で,

1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

≤ 1

2C1
(9.51)
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と仮定して一般性を失わない. このとき, C1 ≥ 1より (9.46)も成り立つことに注意する. 従って,

C1

√
B2
n log(dn)

n
≤ C1

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

≤ b

2

が成り立つ. 故に, (9.47)が成立するという事象を En とすれば, En 上では任意の j = 1, . . . , dに対
して

σ̂2
n,j ≥ σ2

j − |Σ̂n − Σ|∞ ≥ σ2
j/2 ≥ b/2

が成り立つ.

以下,記号の簡単のために

∆n :=
1

b

(
B2
n log

5(dn)

n

)1/4

とおく. 定理 9.1より

sup
x∈R

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Sn,j |
σj

≤ x

)
− P

(
max

1≤j≤d

|Zn,j |
σj

≤ x

)∣∣∣∣ . ∆n (9.52)

が成り立つので,定理 9.2の証明と同様の議論によって,次の 2つの不等式を示せば証明は完成する.

sup
x∈R

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

≤ x

)
− P

(
max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

≤ x

)∣∣∣∣ . ∆n, (9.53)

P

(
sup
x∈R

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|S∗
n,j |
σ̂n,j

≤ x | X
)
− P

(
max

1≤j≤d

|Zn,j |
σj

≤ x

)∣∣∣∣ > c∆n

)
≤ 1

n
. (9.54)

ただし, c > 0はある普遍定数を表す.

(9.53)の証明.

r1 =
2

b

(
B2
n log

3(dn)

n

)1/4

とおく. (9.52)と Nazarovの不等式より,

sup
x∈R

P

(
x < max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

≤ x+ r1

)
. ∆n + r1

√
log d . ∆n

が成り立つので,補題 9.21より

sup
x∈R

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

≤ x

)
− P

(
max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

≤ x

)∣∣∣∣
. P

(∣∣∣∣ max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

− max
1≤j≤d

|Sn,j |
σj

∣∣∣∣ > r1

)
+∆n

(9.55)

を得る. ∣∣∣∣ max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

− max
1≤j≤d

|Sn,j |
σj

∣∣∣∣ ≤ max
1≤j≤d

|Sn,j |
σj

max
1≤j≤d

|σ̂2
n,j − σ2

j |
σ̂n,j(σ̂n,j + σj)
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と評価できるから,

P

(∣∣∣∣ max
1≤j≤d

|Sn,j |
σ̂n,j

− max
1≤j≤d

|Sn,j |
σj

∣∣∣∣ > r1

)
≤ P

(
max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

· 2C1

b2

√
B2
n log(dn)

n
> r1

)
+ P(Ecn)

(9.56)

が成り立つ. ここで,補題 9.22より

P

(
max

1≤j≤d

|Zn,j |
σj

>
√
2 log(dn)

)
≤

d∑
j=1

P

(
|Zn,j |
σj

>
√

2 log(dn)

)
≤ 2d exp(− log(dn)) =

2

n

が成り立つから, (9.52)とあわせて

P

(
max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

>
√
2 log(dn)

)
. ∆n (9.57)

を得る. このことと, (9.51)より

√
2 log(dn)

2C1

b2

√
B2
n log(dn)

n
≤

√
2

b

(
B2
n log

2(dn)

n

)1/4

< r1

となることに注意すると,

P

(
max

1≤j≤d

|Sn,j |
σj

· 2C1

b2

√
B2
n log(dn)

n
> r1

)
. ∆n

が成り立つ. これと (9.55)–(9.56)および P(Ecn) ≤ 1/nをあわせて (9.53)を得る.

(9.54)の証明.定理 9.7より,ある普遍定数 C2 > 0が存在して

sup
x∈R

∣∣∣∣P( max
1≤j≤d

|S∗
n,j |
σ̂n,j

≤ x | X
)
− P

(
max

1≤j≤d

|Zn,j |
σj

≤ x

)∣∣∣∣
≤ C2

√√√√(log d)2 max
1≤j,k≤d

∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk
σ̂n,j σ̂n,k

− Σjk
σjσk

∣∣∣∣∣
が成り立つ. ここで,

max
1≤j,k≤d

∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk
σ̂n,j σ̂n,k

− Σn,jk
σjσk

∣∣∣∣∣
max

1≤j,k≤d

∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk
σ̂n,j σ̂n,k

− Σ̂n,jk
σjσk

∣∣∣∣∣+ max
1≤j,k≤d

∣∣∣∣∣ Σ̂n,jkσjσk
− Σn,jk
σjσk

∣∣∣∣∣
≤ max

1≤j,k≤d

|Σ̂n,jk|
σjσk

|σ̂2
n,j σ̂

2
n,k − σ2

jσ
2
k|

σ̂n,j σ̂n,k(σ̂n,j σ̂n,k + σjσk)
+

1

b2
|Σ̂n − Σ|∞

≤ max
1≤j,k≤d

|Σ̂n,jk|
σjσk

(
|σ̂2
n,j − σ2

j |
σ̂2
n,j

+
σj |σ̂2

n,k − σ2
k|

σ̂n,j σ̂n,kσk

)
+

1

b2
|Σ̂n − Σ|∞
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および

max
1≤j,k≤d

|Σ̂n,jk|
σjσk

≤ max
1≤j,k≤d

|Σjk|
σjσk

+
|Σ̂n − Σ|∞

b2
≤ 1 +

|Σ̂n − Σ|∞
b2

に注意すると,ある普遍定数 C3 > 0が存在して, En 上では

max
1≤j,k≤d

∣∣∣∣∣ Σ̂n,jk
σ̂n,j σ̂n,k

− Σn,jk
σjσk

∣∣∣∣∣ ≤ C3

b2

√
B2
n log(dn)

n

が成り立つ. 従って, c = C2

√
C3 とすれば (9.54)が成り立つ.

9.7 9.3節の結果の証明

この節では, 2つの確率変数 ξ, η に対して, T のみに依存する正の定数 C が存在して ξ ≤ Cη が
成り立つことを,記号 ξ . η で表す.

9.7.1 定理 9.4の証明

補題 9.23. N を正整数とし,各 i = 1, . . . , N について可測関数 fi : [0, T ] → Rr で
∫ T
0
|f(t)|2dt <

∞を満たすものが与えられているとする. このとき,(∫ T

0

f1(t)
>dWt, . . . ,

∫ T

0

fN (t)
>dWt

)>

は平均 0,共分散行列 V := (
∫ T
0
fi(t) · fj(t)dt)1≤i,j≤N をもつ N 次元正規分布に従う.

演習問題 7. 補題 9.23を示せ.

補題 9.24 (Isserlisの公式). Z を平均 0の 4次元正規確率変数とすると,

E[Z1Z2Z3Z4] = E[Z1Z2]E[Z3Z4] + E[Z1Z3]E[Z2Z4] + E[Z1Z4]E[Z2Z3].

証明. Steinの等式 (補題 9.9)を j = 1, f(z) = z2z3z4 として適用すればよい.

定理 9.4の証明. まず, s ∈ [0, T ] に対して ζs ∼ N(0, cs) とすると, Isserlis の公式より Σ =∫ T
0
Cov[vec(ζsζ

>
s )]ds と書き直せるから, Σ は半正定値対称行列である. 次に, b = 0 であり, σ が

非ランダムであることから,補題 9.23より, ∆n
1X, . . . ,∆

n
nX は独立であり,各 i = 1, . . . , nについ

て ∆n
i X ∼ N(0,

∫ ti
ti−1

csds)となることに注意しておく. 以下では (9.8)を 2ステップに分けて証明
する.

Step 1. まず, T のみに依存する定数 c1 > 0が存在して,任意の j, k, l,m ∈ {1, . . . , d}に対して,∣∣∣nCov [ ̂[Xj , Xk]T ,
̂[X l, Xm]T

]
− Σ(j−1)d+k,(l−1)d+m

∣∣∣ ≤ c1
K4

nγ
(9.58)

が成り立つことを示す. 独立性と Isserlisの公式より,

nCov
[

̂[Xj , Xk]T ,
̂[X l, Xm]T

]
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= n
n∑
i=1

Cov
[
∆n
i X

j∆n
i X

k,∆n
i X

l∆n
i X

m
]

= n
n∑
i=1

((∫ ti

ti−1

cjlt dt

)(∫ ti

ti−1

ckmt dt

)
+

(∫ ti

ti−1

cjmt dt

)(∫ ti

ti−1

cklt dt

))

が成り立つので,∣∣∣nCov [ ̂[Xj , Xk]T ,
̂[X l, Xm]T

]
− Σ(j−1)d+k,(l−1)d+m

∣∣∣
≤

n∑
i=1

{(∫ ti

ti−1

cjlt

(
n

∫ ti

ti−1

|ckms − ckmt |ds

)
dt+

∫ ti

ti−1

|cjmt |

(
n

∫ ti

ti−1

|ckls − cklt |ds

)
dt

)}

. K4

(
T

n

)γ
≤ (1 ∨ T )γK4

nγ
.
K4

nγ

となる.

Step 2. 次に, (9.8)を示す. 上式の左辺は常に 1以下なので, (9.58)に現れる定数 c1 に対して,

c1
K4 log2 d

vnγ
≤ 1

2

が成り立つと仮定して一般性を失わない. このとき, (9.58) より minj,k Var[
√
n ̂[Xj , Xk]T ] ≥ v/2

が成り立つ. また, 命題 2.5 より maxi,j,k ‖n∆n
i X

k∆n
i X

k‖ψ1 . K2 が成り立つ. 従って, 定理 9.1

を Xi = n vec(∆n
i X(∆n

i X)> − E[∆n
i X(∆n

i X)>]), Bn . K2, b =
√
v/2として適用することがで

きて,

sup
A∈Rd2

|P(Sn ∈ A)− P(Z̃n ∈ A)| .
(
K8 log5(dn)

v2n

)1/4

を得る. ここに, Z̃n ∼ N(0,Cov[Sn])である. 一方で,定理 9.7と (9.58)より,

sup
A∈Rd2

|P(Z̃n ∈ A)− P(Zn ∈ A)| .

√
K4 log2 d

vnγ

を得る. 以上をあわせて示すべき不等式を得る.

9.7.2 命題 9.1の証明

(9.58)と同様の議論によって,∣∣∣∣∣n
n∑
i=1

E[∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i X

l∆n
i X

m]−
∫ T

0

(
cjkt c

lm
t + cjlt c

km
t + cjmt cklt

)
dt

∣∣∣∣∣ . K4

nγ
,∣∣∣∣∣n

n−1∑
i=1

E[∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i+1X

l∆n
i+1X

m]−
∫ T

0

cjkt c
lm
t dt

∣∣∣∣∣ . K4

nγ

を得る. 従って,
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∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣n

n−1∑
i=1

(
∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i X

l∆n
i X

m − E[∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i X

l∆n
i X

m]
)∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥
p

. K4

(√
p

n
+
p3 log2 n

n

)
, (9.59)

および

E

[∣∣∣∣∣n
n−1∑
i=1

(
∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i+1X

l∆n
i+1X

m − E[∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i+1X

l∆n
i+1X

m]
)∣∣∣∣∣
]

. K4

(√
p

n
+
p3 log2 n

n

)
(9.60)

が成り立つことを示せばよい.

ここでは (9.60)のみ示す. (9.59)も同様のより簡単な議論で証明できる.

ξjklmi := n∆n
i X

j∆n
i X

k∆n
i+1X

l∆n
i+1X

m

とおく. (ξjklm2i )
b(n−1)/2c
i=1 は独立であるから,∥∥∥∥∥∥

∣∣∣∣∣∣
b(n−1)/2c∑

i=1

(
ξjklm2i − E[ξjklm2i ]

)∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
p

.

√√√√p

b(n−1)/2c∑
i=1

E[|ξjklm2i |2] + p

√∥∥∥∥ max
1≤i≤b(n−1)/2c

|ξjklm2i |2
∥∥∥∥
p

(∵補題 9.16)

.

√
p
K8

n
+ p3

√
K8 log4 n

n2
log d (∵ 命題 2.2, 2.4)

を得る. 同様の議論によって,∥∥∥∥∥∥
∣∣∣∣∣∣
bn/2c∑
i=1

(
ξjklm2i−1 − E[ξjklm2i−1 ]

)∣∣∣∣∣∣
∥∥∥∥∥∥
p

.

√
p
K8

n
+ p3

√
K8 log4 n

n2

も得られるので,三角不等式より (9.60)が従う.

9.7.3 定理 9.5の証明

補題 9.25. ある普遍定数 C ≥ 1が存在して,定理 9.5の仮定の下で,事象

|Σ̂n − Σ|∞ ≤ CK4

(√
log(dn)

n
+

1

nγ

)
(9.61)

が 1− 1/n4 以上の確率で成り立つ.
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証明. (9.10)の下で, p = 4 log(dn)に対して,

p3 log2 n

n
= 64

√
log(dn)

n

√
log5(dn) log4 n

n
≤ 64

√
log(dn)

n

となるから,命題 9.1より,ある普遍定数 C1 > 0が存在して

max
j,k,l,m

∥∥∥Σ̂(j−1)d+k,(l−1)d+m − Σ(j−1)d+k,(l−1)d+m

∥∥∥
p
≤ C1K

4

(√
log(dn)

n
+

1

nγ

)

が成り立つ. 従って, C = 1 ∨ eC1 とすれば,補題 9.19の証明と同様の議論によって示すべき主張
を得る.

定理 9.5の証明. 補題 9.25に注意すれば,定理 9.2–9.3の証明とパラレルな議論で証明できる. 詳細
は省略する.
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