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1. 序

Seiberg–Witten方程式から生じる Floer理論的なセッティングに安定ホモトピー論を適用し，3・4
次元多様体の情報を取り出す研究 — これを総称し Seiberg–Witten Floerホモトピー論と呼ぶことに
しよう．このような理論の構想は，少なくともCohen–Jones–Segal [3]まで遡れるであろうが，本格的
な研究はManolescuの 2003年の仕事 [24]により幕を開けた．Manolescuは，適当な条件の下，3次元
多様体に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型と呼ばれる “空間に値を取る”不変量を構成し
た．出版は前後するが，この仕事の現れる以前から，Kronheimer–Mrowkaは，Seiberg–Witten方程
式に基づくFloerホモロジーであるモノポールFloerホモロジーを構成していた [19]．Seiberg–Witten
Floer安定ホモトピー型は，その（同変）特異ホモロジーを取るとモノポール Floerホモロジーを復
元すると当初から予想されていたものである．比較的最近，この予想は厳密に証明された (Lidman–
Manolescu [20])．すなわち，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型は，“代数値”の不変量であるモ
ノポール Floerホモロジーの空間レベルへの持ち上げと言える．

4次元多様体との関係はどうであろうか．既に閉 4次元多様体に対しては，古田の 10/8不等式 [10]，
Bauerと古田によるBauer–Furuta不変量 [2]の構成により，Seiberg–Witten方程式の有限次元近似に
安定ホモトピー論を適用する研究は成功を収めていた．Manolescu [24]は，彼の Seiberg–Witten Floer
安定ホモトピー型は，Bauer–Furuta不変量を境界付き 4次元多様体へ拡張した「相対Bauer–Furuta
不変量」の受け皿となることを示した．すなわち，標語的には，Manolescuは空間値 (space valued)
の TQFTを構成したことになる1．

Floer 理論には様々なヴァージョンがあるが，偏微分方程式に基づく空間値 TQFT は，未だに
Manolescuの構成したものおよびその拡張 ([13,14,29])しか知られていない．これは Seiberg–Witten
方程式の最大の特殊事情，すなわちモジュライ空間のコンパクト性によるところが大きい．そしてこの
こと— Floerホモトピー論の存在—は，低次元多様体のゲージ理論的研究における，Seiberg–Witten
理論の大きなアドバンテージである．これを活かして，種類を互いに異にする応用が今も生まれつつ
ある．本稿では，まずManolescuによる Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の構成と，その特
徴を振り返る．そして最近現れている低次元トポロジー・幾何学における Seiberg–Witten Floerホモ
トピー論の応用を，講演者が関わってきた以下のものを中心に紹介したい：

(1) 結び目に対する Floer K 理論
(2) 4次元多様体上の正スカラー曲率計量への障碍
(3) 4次元多様体の微分同相群への応用

2. Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の構成

まずは，Manolescuによる Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の構成 [24]のあらましを説明
しよう．Y を向きの付いた滑らかな閉 3次元多様体とし，以下 b1(Y ) = 0と仮定する．（これは Y が有
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理ホモロジー 3球面であると仮定することと同値である．）さらに Y に spinc構造 tをひとつ与える．
Manolescuは，(Y, t)上の Seiberg–Witten方程式を用いて，ある有限CW複体（の安定ホモトピー型）

SWF (Y, t)

を構成した．これがこれから説明したいSeiberg–Witten Floer安定ホモトピー型と呼ばれる不変量であ
る．これはS1が自然に作用する空間（の安定ホモトピー型）であり，安定ホモトピーも全てS1同変の
範疇で考える．なお，応用上は b1(Y ) = 0という仮定は是非外したいのだが，これを外すことは全く自
明な問題ではなく，ごく最近に至るまで，Khandhawit–J. Lin–笹平 [13,14]および笹平–Stoffregen [29]
により，この仮定を外す研究が続けられている．
さて，SWF (Y, t)の構成の流れをごく乱暴にまとめると次のようになる（図式の各ステップの “ 7→”

は普通の意味での写像ではなく，多くの不定性があるが最終的には安定ホモトピーに吸収される，と
いう類いのものである）：

(Y, t)
_

��

: spinc有理ホモロジー 3球面

S1 ⟲ (CSD : C(Y, t, g) → R)
_

有限次元近似
��

: Chern–Simons–Dirac汎関数 (↔ SW方程式)

S1 ⟲ (R ⟲ (有限次元空間))
_

Conley 指数
��

:有限次元の力学系

S1 ⟲ SWF (Y, t) : SW Floer 安定ホモトピー型

この図式の各ステップを，荒っぽくではあるがもう少し説明しよう．（ただ，ここを飛ばしても具体的
応用の説明を読む分には問題はない．）
ステップ 1（関数空間 C(Y, t, g)と汎関数 CSD）：Y の上に一つRiemann計量 gを取ると，Y 上の

“関数空間”C(Y, t, g)が定まる．（正確には C(Y, t, g)は次のものである．gを固定すると，spinc構造 t
からスピノル束と行列式直線束と呼ばれるベクトル束が得られる．C(Y, t, g)は，行列式直線束のU(1)
接続とスピノル束の切断の組の全体のなす空間として定義される．）この関数空間 C(Y, t, g)の上には，
Chern–Simons–Dirac汎関数と呼ばれる汎関数 CSD : C(Y, t, g) → Rが乗っている．これは，その勾
配ベクトル場の方程式がR× Y 上の Seiberg–Witten方程式になっているようなものである．（ここで
は省略するが，具体的な式で書ける．）なお，Seiberg–Witten方程式の解のモジュライのコンパクト
性から，C(Y, t, g)の十分大きい半径の ball B(C(Y, t, g))が存在し，CSDの全ての臨界点やそれらを
結ぶ flowは，ゲージ変換で適当に動かすことでこの ballに入っているようにできる．
ステップ 2（有限次元近似）：次に，上のセッティング（を適当な無限次元部分空間に制限したも

の）の有限次元近似を考え，有限次元の力学系を得よう．これは閉 4次元の場合に古田 [10]，Bauer–
古田 [2]が行っていた議論の 3次元版である．具体的には次のような議論である．まず，汎関数CSD
は，関数空間 C(Y, t, g)への自然なゲージ変換群 G = Map(Y, U(1))の作用に関して不変である．ここ
で，ある部分群 G0 ⊂ Gであって，G/G0

∼= U(1)（これは定数関数の分である）かつ C(Y, t, g)の G0の
作用に関する「大域的なスライス」を与えるベクトル空間 V ⊂ C(Y, t, g)が存在するようなものを取
ることができる．（V はまだ無限次元のベクトル空間である．）V に制限された汎関数 CSD|V : V → R
の勾配ベクトル場X を V 上で考える．ここで V の有限次元部分空間 V を適当に取り，ベクトル場X
を用いて V 上のあるベクトル場X を構成する．この V とX をそれぞれ V と X の有限次元近似とみ
なす．V の遠方でベクトル場Xをカットオフしてコンパクト台にすることでこのベクトル場を積分で
き，その結果 V には Rが作用し，有限次元の力学系が得られる．
ステップ 3（Conley指数）：一般に，有限次元空間の上の力学系に対しては，Conley指数と呼ばれ

る基点付き空間のホモトピー型を対応させる枠組みがある [4]．ステップ 1の最後で考えた C(Y, t, g)



の ballの半径を用いて，CSDの臨界点やそれらを結ぶ flowの情報が反映されるくらい十分大きい V
内の ball B(V )を取る．この B(V )に制限した力学系に対して Conley指数を適用して得られるもの
が，SWF (Y, t)の大本となる空間（のホモトピー型）I(Y, t, g, V )である．I(Y, t, g, V )は，ごく大雑
把に直感的に言えば，境界 ∂B(V )においてベクトル場Xを積分した flowが外に向かって逃げていく
部分を 1点に潰すことで得られる空間である．（潰された点が基点となる．）flowが外に逃げていく方
向を見ることは，Morse理論における非安定多様体を考えることに相当し，Conley指数は，力学系の
Morse理論的な情報を上手く抽出した空間を与える対応と言える．（例えば，有限次元多様体上の一つ
のMorse関数を考える．Morse関数の勾配ベクトル場が誘導する力学系を，ひとつの臨界点の近傍に
制限して得られる力学系の Conley指数を取ると，これはこの臨界点のMorse指数の次元の球面にな
ることが分かる．）
ステップ 4（不定性の処理）：以上の I(Y, t, g, V )の構成における不定性（組 (Y, t)のみで決まらない

部分）は，計量 gと有限次元近似 V の取り方の 2種類である．しかしこれらは共に，空間の安定ホモ
トピー型を考えることに吸収できることが示される．すなわち，あらかじめ I(Y, t, g, V )に gと V に依
存して決まるあるベクトル空間（の 1点コンパクト化）を「desuspend」しておいた対象を SWF (Y, t)
とおくと，SWF (Y, t)は安定ホモトピー型として well-definedな対象となる．ポイントは，Seiberg–
Witten方程式の非線形項をホモトピーで変形し線型な状況に持ち込むと，前ステップの最後に書い
たようなMorse関数の臨界点周りの状況となり，球面が現れることである．

ここで，上でも少し言及したが，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型が持っている対称性につい
て述べておこう．これらは多くの応用で重要である．まず，Conley指数 I(Y, t, g, V )には自然に S1が
作用している．これは，ゲージ変換群 G = Map(Y, U(1))の中に入っている定数関数分 (∼= U(1) = S1)
がスライス V に作用しており，それが構成の最後まで生き残るからである．安定ホモトピーを考える
際には，正確にはこの S1の作用を覚えておく必要があり，空間の安定化として許される操作は S1の
自明実 1次元表現Rとスカラー倍による複素 1次元表現Cの 1点コンパクト化を有限回スマッシュ積
することのみである．結果，最終的にできた SWF (Y, t)は，S1作用込みの安定ホモトピー型として
well-definedとなる．
さらに，tが spin構造から来ている場合は，より大きい Lie群

Pin(2) = S1 t jS1(⊂ C⊕ jC = H)

がConley指数 I(Y, t, g, V )に作用しており，SWF (Y, t)はPin(2)同変な安定ホモトピー型としてwell-
definedとなる．これはスピンな 3・4次元多様体上の Seiberg–Witten方程式の持つ Pin(2)対称性の
帰結である．このより大きい対称性が多くの応用で本質的となる．

3. 相対Bauer–Furuta不変量

Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型は 3次元多様体の不変量であるが，4次元多様体との関係も
重要である．歴史的にはむしろ，以下説明するように，先に4次元における理論があり，Seiberg–Witten
Floer安定ホモトピー型はその延長線上にあるべきものとして作られている．
背景は次のBauerと古田の閉 4次元多様体に対する仕事である．彼らは，滑らかな閉 4次元多様体に

対し，現在Bauer–Furuta不変量と呼ばれる微分位相不変量を定義した [2]．これは，Seiberg–Witten
方程式の有限次元近似そのものを，不定性を安定ホモトピーに吸収させることで定義される不変量で
ある．Bauer–Furuta不変量に特異ホモロジーを適用することで Seiberg–Witten不変量が復元でき，
さらに Seiberg–Witten不変量よりも真に強い情報を持っていることが知られている2．
前節で説明した 3次元多様体に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型は，境界付き 4次元

多様体に対してBauer–Furuta不変量を拡張する際の受け皿として用いられる．この拡張されたBauer–
Furuta不変量は相対Bauer–Furuta不変量と呼ばれ，この定式化もManolescuによる [24]．多くの面

2例えば，K3#K3に対しては Seiberg–Witten不変量は消えているため，Seiberg–Witten不変量を用いてその上のエ
キゾチック構造を detectすることはできない．しかし Bauer–Furuta不変量は消えておらず，これを用いてK3#K3上の
エキゾチック構造を detectすることができる．



白い応用において，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を考えるだけでなく，相対Bauer–Furuta
不変量も合わせ考えることが必要である．
相対 Bauer–Furuta不変量のインプットとアウトプットを少し説明しよう．Y0, Y1を，向きの付い

た滑らかな閉 3次元多様体とし，共に b1(Yi) = 0を満たすとする．さらに各 Yi上には spinc構造 tiを
ひとつ固定する．(X, s)を，(Y0, t0)から (Y1, t1)への滑らかで向きの付いたコンパクトな spinc構造
も込めたコボルディズムとする．以下，簡単のため b1(X) = 0と仮定する（が，3次元多様体に対す
る b1(Y ) = 0という仮定とは違い，これは本質的な制約ではない）．このとき，相対Bauer–Furuta不
変量は，ある有限次元ベクトル空間 VX ,WW に対し，

BF (X, s) : V +
X ∧ SWF (Y0, t0) → W+

X ∧ SWF (Y1, t1)

という形の安定写像 (stable map)として定式化される．（ここで V +
X ,W+

X は VX ,WX の 1点コンパク
ト化である．）すなわち，SWF (Yi, ti)たちは安定ホモトピー型としてwell-definedなのであるが，そ
の代表元の空間をひとつ固定すると，BF (X, s)はある（基点を保つ）連続写像で代表できる．また
対称性については，BF (X, s)は S1同変連続写像（の安定化）で，もし s, tiが全てスピン構造から来
ている場合，Pin(2)同変連続写像（の安定化）になる．VX ,WX は spinc構造の付与された 4次元多
様体 (X, s)のある関数空間の有限次元近似として生じるものであり，これらの（正確には S1あるい
は Pin(2)表現のタイプごとの）次元の差は指数定理で計算でき，(X, s)のある特性数となる．

BF (X, s)の構成は，大まかに言えば次のようなものである．まず，VX ,WX のパートは，X 上の
Seiberg–Witten方程式の有限次元近似として得られる．適当な双対を考えることで Y0 = ∅の状況に
帰着する．（ただし Y1は有理ホモロジー 3球面の非交和になることを許す．）そして，SWF (Y1)のパー
トへの写像は，「X 上の関数空間の元を Y 上の関数空間の元に制限する」写像の有限次元近似として
得られるものである．ごく荒っぽく標語的にまとめると，

BF (X, s) = ((X 上の Seiberg–Witten方程式)×(境界への制限))の有限次元近似

である．

4. Seiberg–Witten Floerホモトピー論のアドバンテージ

既に述べたように，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型はモノポール Floerホモロジーを復
元することが示されている3[20]．それに留まらず，Seiberg–Witten Floerホモトピー論には，従来の
Floerホモロジー論（特にモノポール Floerホモロジー）と比較したとき，いくつかのアドバンテージ
がある．それをここで列挙しよう4：
利点 1： ordinaryコホモロジーだけでなく，一般コホモロジーを適用できる．
利点 2：横断正則性の問題がない．その帰結として，種々の群作用の情報を取り入れたり理論の変種

を考えるのがやりやすい．
利点 3：Seiberg–Witten方程式に基づくFloer理論的な枠組みから生じる不変量たちを統一的に扱える．

これらをもう少し説明しよう．まず利点 1は，他の利点と比較したとき，原理的なレベルで決定的な
ものと言える．元々Floerホモロジーは，無限次元多様体 (2節の記号で言えば C(Y, t, g)あるいはその
ゲージ群の作用によるスライス V)の上の然るべき汎関数 (2節の記号で言えば CSD)を考え，標語
的にはそれに対するMorseホモロジー的な構成を実行することで得られるものである．これは，考え
ている無限次元多様体の，“∞/2次数の”ordinary（コ）ホモロジーを考えていることにあたる．しか
し，単に特異ホモロジーや他の一般コホモロジー理論，例えばK 理論をこの無限次元多様体に適用
しても意味のある情報は得られない．（関数空間 C(Y, t, g)や V はただのベクトル空間なので，トポロ
ジー的に面白い情報は持っていない．）しかし，ひとたび Floerホモトピー型 SWF (Y, t)が手に入る
と，これに一般コホモロジー理論を適用することで意味のある情報を引き出すことができる．例えば
SWF (Y, t)にK理論を適用すると，“Seiberg–Witten Floer K理論”と呼ぶべき理論が手に入る．こ

3Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型がManolescuの原論文 [24]の方法で定義される b1 = 0の範囲では．
4ディスアドバンテージも述べておくと，情報量が多いが故に計算が難しいことが挙げられる．



れはManolescuによって 2014年に実行され [26]，古田の 10/8不等式 [10]が境界付き 4次元多様体に
拡張された．これは，一言で言えば，相対 Bauer–Furuta不変量に Pin(2)同変K 理論を適用するこ
とで得られるものである．Floer K 理論は，低次元多様体に対して定義されている他の Floer理論で
あるインスタントン Floerホモロジー，Heegaard Floerホモロジーには現時点では対応物が全く存在
しない．
利点 2は，利点 1と比べると技術的であるが，実際上は無視できない点である．Floerホモロジーの

構成の際には，種々の横断正則性の問題が発生する．Floerホモロジーは，上で述べたように，無限次元
のMorseホモロジー的な構成であるため，臨界点での横断正則性や勾配流の横断正則性 (Morse–Smale
条件)が必要となり，それを達成するための摂動を考察するのが技術的に重い．しかし，2節で説明し
た Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型 SWF (Y, t)の構成から想像される通り，SWF (Y, t)の構
成では，横断正則性を気にする場面は全くなく，何ら摂動を取る必要がない．このため SWF (Y, t)の
構成は，モノポール Floerホモロジーの構成に比べると，技術的にはずっと簡明である5．このことの
大きなメリットとして，群作用の効果を理論に取り込みやすいことが挙げられる．横断正則性と群作
用に対する同変性は一般に相性が悪い．（前者は genericにものを作る必要があるのに対し，後者はあ
る程度 canonicalにものを作る必要があるからである．）SWF (Y, t)には横断正則性の問題がないため，
理論に群作用を入れることが容易である．このことの重要な応用として，スピンな 3次元多様体上の
Seiberg–Witten方程式に対する Pin(2)対称性を取り入れた，“Pin(2)同変 Seiberg–Witten Floerホ
モロジー”を構成し，それを用いて三角形分割予想を否定的に解いたManolescuの重要な仕事が挙げ
られる [27]．尤も，その後 F. Lin [22]により，技術的により複雑であるが，モノポール Floerホモロ
ジーにPin(2)対称性を取り込んだ理論が作られ，これも三角形分割予想の否定解を与えることが確か
められた．このように，利点 1に比べると原理的に既存の Floerホモロジーで解決できないかは微妙
な場合があるが，群作用を Floerホモロジーに取り込むことはより困難であることが普通である．
利点 3は，理論的に物事を整理する上で，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型がとても便利な

言語を与えているという性格のものである．Seiberg–Witten方程式から Floer理論的なアイデアで得
られる不変量の中では，それが定義されている範疇において Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型
が現状最も強力であり，謂わば universalな不変量である．そのため，Seiberg–Witten Floer理論的
な不変量を互いに比較したり統一的に調べる際に，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を用いる
ことですっきりと整理することができる．
以下本稿の残りでは，以上 3つの利点を活かして実際にどのような応用ができるかを，講演者が関

わってきた範囲から 3つに分けて紹介する．

5. 応用 1：結び目に対する Floer K 理論

この節の内容は宮澤仁氏・谷口正樹氏との共同研究 [15]である．これは前節で述べたSeiberg–Witten
Floerホモトピー論の利点 1（一般コホモロジー理論が適用可能なこと）と利点 2（群作用との相性の
良さ）を活かしたものである．具体的応用が，結び目および 3・4次元多様体上の群作用に対して得ら
れる．
まず枠組みを大まかに説明しよう．以下簡単のため，結び目と書いたら，S3内の向きのついた結

び目のみを考える．結び目K が与えられると，それに沿った S3の二重分岐被覆 Σ(K)が得られる．
Σ(K)には被覆変換として involution ιK : Σ(K) → Σ(K)が付随している．そこで一般に，3次元多様
体 Y とその上の involution ι : Y → Y に対し，involutionの情報を組み込んだ Floer K理論を構成し
ておき，それを (Y, ι) = (Σ(K), ιK)に対して適用することで，結び目K に対する Floer K 理論を与
える，というのが大筋である．これを Seiberg–Witten Floer K理論を用いて実行し，特にManolescu
の相対版の 10/8不等式 [26]の変種をこの枠組みで考えることで，結び目が 4次元多様体の中で張る
曲面の情報に対する Floer K 理論的な制約を与えることができる．

5モノポール Floerホモロジーを構成した Kronheimer–Mrowkaの教科書 [19]は 800ページ近い．一方，Conley指数の
理論や解析の証明の一部で他文献を引用しているにせよ，Manolescuの Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の構成の
論文 [24]と相対 Bauer–Furuta不変量の貼り合わせの論文 [25]を合わせても 100ページに満たない．



まず設定をもう少し正確に書くことにする．Y を向きづけられた有理ホモロジー 3球面とし，tを
その上のひとつのスピン構造とする．ι : Y → Y を滑らかで向きを保つ involutionとし，さらに tを
保つとする．加えて，ιの固定点集合 Y ι が空で無く，余次元 2と仮定する．すなわち，Y ι は Y 内
の linkとして現れるとする．宮澤氏・谷口氏との共同研究 [15]では，involutionの情報を反映した
Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の変種

SWFZ/4(Y, t, ι)

を定義した．ここで記号Z/4は理論がZ/4同変なことを indicateしている．以下この対象からどうい
う応用が引き出せるかを述べたいのだが，その前に SWFZ/4(Y, t, ι)の構成を概要を説明しよう．
ベースとなるのは加藤佑矢の仕事 [11]である．スピン閉 4次元多様体Xに滑らかな involution ιが

与えられ，その固定点集合が余次元 2と仮定する6．加藤はこのような ιを用いて，Seiberg–Witten方
程式上の興味深い involutiveな対称性 I を作った．これは，ιのスピン構造への持ち上げ7と，スピン
構造の charge conjugationによる自己対称性とを抱き合わせて作るものである．面白いところは，こ
の Seiberg–Witten方程式の対称性 I は，通常の同変理論で考察されるものと異なるものである点で
ある．例えば，スピノル束に誘導される対称性は，（通常の同変理論なら複素線型に作用するところ
が）複素反線型となる．加藤は，この Seiberg–Witten方程式の involutiveな対称性 Iの固定点集合に
Seiberg–Witten方程式を制限したものを考え，古田の 10/8不等式の議論 [10]をこの固定点部分に対
して適用することで，ιの交叉形式への作用への強力な制約を得た．ただし，加藤の対称性 IはPin(2)
全体と可換で無いので，古田の議論におけるPin(2)対称性をそのまま使うことはできない．しかしこ
の対称性 I は j ∈ Pin(2)とは可換なため，j が生成する 〈j〉 ∼= Z/4同変なK 理論を考察することで
“10/8不等式の（ひとつの）involution版”とでも言うべきものを得ている．
上で述べた Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の変種 SWFZ/4(Y, t, ι)は，一言で言えば加藤

の議論の 3次元版である．すなわち，加藤の議論と同様にして，ι : Y → Y から Seiberg–Witten方程
式の involutiveな対称性 Iを作り，2節で説明したManolescuによる Seiberg–Witten Floer安定ホモ
トピー型の構成を I の不変パートに制限して実行する．上の加藤の議論と同様の事情で，理論全体は
Pin(2)でなく Z/4同変になっている．このようにして得られるものが SWFZ/4(Y, t, ι)である．ここ
で，Seiberg–Witten Floerホモトピー論では横断正則性を気にしなくて良いため，I 不変部分を取る
操作は，何ら怖いこともなく，機械的に行えることに注意されたい（4節の利点 2）．
ここで，SWFZ/4(Y, t, ι)にK理論を適用しよう．その前に，Manolescu [26]の相対 10/8不等式に

説明を加えよう．古田の 10/8不等式 [10]は 4次元多様体の数値的不変量に対する不等式であるので，
その相対版のためには，境界の 3次元多様体のある数値不変量が必要と想定される．Manolescuは，
彼が κ(Y, t)と書くスピン 3次元多様体の有理数値不変量を導入し，これを境界からの補正項とする
ことで相対 10/8不等式を定式化した．この κ(Y, t)は，Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の S1

不変部分を全体に埋め込む包含写像

SWF (Y, t)S
1
↪→ SWF (Y, t)

がPin(2)同変K理論に誘導する写像を用いて定義されるもので，モジュライ空間に基づく従来のゲー
ジ理論の描像で言えば可約解の情報をK理論的に引き出したものである．また，S1同変 ordinaryコ
ホモロジーで言えば Frøyshov不変量（後述）に相当する．
このManolescuの議論と同様に，SWFZ/4(Y, t, ι)に Z/4同変K理論KZ/4を適用することで，in-

volutionの情報を Floer K 理論的に引き出した有理数値不変量

κ(Y, t, ι) ∈ Q
を定義することができる．これを用いると，二つの involution 付きスピン有理ホモロジー 3 球面
(Y0, t0, ι0), (Y1, t1, ι1)の間に滑らかな involutionが乗ったスピン4次元多様体のコボルディズム (X, s, ιX)

6本当はもっと弱い仮定で良いのだが，ここでは割愛する．言葉だけ書いておくと，involutionが odd typeと呼ばれる
ものであるという仮定である．

7固定点の仮定からこれは自動的に order 4となる．



が与えられたとき，ιX の交叉形式への作用に対し，κ(Yi, ti, ιi)を補正項として用いた 10/8不等式型
の制約を与えることができる．これは ιX への強い制約を与えており，non-smoothableな位相的 in-
volutionを適当な境界付き 4次元多様体X の上で detectすることができる．これは加藤が閉 4次元
多様体に対して行っていた応用の境界付きの場合のアナローグと言える．
以上の枠組みを結び目に適用しよう．既に述べたように，結び目 K に沿った S3 の二重分岐被覆

Σ(K)とそれに付随する被覆変換として生じる involution ιK : Σ(K) → Σ(K)を考え，

SWFZ/4(K) := SWFZ/4(Σ(K), t, ιK),

κ(K) := κ(Σ(K), t, ιK) ∈ Q

と定義する．ここで tはΣ(K)の上のスピン構造で，一般にH1(Σ(K);Z/2) = 0なのでそのようなも
のは一意的である．このようにして，「結び目に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型」と
「結び目に対する κ不変量」を定義できる．そして，この κ不変量を用いて，上で説明した，involution
に対する 10/8型の制約を結び目とそれが 4次元多様体内で張る曲面の言葉に翻訳すると，これは可
微分構造由来のとても強い制約となる．
具体的にその制約を述べてみると次のようになる．Xを滑らかで向きづけられた閉 4次元多様体と

し，H1(X;Z) = 0と仮定する．X から二つの 4次元 diskをくり抜き，その境界の二つの S3の中に
結び目K,K ′が与えられたとする．S をX 内のK からK ′への滑らかで向きの付いた連結なコボル
ディズムとする．基本類 [S]が 2で割り切れ，[S]/2が 2次 Stiefel–Whitney類 w2(X)の Poincaré双
対であると仮定する8．

定理 1 (K.–宮澤–谷口 [15] (2021)). 上の設定の下，次が成立する：

−σ(X)

8
+

9

32
[S]2 − 9

16
σ(K ′) +

9

16
σ(K) ≤ b+(X) + g(S) + κ(K ′)− κ(K).(1)

ここで σ(K)は結び目Kの符合数と呼ばれる不変量で，g(S)は Sの種数，また σ(X)はX の符合数
で，b+(X)はX の交叉形式に関して正定値なH2(X;R)の部分空間の最大次元である．

これは結び目に対して得られた 10/8不等式的な制約である．これを用いて，結び目理論における
位相的なカテゴリーと滑らかなカテゴリーとの差を detectすることができる．
ひとつ応用を述べよう．結び目の stabilizing numberと呼ばれる 4次元的な不変量がある．結び目

K の Arf不変量と呼ばれる Z/2値の不変量が消えているとき，自然数 N を十分大きく取ることで，
K ⊂ S3 = ∂

(
(#NS2 × S2) \D4

)
は (#NS2 × S2) \D4の中で null homologousかつ滑らかな 4-disk

を boundすることが知られている [12]．そこで，そのようなN の最小値を sn(K)と書くと，これは結
び目Kの自然数値の不変量で，stabilizing numberと呼ばれる．同様に，4次元 diskの局所平坦な位相
的埋め込みを考えることで，位相的バージョン snTop(K)が定義される．明らかに snTop(K) ≤ sn(K)
が常に成立するが，最近ConwayとNagelは，この両不変量 sn(K), snTop(K)に真に差があるかとい
う問いを提出した [5]．不等式 (1)を用いて sn(K)を下から評価し，snTop(K)の知られていた上から
の評価と合わせると，次を示すことができる：

定理 2 (K.–宮澤–谷口 [15]). Arf(K) = 0であるような結び目K で，以下を満たすものが存在する：
• 次の不等式が成り立つ9：

0 < snTop(K) < sn(K).

• 任意の正の自然数 nに対して 0 < sn(#nK)で，さらに

lim
n→∞

(
sn(#nK)− snTop(#nK)

)
= ∞

が成立する．

8これは S に沿った X の二重分岐被覆がスピンになるための仮定である．
9ここで 0 < snTop(K)という条件が付いているのは，これを外すと古典的によく知られた結果（位相的にはスライスだ

が滑らかなカテゴリーではそうでない結び目の存在）に帰着してしまうためである．



これはすなわち，両不変量 sn(K), snTop(K)には確かに差があり，しかもその差は無限に発散して
いくような結び目の列が連結和で作れるということを言っている．定理 2の主張の中の結び目K は
具体的に取れ，例えばトーラス結び目 T (3, 11)が一番簡単な例である．（無限個のトーラス結び目で例
を作ることができる．）
他にも，境界付き 4次元多様体の中の境界付き曲面の種数の評価に不等式 (1)を応用することもで

きる．

6. 応用 2：4次元多様体上の正スカラー曲率計量への障碍

この節の内容は谷口正樹氏との共同研究 [18]である．これは，4節で説明した Seiberg–Witten Floer
ホモトピー論の利点 3（Floer理論的な枠組みから生じる不変量たちを統一的に扱える）ことを利用し
たものである．
与えられた可微分多様体が正スカラー曲率計量を許容するかは Riemann幾何の古典的な問題であ

る．5次元以上で単連結な場合と 3次元の場合はこの問題は既によく理解されている．高次元の場合
は手術理論と指数理論の組み合わせが強力で，3次元の場合にはPerelmanの理論がある．4次元の場
合にはこれらの道具が使えず，その代わりに Seiberg–Witten不変量が強力な障碍を与える．しかし，
Seiberg–Witten不変量が well-definedであるためには b2 > 1であることが必要であり，特に b2 = 0
であるような 4次元多様体X に対しては標準的な正スカラー曲率計量の障碍が一つも使えない10．

J. Linは，b2 = 0であったとしても，Seiberg–Witten理論が正スカラー曲率計量の障碍を与え得
る状況を見いだした [23]．具体的には，ホモロジーが S1 × S3のそれと同型であるような滑らかで向
きづけられた 4次元多様体X に対して，そのような障碍を構成した．このような 4次元多様体をホ
モロジー S1 × S3と呼ぶことにする．Linのアイデアは次のようなものである．X をホモロジカルに
は S3のように見える余次元 1の部分多様体 Y で切り開いて得られる 4次元多様体W は，ホモロジ
カルにはシリンダー [0, 1]× S3のようになる．これの可算無限個のコピーを境界で貼り合わせたもの
W ∪Y W ∪Y ∪Y · · · を考える．さらにこの左端に，片方向に無限に伸びたシリンダー (−∞, 0]× Y を
貼り合わせた 4次元多様体

W∞ := ((−∞, 0]× Y ) ∪Y W ∪Y W ∪Y ∪Y · · ·
を考える．これは，左の方はシリンドリカル，右の方は周期的になっているような非コンパクト 4次
元多様体である．もしXに正スカラー曲率が入るのであれば，それを pull-backすることで，W∞の
「右半分」に正スカラー曲率が入る．一般には，周期的な端のある非コンパクト 4次元多様体上では
Seiberg–Witten理論が行えることは期待できない11のだが，正スカラー曲率計量が周期的な部分に
入っていると，Seiberg–Witten方程式が正スカラー曲率計量に対しては自明な解（可約解）しか持
たないという重要な性質と合わせることで，W∞上の Seiberg–Witten理論を展開することができる．
W∞上の Seiberg–Witten方程式の解のモジュライ空間の考察に基づき，Linはホモロジー S1 ×S3に
対する Seiberg–Witten理論的な正スカラー曲率計量の非自明な障碍として初めてのものを得た．
谷口氏との共同研究 [18]では，この Linの障碍の「Floerホモトピーへの持ち上げ」を得た．これ

は，Seiberg–Witten理論を用いて上のようなアイデアで正スカラー曲率計量の障碍を得ようとしたと
き，原理的に最も強力なものと言える．これは Linの結果と，また既に谷口氏と行っていた 10/8不等
式の考え方に基づく障碍 [17]を復元する．
このFloerホモトピーレベルの障碍を説明するには，local equivalenceと呼ばれる同値関係に触れる

必要がある．これは，スピン有理ホモロジー 3球面 (Y, t)に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモト
ピー型 SWF (Y, t)たちの間の同値関係である．（正確には，この予稿で説明していないが，SWF (Y, t)
として現れる空間たちの住処の集合12があり，その集合における同値関係である．）本当は一般のスピ

10Seiberg–Witten不変量の他には符合数が標準的な障碍だが，これも b2 = 0ならもちろん無力である．
11例えば，どういった “境界値”を遠方での境界条件とすれば，そこへ解が指数的減衰で近づいていくのか明らかでない．

指数的減衰が無いと，少なくとも通常の Floer理論（これはシリンダー上の Seiberg–Witten理論である）の理論構成をど
のように真似すれば良いのか定かでない．

12Pin(2)が作用する空間の適当な安定ホモトピー型の全体．



ン有理ホモロジー 3球面を考えることができるのだが，以下簡単のため（整）ホモロジー 3球面の範
囲に限定して考える（この場合スピン構造は一意的なので以下記号から落とす）．local equivalence
とは，一言で言えば，ホモロジー同境と呼ばれるホモロジー 3球面の間の同値関係が SWF (Y )たち
に誘導する関係の抽象化である．
まず，ホモロジー 3球面 Y0と Y1とがホモロジー同境とは，Y0と Y1の間の滑らかなコボルディズ

ムW であって，ホモロジカルにはシリンダーのようになっている，すなわちH∗(W,Yi;Z) = 0を満
たすものが存在するときを言うのであった．このとき，コボルディズムW とその逆向き−W の相対
Bauer–Furuta不変量の存在は，SWF (Y0)と SWF (Y1)の間に，ある条件を満たす射が両向きに走る
ことを意味する．ここである条件とは，「SWF (Yi)の S1不変部分に制限すると Pin(2)ホモトピー同
値写像である」という条件（の安定化）である．この条件は，相対Bauer–Furuta不変量の S1不変部
分にはAtiyah–Hitchin–Singer複体が現れること，ホモロジーコボルディズムの交叉形式が自明であ
ることの帰結である．local equivalenceとは，この「S1不変部分に制限するとホモトピー同値写像で
ある」という条件を満たす射が両向きにあるときに同値と定義することで得られる同値関係である．
local equivalenceに関する同値類を local equivalence classと呼ぶことにする．

SWF (Y )の local equivalence classは，Seiberg–Witten理論から来る Y のホモロジー同境不変量
としては，現状理論的に最も universalなものと言える．すなわち，現在知られている Seiberg–Witten
理論由来の全てのホモロジー同境不変量は，SWF (Y )の local equivalence classから復元される．次
の定理がこの節の主結果である：

定理 3 (K.–谷口 [18] (2021)). X をホモロジー S1 × S3とする．Y を，ホモロジー 3球面であって，
H3(X;Z) ∼= Zを生成するようにXの中に滑らかに埋め込まれていると仮定する．このとき，もしX
が正スカラー曲率計量を許容するならば，SWF (Y )の local equivalence classが完全に決定できる．
具体的には，SWF (Y )の local equivalence classは，Xのある Seiberg–Witten理論由来の不変量13の
次元の球面の安定化である．

既に述べたように，Linの障碍 [23]および講演者・谷口氏の以前の障碍 [17]は共に定理 3から復元
される．これらの障碍は共に Y の Frøyshov不変量と呼ばれる Seiberg–Witten不変量由来のホモロ
ジー同境不変量の言葉で書かれるものだからである．Linの障碍および講演者・谷口氏の以前の障碍
は見かけ上大きく異なるものだったのであるが，SWF (Y )の local equivalence classを用いることで
統一的に理解できることになった．さらに [17, 23]で扱われていなかった他のホモロジー同境不変量
に対しても一斉に制約がかかることになるため，定理 3は実用上も [17, 23]よりも遙かに強い障碍と
なっている．
定理 3の証明のアイデアは次のようなものである．Lin [23]の議論は，上で述べたように，左の方

はシリンドリカル，右の方は周期的になっているような非コンパクト 4次元多様体W∞上で Seiberg–
Witten方程式の解のモジュライ空間を考察するものだった．定理 3の証明はこれを空間レベルに持
ち上げる．すなわち，モジュライ空間を考察する代わりに，“相対 Bauer–Furuta不変量”をW∞ 上
で考察する．相対 Bauer–Furuta不変量は一般には周期的端がある非コンパクト 4次元多様体上で考
えることができないが，再び周期的端の部分に正スカラー曲率計量が入っていることを利用すると意
味が付くことが分かる．W∞の「右の方の」遠方には，再び正スカラー曲率計量が入っていることか
ら，自明な境界条件，すなわち可約解しか存在し得ない．Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型の
言葉では（安定化した）球面が空間として現れることになる．W∞と向きを逆にした−W∞上の相対
Bauer–Furuta不変量を両方考えることで，SWF (Y )と適当な次元の球面の間に local equivalenceが
存在することになり証明が終わる．

7. 応用 3：4次元多様体の微分同相群への応用

最後に境界付き 4次元多様体の微分同相群への応用を述べよう．これは 4節で説明した Seiberg–
Witten Floerホモトピー論の利点 2（理論の変種の作りやすさ）を利用したものである．まずその前

13Mrowka–Ruberman–Saveliev [28]が導入した整数値不変量 λSW (X)の定数倍である．



提となる閉 4次元多様体についての背景を少しだけ述べる．閉 4次元多様体の微分同相群を同相群
と比較することに関しては，この数年様々な進展が続いた．ここで説明したいことに関係するのは，
Baragliaによる次の結果 [1]である．それは，ほとんどの単連結な可微分 4次元閉多様体X に対し，
X の微分同相群 Diff(X)から同相群 Homeo(X)への包含写像は弱ホモトピー同値でないというもの
である．このBaragliaの結果は，4次元多様体をファイバーとするファイバー束に対するDonaldson
の対角化定理の族版を証明することによりなされた．
まず，上の Baragliaの結果を境界付きの場合に拡張した谷口正樹氏との共同研究 [16]を紹介する．

これを述べるために，3次元多様体の Frøyshov不変量をごく簡単に説明しよう．これは 3次元多様体
に対してゲージ理論により定義される数値的不変量の中でも特に重要なものである．Frøyshov不変量
δ(Y, t)は，向き付けられた spinc 有理ホモロジー 3球面 (Y, t)に対する有理数値の不変量である．(Y
が整ホモロジー 3球面ならばその上の spinc構造は一意的なので，記号から落として δ(Y )と書く．)
元々Frøyshov不変量は，Donaldsonの対角化定理の境界付き 4次元多様体への拡張を行ったFrøyshov
の 1996年ごろからの一連の仕事 [7–9]で導入された．Donaldsonの対角化定理は，可約解と呼ばれる
モジュライ空間の特異点の情報を用いて示される定理であった．3次元多様体 Y の Frøyshov不変量
は，直感的には，Y 上の可約解以外の Seiberg–Witten方程式の解（既約解）から Y 上の可約解に，
Y × R上の 4次元の Seiberg–Witten方程式を通してどのくらい伝搬があるかを測ることで定義され
る．Frøyshov不変量は Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を用いて再定義することもでき [27]，
今回はこれを定義として採用する．その定義は，5節で説明した κ不変量の定義とパラレルであり14，
包含写像 SWF (Y, t)S

1
↪→ SWF (Y, t)が S1 同変コホモロジー H∗

S1 に誘導する写像を用いて定義さ
れる．

X を境界のある滑らかで向きづけられた 4次元多様体とする．Diff(X, ∂)を境界を pointwiseに固
定する微分同相写像のなす群とする．同様に境界を固定する同相群Homeo(X, ∂)も考える．次の結果
が，この節の冒頭で述べた Baragliaの結果の境界付き 4次元多様体への一つの拡張を与える：

定理 4 (K.–谷口 [16] (2020)). Xを滑らかな向き付けられた単連結境界付き 4次元多様体で，σ(X) ≤ 0
かつ交叉形式が不定値とする．境界 ∂X = Y は連結で，整ホモロジー 3球面であるとする．σ(X) < −8
かつ δ(Y ) ≤ 0，あるいはX がスピンかつ−σ(X)/8 > δ(Y )と仮定する．このとき，

Diff(X, ∂) ↪→ Homeo(X, ∂) および Diff(X) ↪→ Homeo(X)

は弱ホモトピー同値でない．より詳しくは，自然な写像 πn(Diff(X, ∂)) → πn(Homeo(X, ∂)) がある
n ∈ {0, . . . , b+(X)−1}で同型でないこと，πn(Diff(X)) → πn(Homeo(X))がある n ∈ {0, . . . , b+(X)}
で同型でないことが分かる．

この定理の証明は，Frøyshovによる境界付き 4次元多様体へのDonaldsonの対角化定理の拡張の
アイデアに沿って，Baragliaの対角化定理の族版を拡張することで得られる．もう少し中身を説明
すると，X をファイバーとするファイバー束であって構造群がDiff(X, ∂)であるもの15に対し，相対
Bauer–Furuta不変量の族版を定義し，それに S1同変コホモロジーH∗

S1 を適用して制約を引き出す
というものである．相対的でない同相群Homeo(X)と微分同相群Diff(X)に対する結果は，相対的な
同相群・微分同相群の比較の結果と，任意の 3次元多様体 Y に対してはDiff(Y ) ↪→ Homeo(Y )が弱
ホモトピー同値であるという古典的な結果を合わせることで得られる．
上の議論は，4次元多様体をファイバーとするファイバー束であって，境界に制限すると 3次元多

様体の自明束が現れている状況だけを扱っている．しかし，境界の 3次元多様体のバンドルも非自明
な状況を扱うことができれば，微分同相写像の拡張問題への障碍が得られると見込まれ興味深い．最
近，笹平–Stoffregen [29]は，b1 > 0の 3次元多様体に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型
の定義を行う議論の副産物として，3次元多様体の族に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー
型の定義を与えた．これは今のような問題を扱う受け皿として十分な枠組みと期待される．笹平裕史
氏との共同研究で，族に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型が，微分同相写像（より一般

14順番としては Frøyshov不変量の方が先である．
15正確にはそれがさらに spinc 構造の自己同型群にまで持ち上がっている状況を考える必要があるがここでは省略する．



に 3次元多様体の族）の 4次元への拡張問題に対して実際に有効であることが確かめられつつある．
現時点で確かめられた結果の一部をインフォーマルにまとめると：

定理 5 (K.–笹平 (2022)). 族に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を用いて次の状況を
detectできる：ある可微分閉 3次元多様体 Y , Y を境界に持つ可縮な可微分 4次元多様体X, Y の上
の微分同相写像 f : Y → Y であって，f はX に同相写像としては拡張するが微分同相写像としては
拡張しない．

この定理の主張のような (X,Y, f)はコルクと呼ばれ，4次元トポロジーで盛んに研究されているも
のである．現時点で族に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を用いて detectできている
コルクの例はHeegaard Floerホモロジーの枠組みを用いてDai–Hedden–Mallick [6]が detectしてい
るものと同じだが，証明が相当に異なるので，これまでに扱えなかった例が見つかる可能性もあると
考えられる．また，Heegaard Floerホモロジーとの比較を考えると，次に述べる Pin(2)対称性の利
用により，Heegaard Floerホモロジーでは引き出せない情報が捉えられる見込みは非常に高いと思わ
れる．（Heegaard Floerホモロジーでは Pin(2)対称性をフルに扱う手段が現状まだ無い．）これはコル
クよりもむしろ，交叉形式の大きい 4次元多様体への微分同相写像の拡張問題への応用が念頭にある．
まず，族に対する Seiberg–Witten Floer安定ホモトピー型を用いて，Frøyshov不変量をも 3次元

多様体の族に対して定義できることが笹平氏との共同研究で確かめられた．これは 3次元多様体上の
微分同相写像の 4次元多様体への拡張の障碍を与えている．また，スピンな 3次元多様体に対しては，
Manolescuが Pin(2)同変コホモロジーを用いた Frøyshov不変量の変種 α, β, γ を定義しており [27]，
これは Frøyshov不変量と異なり，（b+ ≤ 2である限り）負定値とは限らない境界付き 4次元多様体の
交叉形式への制約を与えている [21]16．これらの不変量 α, β, γの族版も，やはり同様に定式化できる
ことが分かった．これを用いると，3次元多様体上の微分同相の拡張問題に対して，族版の Frøyshov
不変量をも超える情報が手に入る．これら族版の Frøyshov型不変量たちを整備していくことは，自
然で面白い問題になると考えている．
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