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1. 概要

本稿では，4次元多様体に対する Dehn twistと Nielsen実現問題を扱った論文 [9]の内容を紹介す
る．結果を一言で言うと，これまで肯定的な結果も否定的な結果もほとんど知られていなかった 4次
元多様体に対する Nielsen実現問題を，相当に広範な 4次元多様体に対して否定的に解いた，という
ものである．4次元多様体上のDehn twistがNielsen実現できない写像類の例を与える．また，既に
Baraglia氏との共同研究 [2]で発見していた，4次元におけるNielsen実現問題が滑らかなカテゴリー
と位相的なカテゴリーで差が出る現象の例も増やした．
証明には，加藤佑矢 [6]が示していた「involutionに対する 10/8不等式」およびその改良版を用い

る．Seiberg–Witten理論と同変K 理論が主要なインプットである．

2. 4次元におけるDehn twist

4次元多様体上のDehn twistは 2次元のそれに比べるとよく知られたものではないと思うので，ど
のようなものか簡単に説明する．これは Paul Seidelが彼の PhD thesisで用いて以来，シンプレク
ティック幾何学においてしばしば考察の対象となっている．（シンプレクティック微分同相群と微分同
相群のホモトピカルな比較を行う上で基本的な例となっている．）この節の内容の詳細は Seidelのレ
クチャーノート [14]に委ねる．ちなみにここに書くような Dehn twistの高次元化を初めて導入した
のはArnold [1]のようである．
通常の（2次元の）Dehn twistと同様，4次元のDehn twistも，4次元多様体の一部でサポートさ

れている微分同相写像で具体的なモデルを与えることができる．まず 2次元の Dehn twistを複素幾
何的に書くとどういうものであったか思い出す．写像

C2 → C ; (z1, z2) 7→ z21 + z22

をC上の複素 1次元のファイバーを持つ族と見なす．この族のCの原点上のファイバーは nodal sin-
gularityをひとつ持つ特異ファイバーで，Cのその他の点の上のファイバーは滑らかである．この族
の Cの原点周りを 1周するループに沿ったモノドロミーが Dehn twistの local modelを与えるので
あった．もう少し詳しく述べると，各正則ファイバーの上にはCの原点上のファイバーの特異点に潰
れていく vanishing cycleが乗っているが，この vanishing cycleの近傍にサポートを持つような正則
ファイバー上の自己微分同相写像がモノドロミーとして得られる．これがDehn twistの local model
となる．
以上の描像をひとつ複素次元を上げて高次元化しよう．次の写像

C3 → C ; (z1, z2, z3) 7→ z21 + z22 + z23

を考える．これはファイバーが複素 2次元の族で，Cの原点上に nodal singularityがひとつある特異
ファイバーを持ち，Cのその他の点の上のファイバーは滑らかである．この族のCの原点周りを 1周
するループに沿ったモノドロミーは，vanishing sphereの近傍にサポートを持つような正則ファイバー
の自己微分同相写像である．この微分同相写像をmodel Dehn twistと呼ぶことにし τ と書く．
正則ファイバー内での vanishing sphereの近傍は S2の余接束 T ∗S2と微分同相である．そこで，以

下model Dehn twist τ を T ∗S2上のコンパクト台の自己微分同相写像とみなす．
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一般に，向きづけられた 4次元多様体X の中に (−2)-sphere S, すなわち滑らかに埋め込まれた 2
次元球面であって自己交叉が −2のものが与えられたとき，S の近傍は T ∗S2と微分同相である．そ
こで，model Dehn twist τ : T ∗S2 → T ∗S2を Sの近傍に移植することで，Sの近傍にサポートを持
つX の自己微分同相写像を得ることができる．これを SについてのX 上のDehn twistと呼び，

TS : X → X

と書く．
ここでmodel Dehn twist τ : T ∗S2 → T ∗S2と Dehn twist TS : X → X の基本的な性質をいくつ

か述べておく．まず τ は T ∗S2の零切断 S2には antipodal mapとして作用する．このことから，TS

のH2(X)への作用は [S]に関する reflection, すなわち

(TS)∗(x) = x+ 2(x · [S])[S](1)

となることが分かる．さらに τ はコンパクト台の微分同相群Diffc(T
∗S2)の中で恒等写像にアイソト

ピックでないことも従うが，一方で τ2 = τ ◦ τ はDiffc(T
∗S2)の中で恒等写像にアイソトピックであ

ると知られている1．したがって TS の写像類 [TS ] ∈ π0(Diff(X))は位数 2である．
ちなみに一般次元の球面 Snの余接束 T ∗Snの上には，同様に (model) Dehn twistと呼ぶべき自己

微分同相写像が定義される．（例えば [1,7]参照．）また T ∗Sn上のmodel Dehn twistは T ∗Snの自然な
シンプレクティック構造を保つ，すなわちシンプレクティック微分同相写像となるのであるが，今回
の話ではこの側面は直接関係しない．
上の構成における (−2)-sphereを (+2)-sphereに取り替えることもできる．向きづけられた 4次元

多様体X の中に (+2)-sphere, すなわち滑らかに埋め込まれた 2次元球面であって自己交叉が 2のも
のが与えられたとき，以上の話の向きをひっくり返すことで，Sの近傍にサポートされたX上の自己
微分同相写像がやはり手に入る．これも TS : X → X と書き，SについてのX 上のDehn twistと呼
ぶことにする．この TS の写像類もやはり π0(Diff(X))の中で位数 2であり，ホモロジーH2(X)への
作用は

(TS)∗(x) = x− 2(x · [S])[S](2)

で与えられる．

3. 主結果 1：4次元におけるNielsen実現問題の否定解

前節で紹介した 4次元多様体上のDehn twistを，Nielsen実現問題を 4次元において否定的に解く
ことに応用しよう．まずはNielsen実現問題とはどういう問題であったかを思い出す．X を滑らかな
多様体とし，Gを写像類群 π0(Diff(X))の有限部分群とする．このとき，Gが (Nielsen)実現可能と
は，Gが微分同相群Diff(X)に持ち上がること，すなわち自然な全射準同形Diff(X) → π0(Diff(X))
がG上の切断 s : G → Diff(X)を許容することをいう2．Nielsen実現問題とは，どのようなGが実現
可能かを問う問題である．写像類群あるいはその部分群は a prioriにはXに作用していないが，この
問題はGがX の変換群として実現できるのはいつかを問うているわけである．Gが位数 nの巡回群
のときにこの問題を言い換えると，Gの生成元を [f ]としたとき，Gが実現可能なことは，位数が n
の自己微分同相に f がアイソトピックなことと同値である．
元々この問題はX が向きづけられた 2次元閉多様体の場合に問われていたもので，Gが巡回群の

場合にNielsen [12]が肯定的に解き，最終的にKerckhoff [8]が一般の有限部分群Gに対して肯定的に
解決した．一方興味深いことに，Gが有限という仮定を外してG = π0(Diff(X))の実現問題を考える
と，π0(Diff(X))は実現できないということが森田茂之 [11]により示されている．

1[7]によると，この事実を指摘したのはゲージ理論で有名な Kronheimerだそうである．
2多様体X が向きづけられているときは，普通Diff(X)の代わりに向きを保つ微分同相のなす群 Diff+(X)を考える．た

だし今回の話で出てくる 4次元多様体 X は全て零でない符合数を持ち，このとき向きをひっくり返す微分同相は存在しな
いので Diff(X) = Diff+(X)である．



それでは 3以上の次元におけるNielsen実現問題はどうであろうか．まず肯定的な結果は，例えば
X が双曲計量の入った多様体である場合，Mostowの剛性定理から得られる．同様の剛性定理が成立
する状況であれば肯定的結果が得られるが，例えば単連結な多様体に対して組織的に使える肯定的な
結果は見当たらない．
一方否定的な結果はどうか．Raymondと Scott [13]は，3以上の任意の次元において，ある nil-

manifold X が存在し，X は位数が 2の写像類であって Nielsen実現できないものを許容することを
示した．その証明はX の非自明な基本群を本質的に使うものである．上の肯定的な結果と見比べる
と，Nielsen実現が成立しないことは，剛性定理の非成立を端的に示すものと捉えることもできるだ
ろう．それではX が 4次元の場合，さらに単連結な場合にはどうか．この場合のNielsen実現問題に
ついては，肯定的な結果も否定的な結果も最近まで知られていなかったが，Baraglia氏と筆者 [2]お
よび Farb–Looijenga [3]がそれぞれ別の方法で，X がK3曲面の場合にNielsen実現が不可能なGを
許容することを示した．ここでは特に Farb–Looijengaの例に注目する．Farb–Looijengaは，前節で
説明した 4次元多様体上のDehn twistが，Nielsen実現できない写像類を与えることを示したのであ
る．しかし，Farb–Looijengaの議論はK3曲面の交叉形式の形を縦横無尽に用いるもので，他の交叉
形式を持つ 4次元多様体に直ちには拡張できない．
次の結果で，膨大な 4次元多様体に対してNielsen実現問題を否定的に解くことができる．これが

本稿の一つ目の主結果である（証明の概要は最後の節で述べる）：

定理 1 (K. [9, Theorem 1.1] (2022)). Xを滑らかで向きづけられたスピン閉 4次元多様体とし，符合
数が零でないと仮定する．SをX 内の (+2)-あるいは (−2)-sphereとする．このとき，Sについての
Dehn twist TS : X → Xは，いかなる有限位数の自己微分同相写像ともホモトピックにならない．特
に，写像類 [TS ]が生成する π0(Diff(X))の位数 2の部分群はNielsen実現できない．

定理 1は，上で述べた Farb–Looijenga [3]のX = K3に対する結果の一般化である．定理 1から，
符合数が零でないスピン 4次元閉多様体Xがもし (+2)-あるいは (−2)-sphereを許容すれば，Xに対
してNielsen実現問題が否定的に解けることになるが，このようなX の例は豊富にある：

例 1. S2 × S2は (+2)-sphereも (−2)-sphereも許容するから，S2 × S2と符合数が零でない任意のス
ピン 4次元閉多様体との連結和に対して Nielsen実現問題は否定的に解ける．また非自明な連結和分
解を持たない 4次元多様体の例も無限個ある．例えば完全交叉で得られる複素曲面は，(−2)-sphereを
許容する（単連結な）4次元多様体で，有限個の例外を除き非自明な連結和分解を持たない．完全交叉
の例は可算無限個あるが，大体その “半分”3がスピンである．また有限個の例外を除き完全交叉の符
合数は零でないので，このようなものかつスピンなものに対してNielsen実現問題は否定的に解ける．

注意 1. 定理 1はスピン 4次元多様体に対する定理であるが，スピンでない 4次元多様体に対して類似
の主張が成立しないことが，最近のLee [10]の結果より分かる．実際，CP2#n(−CP2)（ただしn ≤ 8）
内の任意の (±2)-sphereに関するDehn twistは，常に滑らかな involutionにトポロジカルにアイソト
ピック（したがってホモトピック）であることが Leeの結果から従う．一方興味深いことに，符合数
が零でないスピン 4次元多様体の blow-up, すなわち CP2の向きをひっくり返した−CP2を連結和し
て得られるような非スピン 4次元多様体を考え，(±2)-sphereでなく −CP2内の (−1)-sphereに関す
る reflection（本質的にはCP2の複素共役から定まる写像）を考えると，この写像類はNielsen実現で
きないことが分かった．（宮澤仁氏・谷口正樹氏との共同研究．work in progress.）これは非スピン 4
次元多様体に対するNielsen実現問題の否定解の初めての例を与える．

4. いくつかの問題

4次元でのNielsen実現問題については，これまで Raymond–Scott [13]の nilmanifoldとK3曲面
に対してしか否定的結果が無かったことを考えると，定理 1でかなり理解が前進したと言って良いよ

3完全交叉は，容れ物のCPN の次元N とそれを切るN−2個の多項式たちの degree d1, . . . , dN−2で決まるが，
∑N−2

i=1 di−
(N + 1)が偶数なときまたそのときに限りスピンとなる．



うに思う．筆者がBaraglia氏と共同でK3曲面に対してNielsen実現問題を否定的に解いたときは [2]，
その証明がK3曲面の特殊事情をフルに使うものであった4ので，4次元におけるNielsen実現問題の
否定解はK3曲面のような特別な 4次元多様体に対してしか成立しない珍現象なのであろうと思って
いた．しかしひとたび定理 1を示すと，どうも 4次元におけるNielsen実現問題の否定解は珍しい現
象では無く，むしろ肯定的結果の少なさが際立つように思える．そこで一つ問題提起をしたい：

問 1. 単連結で滑らかな 4次元閉多様体X であって，π0(Diff(X))の任意の有限部分群が Nielsen実
現できるものはあるか？また π0(Diff(X))全体がNielsen実現できるものはあるか？

上で述べた状況から，このようなX は存在しないのではないかというのが筆者の予想だが，今の
ところそれ以上の根拠はない．
基本的な 4次元多様体で上の問 1を考えてみる．現状では，Nielsen実現問題に対して否定的な結果

が得られている単連結 4次元多様体の（例えば第 2 Betti数の意味で）最小の例がK3曲面である．K3
曲面より小さい単連結 4次元多様体，例えばX = S4, CP2, S2 × S2に対しては，幾何学的に容易に
思いつく π0(Diff+(X))の部分群はそもそも有限位数の微分同相で生成されており，明らかにNielsen
実現ができる．（例えばCP2の複素共役，S2 × S2の成分の入れ替えや，S2の赤道に関する reflection
の 2つのコピーの直積など．）これら以外の π0(Diff+(X))の部分群を見付けることは難しい問題であ
る．例えば，交叉形式の自己同型群AutH2(X;Z)と π0(Diff+(X))がどの程度違うのかは現在分かっ
ていない．より詳しく述べると，X = S4, CP2, S2 × S2に対して，自然な準同形

π0(Diff+(X)) → AutH2(X;Z)(3)

が全射であることはすぐに分かるが，これが単射かは知られていない5．これは例えるならば，K3曲
面の上のエキゾチック構造を見付けることは数十年前からできているが，S4, CP2, S2 × S2の上のエ
キゾチック構造の存在がまだ未解決なことに似ている．ゲージ理論的手法は交叉形式に引っかけるも
のが主であるため，交叉形式が小さい 4次元多様体に対して否定的な結果を出すのが難しいのである．
もしもX = S4, CP2, S2 × S2のいずれかに対し準同形 (3)が単射であれば，常にNielsen実現ができ
るという結論となるが，どのように示すのか筆者には想像が付かない．X = S4, CP2, S2 × S2に限
らず，準同形 (3)が単射となる 4次元多様体の例は今のところ一つも知られていない．
問 1は実際に解くことを目指す問題としては難し過ぎるかもしれないが，もう少し reasonableな

問題として次を挙げたい：

問 2. 向きづけられた滑らかな 4次元閉多様体X と写像類群の部分群G ⊂ π0(Diff+(X))が与えられ
たとき，GがNielsen実現できるための判定条件を，GのX の交叉形式への作用の言葉で与えよ．

Farb–Looijenga [3]はK3曲面の位数 2の部分群に対してこれを解いているが，現状それが知られ
ている唯一の結果である．
ちなみに，奇数位数の群に対するNielsen実現問題の否定解は 4次元では今のところ知られていな

い．これも問題として挙げておく：

問 3. 滑らかな 4次元閉多様体X と，写像類群の奇数位数の有限部分群G ⊂ π0(Diff(X))であって，
GがNielsen実現できないようなものの例はあるか？

5. 主結果 2：4次元におけるNielsen実現問題に対する C0 vs. C∞

次に，4次元における Nielsen実現問題を位相的なカテゴリーで考えたものと滑らかなカテゴリー
で考えたものに差が出るという結果を紹介する．これはK3曲面に対してBaraglia氏との共同研究 [2]
で示したことの一般化である．

4K3曲面の交叉形式の形と大域的 Torelliの定理を使う．
5X = S4 の場合には，これは π0(Diff+(S4)) ̸= 0 かどうかが分かっていないということと同値である．もし

π0(Diff+(S4)) ̸= 0 と分かれば，渡邉忠之 [15] の Diff+(S4) の高次ホモトピー群を見ることによる 4 次元 Smale 予想
の反証とは異なる筋道での反証となる．



Xを位相 4次元多様体とする．滑らかなカテゴリーでの定義と同様に，部分群G ⊂ π0(Homeo(X))
が与えられたとき，自然な全射準同形Homeo(X) → π0(Homeo(X))がG上の切断 s : G → Homeo(X)
を持つとき，Gは Homeo(X)にNielsen実現できると言うことにする．次が本稿の二つ目の主結果
である：

定理 2 (K. [9, Theorem 1.2] (2022)). m > 0, n ≥ 0とし，X = #mK3#nS
2 × S2とおく．このとき，

π0(Diff(X))の位数 2の部分群Gであって以下の性質を満たすものが存在する：
• GはDiff(X)にNielsen実現できない．さらに強く，Gの生成元の代表元はいかなる有限位数
の自己微分同相写像にもホモトピックでない．

• G′ ⊂ π0(Homeo(X))を，自然な写像 π0(Diff(X)) → π0(Homeo(X))によるGの像とすると，
G′は非自明群で，Homeo(X)にNielsen実現できる．

定理 2の二つ目の条件は，Gに対応するHomeo(X)の部分群が位相的な範疇でNielsen実現ができ
るということを言っている．このように，Nielsen実現問題が解けるかどうかは，位相的なカテゴリー
で考えるか滑らかなカテゴリーで考えるかによって答えが変わる場合があるのである．

6. 証明の核

定理 1と定理 2の証明のどちらにおいても，以下の定理が主要なインプットである．σ(X)を向き
づけられた閉 4次元多様体X の符合数とし，b+(X)をX の交叉形式に関するH2(X;R)の正定値部
分空間の最大次元とする．交叉形式の位数 2の自己同型 φ : H2(X;Z)/Tor → H2(X;Z)/Torに対し，
bφ+(X) (resp. bφ−(X))を固定部分H2(X;R)φ内の正定値部分空間 (resp. 負定値部分空間) の最大次元
とし，σφ(X) = bφ+(X)− bφ−(X)とおく．

定理 3 (K. [9, Theorem 1.3] (2022)). Xを滑らかで向きの付いた 4次元閉多様体とする．sをX上の
ひとつのスピン構造とする．g : X → Xを有限位数の微分同相とし，Xの向きと sを保つと仮定する．
φ : H2(X;Z)/Tor → H2(X;Z)/Torを φ = g∗で定義したとき，φの位数は 2で σφ(X) 6= σ(X)/2と
仮定する．このとき，

−σ(X)

16
≤ b+(X)− bφ+(X)(4)

が成立する．さらに，もし b+(X)− bφ+(X) > 0であれば，

−σ(X)

16
+ 1 ≤ b+(X)− bφ+(X)(5)

が成立する．

定理 3は，スピン 4次元多様体X 上の有限位数の微分同相が交叉形式に誘導する作用に制約を与
えるものである．対応する主張を位相的範疇で考えると容易に反例を作れるので，これはX の可微
分構造を真に反映している．定理 3は有限位数の微分同相に対する主張であるが，形式的な議論で
involutionの場合に帰着するので，実質的には滑らかな involutionに対する制約である．定理 1と定
理 2の証明はどちらも，もし考えている位数 2の写像類が有限位数の微分同相で代表できるとすると，
写像類の交叉形式への作用を見ることで定理 4に矛盾する，という背理法が中心である．定理 2の位
相的なNielsen実現ができるという部分に関しては，Freedman理論 [4]によるK3の位相的な連結和
分解を用いる．また定理 2における写像類群の部分群Gの構成では，Baraglia氏との共同研究 [2]で
構成した π0(Diff(K3)) → Aut(H2(K3;Z))の像上の切断

s : Im(π0(Diff(K3)) → Aut(H2(K3;Z))) → π0(Diff(K3))

を用いる．
不等式 (4)は，加藤佑矢 [6]が示していた「involutionに対する 10/8不等式」から導出される．加藤

は，滑らかで向きづけられたスピン 4次元多様体XとX上の適当な条件6を満たす滑らかな involution

64次元スピン多様体上の involutionが，スピン構造に位数 4で持ち上がるというのがその条件である．



ι : X → Xが与えられたとき，ιを用いてX上の Seiberg–Witten方程式に involutiveな対称性を構成
した．これは，通常の同変理論で考えられるものとは異なり，スピン構造の持つ “charge conjugation”
と呼ばれる対称性と ιがスピン構造に誘導する対称性とを抱き合わせることで得られるものである．こ
の対称性に関する不変部分を Seiberg–Witten方程式において取り，その有限次元近似に Z/4同変K
理論を適用し，古田幹雄の 10/8不等式 [5]の証明と似た議論を行うことで，加藤は滑らかな involution
に対する強い制約を得た．この加藤の結果と符合数定理を合わせて不等式 (4)が導かれる．
不等式 (5)は，不等式 (4)を僅かに改善したものであるが，このより強い不等式はDehn twistに関

する結果（定理 1）を (+2)-sphereと (−2)-sphereのどちらに対しても得るために必要である．これ
は (+2)-sphereについての Dehn twistと (−2)-sphereについての Dehn twistのホモロジーへの作用
が異なることに起因する ((1), (2)参照).
以下不等式 (5)についてもう少し説明する．Seiberg–Witten方程式の有限次元近似を加藤の invo-

lutionの固定点部分に制限したものがどういう形かをまず述べる．C̃, C+, C−を Z/4の複素 1次元表
現であって，それぞれ Z/4の固定した生成元を−1倍，

√
−1倍，−

√
−1倍で作用させることで定義

されるものとする．また，有限次元ベクトル空間 V の 1点コンパクト化を V +と書くことにする．こ
こで V +の無限遠点を基点と思うことで V +を基点付き空間とみなす．V に Z/4が線型に作用してい
るとき，無限遠点には自明に作用させることで Z/4作用を V +に拡張する．以上の準備の下，スピン
4次元多様体X に（適当な条件を満たす）滑らかな involution ι : X → X が与えられたとき，X 上
の Seiberg–Witten方程式の有限次元近似（の複素化）を加藤の involutionの固定点部分に制限した
ものは，

f : (C̃m0 ⊕ (C+ ⊕ C−)
n0)+ → (C̃m1 ⊕ (C+ ⊕ C−)

n1)+.(6)

という形の基点を保つ Z/4同変連続写像となる．ただし f(0) = 0で，m0,m1, n0, n1は非負整数で

m1 −m0 = b+(X)− bι+(X), n0 − n1 = −σ(X)
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を満たすものである．加藤は，Z/4同変K理論を用いてあるBorsuk–Ulam型定理7を示し，それを上
の写像 (6)に適用することで不等式 (4)を得た．加藤のBorsuk–Ulam型定理を以下のように改善し同
様の議論を行うことで，不等式 (4)を不等式 (5)に改善できる：

定理 4 (K. [9, Theorem 3.3] (2022)). m0,m1, n0, n1は非負整数とし，m0 < m1と仮定する．基点を
保つ Z/4同変連続写像

f : (C̃m0 ⊕ (C+ ⊕ C−)
n0)+ → (C̃m1 ⊕ (C+ ⊕ C−)

n1)+.

であって f(0) = 0を満たすものが存在すると仮定する．このとき

n0 − n1 + 1 ≤ m1 −m0(7)

が成立する．

定理 4の結論の不等式 (7)は，加藤が示した Borsuk–Ulam型定理における評価より 1良くなって
おり，これがそのまま不等式 (4)と不等式 (5)の違いに反映されている．定理 4も加藤の議論同様や
はりZ/4同変K理論を用いて示されるのだが，表現環R(Z/4)全体の構造を用いることで評価を 1得
することができる．

注意 2. 本稿の主題からは外れるが次のことは言及する価値があると思われる：Borsuk–Ulam型の定
理 4を用いると，古田の 10/8不等式 [5]を，Seiberg–Witten方程式の Z/4対称性のみを用いて示す
ことができる．元々の古田の証明は Seiberg–Witten方程式のより大きい対称性，Pin(2)対称性を用い
て示されていたのであるが，その部分群の Z/4を用いるだけで 10/8不等式が示されるのは興味深い．

7定理 4において，仮定のm0 < m1 を除き，結論の不等式 (7)の左辺を n0 − n1 にしたもの．
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