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微分積分学の発見	

▼

　平均変化率の復習
aから bまでの平均変化率　
　関数 y = f(x) において,x の値が a から b まで変化するとき
  　　　xの変化量は  　b  -  a

  　　　y の変化量は 　   f( b )  -  f(a) 

であるから,平均変化率は次のようになる。

aから a + h までの平均変化率　
　関数 y = f(x) において,x の値が a から a  +  h まで変化するとき
  　　　xの変化量は　  (a + h )  -  a  =  h

  　　　y の変化量は  　  f(a + h )  -  f(a) 

であるから,平均変化率は次のようになる。

微分係数の定義
　　関数 f(x)  において,xの値がa から a  +  hまで変化するときの平均変化率は

　である。この式で,h を限りなく0に近づけたときの極限値

　　　　　　　　l
h→0
im

　を関数 f(x)の x  =  a における微
び

分
ぶん

係
けい

数
すう

といい,f'(a)で表す。
　
　　　微分係数

微分係数の意味を理解し, その値を求めてみよう。
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b - a

f(b )  -  f(a)

h

f(a + h )  -  f(a)

h

f(a + h )  -  f(a)

h

f(a + h )  -  f(a)

　　                             f'(a)     =    l
h→0
im

h

f(a + h )  -  f(a)

▶  この先の説明をしやすくす
　るた めに,上の平均変化率
　の式で, bをa + hにおき換
　えたもの。

ニュートン	 ライプニッツ	

微分積分学は17世紀に、ニュートン、	
ライプニッツによって確立された。	
ニュートンは、瞬間の速度（流率）を	
極限の考え方を用いて、微分係数と	
して定式化した。	



微分積分学の基礎としての実数論	

微分積分学を厳密に展開するためには、極限の概念を正確に定式化すること、	
さらには、実数の定義を確立することが必要である。	

ワイエルシュトラス	 デデキント	 コーシー	

実数の正確な定義は19世紀末にこれらの	
数学者によってなされた。	

高校の数学では、無理数は有理数ではない実数と説明されるが、実数とは	
何かということには、正確にはふれられてはいない。	

u 実数は無限小数？	
u 0.9999	….	は	1	と同じ ？	

実数の正確な定義は、有理数に	
収束する有理数列の極限を	
付け加えることによってなされる。	



無理数の有理数による近似	

3 有理数と無理数:連分数
さて、（整数部分を引き逆数をとることを繰り返すという）ユークリッドのアルゴリズム
を無理数に対して適用すると、どこかで終わるというわけにはいかない。というのは、(1)

のような有限の表示になったとすれば、(分母を払っていけば)有理数であることになって
しまうからです。

(2) q0 +
p1

q1 +
p　2

q2 +
p　3
q3 + . . .

の形で表わされるものを 連分数と言い、分数 p1/q1, p2/q2, p3/q3, . . . をその連分数の部分
商と言います。すべての分子が pk = 1 であるなら、その連分数を 正則であると言います。
正則な連分数で、すべての i に対して qi が正の整数のときは、q0 は整数部分になってい
ます。このような正則連分数を、 [q0; q1, q2, q3, q4, · · ·] と表わすことにします。
この言葉を用いて、有理数と無理数の区別を考えてみましょう。有理数とは整数の比の
値として表わされる数のことでした。ですから、有理数に対しては (負ならばマイナスを
つけて正にして)、できれば既約分数にして (しなくても構わない)、その分母・分子に対し
てユークリッドの互除法を行えば、有限回で手続きが終わり、(1)のようにすれば、有限の
正則な連分数が得られます。また、有限の連分数 (どこかから先は pi = 0 と考える)は、有
理数を表わすことになります。
これが有理数と無理数とを、形の上で区別する方法です。
小数の場合、無理数は有限小数では表わせないが、有理数であっても分母が 2と 5のベ
キだけを含む分数表示を持たなければ無限小数になり、しかし、循環節を持つ無限小数に
なります。

4 無理数の連分数表示
さて、無理数の連分数表示を具体的に与えてみましょう。

4.1 平方根の連分数表示
最初に、α =

√
2 = 1.41421356 · · · を考えてみます。ユークリッドの互除法を実行してみ

ると、
1.4142 . . . = 1 + 0.4142 . . . = 1 +

1

2.4142 . . .
= 1 +

1

2 + 0.4142 . . .

となります。最後の商で
√
2 の小数部分がまた現れていますね。実際、α2 = 2 ですから、

α2 − 1 = (α− 1)(α + 1) = 1

5

α− 1 =
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + (1 + 1
1+α)

α = 1 +
1

2 + 1
1+α

(

.̇.
1

1 + α
=

1

2 + 1
1+α

)

となって、 1
1+α を次々に 1

2+ 1
1+α
で置き換えることができて、

(3)
√
2 = 1 +

1　

2 +
1　

2 +
1

2 + . . .

　

が得られます。これは、ボンベッリ ∗(1572)の公式と呼ばれています。
一番単純な連分数 [1; 1, 1, 1, 1, · · ·] は、「黄金比」から得られる

(4)
1 +

√
5

2
= 1.61803 . . . = 1 +

1

1.61803 . . .
= 1 +

1　

1 +
1　

1 +
1

1 + . . .

　

です。これは黄金比 γ が γ2 = γ + 1 を満たすことから、
√
2 と同様にして得られます。

β =
√
3 に対してもやってみましょう。結果は

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, · · ·] = 1 +

1

1 +
1　

2 +
1

1 + . . .

　

となります。β2 = 3 ですから、

β2 − 1 = (β − 1)(β + 1) = 2

β − 1 =
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + (1 + 2
1+β )

= 1 +
2

2 + 2
1+β

となります。美杉セミナーでは、高校生の皆さんに
√
3 の連分数表示を

√
2 と同様にでき

るからと演習としてやってもらったのですが、ほとんどがこの場所で止まってしまい、ど
うしていいか分からない様子でした。もちろん、何の障害も感じず、先に進むことのでき

6

α− 1 =
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + (1 + 1
1+α)

α = 1 +
1

2 + 1
1+α

(

.̇.
1

1 + α
=

1

2 + 1
1+α

)

となって、 1
1+α を次々に 1

2+ 1
1+α
で置き換えることができて、

(3)
√
2 = 1 +

1　

2 +
1　

2 +
1

2 + . . .

　

が得られます。これは、ボンベッリ ∗(1572)の公式と呼ばれています。
一番単純な連分数 [1; 1, 1, 1, 1, · · ·] は、「黄金比」から得られる

(4)
1 +

√
5

2
= 1.61803 . . . = 1 +

1

1.61803 . . .
= 1 +

1　

1 +
1　

1 +
1

1 + . . .

　

です。これは黄金比 γ が γ2 = γ + 1 を満たすことから、
√
2 と同様にして得られます。

β =
√
3 に対してもやってみましょう。結果は

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, · · ·] = 1 +

1

1 +
1　

2 +
1

1 + . . .

　

となります。β2 = 3 ですから、

β2 − 1 = (β − 1)(β + 1) = 2

β − 1 =
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + (1 + 2
1+β )

= 1 +
2

2 + 2
1+β

となります。美杉セミナーでは、高校生の皆さんに
√
3 の連分数表示を

√
2 と同様にでき

るからと演習としてやってもらったのですが、ほとんどがこの場所で止まってしまい、ど
うしていいか分からない様子でした。もちろん、何の障害も感じず、先に進むことのでき

6

α− 1 =
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + α

α = 1 +
1

1 + (1 + 1
1+α)

α = 1 +
1

2 + 1
1+α

(

.̇.
1

1 + α
=

1

2 + 1
1+α

)

となって、 1
1+α を次々に 1

2+ 1
1+α
で置き換えることができて、

(3)
√
2 = 1 +

1　

2 +
1　

2 +
1

2 + . . .

　

が得られます。これは、ボンベッリ ∗(1572)の公式と呼ばれています。
一番単純な連分数 [1; 1, 1, 1, 1, · · ·] は、「黄金比」から得られる

(4)
1 +

√
5

2
= 1.61803 . . . = 1 +

1

1.61803 . . .
= 1 +

1　

1 +
1　

1 +
1

1 + . . .

　

です。これは黄金比 γ が γ2 = γ + 1 を満たすことから、
√
2 と同様にして得られます。

β =
√
3 に対してもやってみましょう。結果は

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, · · ·] = 1 +

1

1 +
1　

2 +
1

1 + . . .

　

となります。β2 = 3 ですから、

β2 − 1 = (β − 1)(β + 1) = 2

β − 1 =
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + β

β = 1 +
2

1 + (1 + 2
1+β )

= 1 +
2

2 + 2
1+β

となります。美杉セミナーでは、高校生の皆さんに
√
3 の連分数表示を

√
2 と同様にでき

るからと演習としてやってもらったのですが、ほとんどがこの場所で止まってしまい、ど
うしていいか分からない様子でした。もちろん、何の障害も感じず、先に進むことのでき

6

5 無理数性
5.1 近似分数
連分数 (2)を k番目の商で打ち切ったとすれば、その連分数の k次の近似分数と呼ばれ
る有理数

(10) q0 +
p1

q1 +
p2

q2 + . . .+
pk
qk

が得られます。連分数 (2)がある実数を定めるならば、その実数に収束する k次の近似分
数を k番目とする数列が定まります。
これまでに挙げた例で考えると、それぞれ有理数の列

1 +
√
5

2
≈ 1

1
,
2

1
,
3

2
,
5

3
,
8

5
,
13

8
,
21

13
,
34

21
,
55

34
,
89

55
,
144

89
, . . .

√
2 ≈ 1

1
,
3

2
,
7

5
,
17

12
,
41

29
,
99

70
,
239

169
,
577

408
,
1393

985
,
3363

2378
, . . .

√
3 ≈ 1

1
,
2

1
,
5

3
,
7

4
,
19

11
,
26

15
,
71

41
,
97

56
,
265

153
,
362

209
,
989

571
, . . .

e ≈ 2

1
,
3

1
,
8

3
,
11

4
,
19

7
,
87

32
,
106

39
,
193

71
,
1264

465
,
1457

536
, . . .

π ≈ 3

1
,
22

7
,
333

106
,
355

113
,
103993

33102
,
104348

33215
, . . .

が得られますが、これらは元の無理数に急速に近づいていきます。√
2 と

√
3 を近似する分数は古代でも知られていました（アルキメデス ∗は注釈もなく

265/153 <
√
3 < 1351/780 を使っています）。π に対する 2つの近似分数 22/7(アルキメ

デス)と 355/113 (中国では祖冲之 ∗(480年頃)、ヨーロッパではアドリアヌス・メチウス
∗(1571–1635))は平均よりはよい近似になっています。その理由は、無視する最初の分母
qk+1 が大きい（それぞれ 15と 292）ことです。
一方で、黄金比 1+

√
5

2 の場合、(すべての分母が qk = 1で)収束は遅く、各項の分母・分
子をよく見れば、フィボナッチ ∗数列になっています。

5.2 無理数性
前節の終わりの表示 (9)から、 π が無理数であることはすぐには分かりません。無限の
連分数で表現されてはいても、正則な表示になっていないからです。と言って、π の正則
な表示 (7)は不規則なので、(7)式を無限に与えることも出来ません。
無限の連分数表示を持つことから無理数性を導くには 2つの困難があります。
最初の困難　連分数がどんな数も表わさないことがあること。このことを見るために、級数

(11)
2

1
− 3

2
+

4

3
− 5

4
+

6

5
− 7

6
+ . . .

14

無理数の連分数展開	

黄金比の連分数展開	

黄金比に収束する有理数の列	 分子、分母にフィボナッチ数列が現れる！	



円周率の有理数による近似	

1

円周 

 π 
周の長さ 

＝　  ×6�

＝ 3

2
1

周の長さ 

＝　   ×6�

＝ 2  3�
（3.4641…） 

π 

3
3

正96角形までで，3.14まで分かった！ 

正六角形では，円周率の近似値は 3

小数になおすと 

3.1408…＜π＜3.1428… 

71
103 3 70
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内接する 
正六角形 

内接する �
正12角形 

内接する �
正24角形 

内接する �
正48角形 

内接する 
正96角形 

外接する 
正六角形 

外接する�
正12角形 

外接する 
正24角形 

外接する�
正48角形 

外接する 
正96角形 

直径 1の円 

2
160゜ 

60゜ 
1
2

1
2

1
2

2
1

6
3

3
3

　円周率πは，小数点以下に無限に続く数で，最後まで求めることのできない無理数です。 

円周率は，円周の長さが直径の長さの何倍になっているかを表す数であり，このπの計算を最初に理論 

的に取り組んだのは，ギリシャのアルキメデス（B.C.287－B.C.212）です。紀元前 3 世紀のことでした。 

内接する 
正六角形 

円周＝π 

外接する 
正六角形 

直径＝1

＜ 円周＜ 　  π 

正六角形の場合 

内接する正多角形の周の長さ 円周 外接する正多角形の周の長さ ＜ ＜ 

＜ ＜ 

アルキメデスの円周率の求め方 

　アルキメデスは，円に正多角形を内接，または外接させると，次の 

不等式が成り立つことを利用して，円周率を計算しました。 

 

 

 

 

 

 
　このとき円の直径を 1 とすると，円周の長さ ＝ 1 ×π ＝π となる 

ので，  円周 ＝ 円周率π  と考えることができます。 

　だんだんと正多角形の数を増やしていき，アルキメデスは 正96角形 

まで計算して，3.14 …  と小数点 2 けたまで正確に求めました。 

60゚  

30゚  

内接する  
正六角形  
の周の長さ 

外接する  
正六角形  
の周の長さ 

2 円周率を求めて 円周率を求めて 　
　
　

おも
しろ 自由研究 

関孝和	

日本でも和算で	
17世紀に微分、極限	
が考えられた。	
	
円周率について	
関孝和は10桁	
建部賢弘は41桁	
の近似値を求めた。	

円周率が無理数で	
あることの証明には	
大学初年級の数学	
が必要	



個数を比較する方法は？	

青とオレンジのボールの個数を比較するにはどうすれば良いか？	



一対一対応をつける	

自然数の集合	
	
N ={	1,	2,	3,	4,	……	}	
	
と一対一対応がつける集合を可算集合とよぶ。	

数えあげることができる「無限」	



無限にも大小がある	

有理数（分数）は？ 

ゲオルグ・カントール 
      （1845-1918) 

 
 

 

0 1 2 

0/2 1/2 2/2 

0/3 1/3 2/3 

3 

3/2 

3/3 

0/4 1/4 2/4 3/4 

4 

4/2 

4/3 

4/4 

0/5 1/5 2/5 3/5 4/5 

…… 

こうやればうまく対応付けられる 

カントール	

19世紀末にカントールは集合論の基礎を築く過程で「無限」の大小について	
考察した。	

1,		2,		3,		4,		5,		…...	
	
2,		4,		6,		8,		10,	.....			

正の偶数全体は自然数と一対一対応がつけられるので	
可算集合。「無限」の大小は自然数と同じ。	

有理数全体も可算集合	



実数は非可算無限	
カントールの対角線論法により、実数全体は可算集合ではないことが示される。	
	
　　　　　　　　自然数全体よりも本質的に大きな「無限」	
　　　　　　　　実数全体は数えあげることができない！	

これは上に並べた実数のどれとも異なる	

証明 
実数全体の濃度がℵ0と仮定すると、次のような実数全部のリスト 
が出来る 
 
1        0.1234567800866878….. 
2     1.9739872897987897….. 
3 -23.4679898798797989…… 
4     9.0836668768768768…… 
5 100.9472938716896878…... 
6      0.2876716538797979….. 
7  ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 
 
 

少数部分の対角線にならぶ数字に注目する 
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3,⋯を次のように定義する 

𝑎𝑛 =  
2  　𝑛番目の実数の小数点以下

第𝑛位が1のとき
1　　それ以外のとき　　　　　　　

 

 
 

実数0. 𝑎1𝑎2𝑎3 ⋯⋯を考える 
 
 

0.211112⋯⋯ 

実数全体が可算集合であると仮定して左の	
ように順番に並べ、対角線部分に注目する。	

証明 
実数全体の濃度がℵ0と仮定すると、次のような実数全部のリスト 
が出来る 
 
1        0.1234567800866878….. 
2     1.9739872897987897….. 
3 -23.4679898798797989…… 
4     9.0836668768768768…… 
5 100.9472938716896878…... 
6      0.2876716538797979….. 
7  ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ 
 
 

少数部分の対角線にならぶ数字に注目する 
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3,⋯を次のように定義する 

𝑎𝑛 =  
2  　𝑛番目の実数の小数点以下

第𝑛位が1のとき
1　　それ以外のとき　　　　　　　

 

 
 

実数0. 𝑎1𝑎2𝑎3 ⋯⋯を考える 
 
 

0.211112⋯⋯ 



大学で学ぶ数学から(1)	--	テーラー展開	--	7. 近似式を描画してみよう（３）
例２ sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)m x2m+1

(2m + 1)!
+ · · ·

3次近似

!5 5 10
!1.0
!0.5

0.5
1.0
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7. 近似式を描画してみよう（３）
例２ sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)m x2m+1

(2m + 1)!
+ · · ·

7次近似

!5 5 10
!1.0
!0.5

0.5
1.0

(26/40)

7. 近似式を描画してみよう（３）
例２ sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)m x2m+1

(2m + 1)!
+ · · ·

15次近似

!5 5 10
!1.0
!0.5

0.5
1.0
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7. 近似式を描画してみよう（３）
例２ sin x = x − x3

3!
+

x5

5!
+ · · · + (−1)m x2m+1

(2m + 1)!
+ · · ·

29次近似

!5 5 10
!1.0
!0.5

0.5
1.0

(28/40)

3次近似	

7次近似	

15次近似	

29次近似	



大学で学ぶ数学から(2)	--	フーリエ級数	--	方形波

周期 の関数

のフーリエ級数を求める。

f(x)

は奇関数なので， である。よって， のみ計算すればよい。

偶数
奇数

故に，

N = 1 N = 2 N = 3

N = 4 N = 10 N = 100

図 のフーリエ級数の第 項までの和 第 部分和，
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のフーリエ級数を求める。

f(x)

は奇関数なので， である。よって， のみ計算すればよい。

偶数
奇数

故に，

N = 1 N = 2 N = 3

N = 4 N = 10 N = 100

図 のフーリエ級数の第 項までの和 第 部分和，

この関数を次の無限級数で表す	

第N項で打ち切った	
関数のグラフ	



素数について	
ૉͷ ૉ͕ແʹ͋Δ͜ͱ

ྫ: 100ҎԼͷૉ ݸ25

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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素数とは 2 以上の自然数で	1	とその数自身以外には約数を持たない数	



素数は無限に存在する	

ૉͷ ૉ͕ແʹ͋Δ͜ͱ

ఆཧ 1 (Euclidݪ, લݩل (ل3ੈ

ૉແʹଘ͢ࡏΔ

(ূ໌)

ૉ p1, p2, . . . , pn ʹରͯ͠, ͦΕҎ֎ͷૉ͕ଘ͢ࡏΔ͜ͱΛࣔ͢.

M := p1p2 · · · pn + 1

ͱ͓͘ͱ, M ΛׂΓΔૉ͕ଘ͢ࡏΔ.
ͦͷҰͭ pΛऔΔ (ྫ͑Ұ൪খ͞ͳͷΛऔΕྑ͍).
͜ͷ p p1, p2, . . . , pn ͱҟͳΔ.
ͳͥͳΒ pM ΛׂΓΔ͕, p1, p2, . . . , pn M ΛׂΓΒͳ͍͔Β.
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紀元前３、４世紀に書かれた「ユークリッド原論」では素数が無限個存在すること	
が以下のように証明されている。	

素数が有限個であると仮定して矛盾を導く	



ゼータ関数	

ૉͷ ૉͷٯͱ Eulerੵ

ิ 2 (Eulerੵ)

ࣗવͷٯ࣍ͷܗʹ “ૉҼղ”Ͱ͖Δʂ

∞∑

n=1

1

n
=
∏

p:ૉ

1

1− 1
p

(ূ໌)
∏

p:ૉ

1

1− 1
p

=
∏

p:ૉ

(
1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ · · ·

)

=

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · ·

)
×
(
1 +

1

3
+

1

32
+

1

33
+ · · ·

)

×
(
1 +

1

5
+

1

52
+

1

53
+ · · ·

)
× · · ·

= 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+

1

9
+

1

10
+ · · ·

=
∞∑

n=1

1

n
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ૉͷ ૉͷٯͱ Eulerੵ

ิ 1

ࣗવͷٯൃ͢ࢄΔ:

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+ · · · = log∞

(ূ໌) ∫ N+1

1

dx

x
≤

N∑

n=1

1

n
≤ 1 +

∫ N

1

dx

x

log(N + 1) ≤
N∑

n=1

1

n
≤ 1 + logN

log∞ ≤
∞∑

n=1

1

n
≤ log∞

˞ s > 1ͷͱ͖ 0 <
∞∑

n=1

1

ns
≤ 1 +

∫ ∞

1

dx

xs
= 1 +

[
x1−s

1− s

]∞

1

=
s

s− 1
<∞
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Riemannͷૉެࣜ

Riemannͷண

Euler͕ѻͬͨؔ

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=
∏

p:ૉ

1

1− 1
ps

(s > 1)

ΛҼղ͢Δʂ

෮श (Ҽղ)

s2 − 5s+ 6 = (s− 2)(s− 3)

s2 + 1 = (s− i)(s+ i). ͨͩ͠ i2 = −1.
s2 − s− 2

s2 + 3s+ 2
=

(s+ 1)(s− 2)

(s+ 1)(s+ 2)
=

s− 2

s+ 2
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オイラー	

リーマン	上の和が無限大に発散することは、素数が無限個存在	
することの別証明を与える。	

オイラー、リーマンは	
ゼータ関数によって素数	
がどのように分布するかを	
研究した。	

S=1	



バーゼル問題	

バーゼル問題
出典: フリー百科事典『ウィキペディア（Wikipedia）』

この記事は検証可能な参考文献や出典が全く示されていないか、不十分
です。
出典を追加して記事の信頼性向上にご協力ください。（2015年7月）

バーゼル問題（バーゼルもんだい、英: Basel problem）とは級数の問題の一つで、平方数の逆数全
ての和はいくつかという問題である。1644年に ピエトロ・メンゴリによって提起され、1735年
にレオンハルト・オイラーによって解かれた。バーゼルはオイラーの故郷であり、この問題を解く
のに失敗したベルヌーイ一家の故郷でもある。

目次
1 概説
2 収束することの証明
3 オイラーの解法
4 フーリエ解析を用いた解法
5 関連項目

概説
オイラーはこの問題の一般化を解決した。ベルンハルト・リーマンはそのアイディアを取り入れる
ことでゼータ関数を定義し、その性質を調べることに繋がった（1859年の論文「与えられた数よ
り小さい素数の個数について」）。

求める平方数の逆数和を記号で書くと、

となる。これは、ゼータ関数

の s = 2 における値 ζ(2) でもある。その値は π2/6 (= 1.644934…) である（π は円周率）。オイ
ラー積によれば

バーゼル問題 - Wikipedia https://ja.wikipedia.org/wiki/バーゼル問題

1 / 4 2017/03/15 13:31

となる。

収束することの証明
比較判定法による。

である。したがってこの級数は収束する。一般にゼータ関数 ζ(s) は Re s > 1 の範囲で収束する。

オイラーの解法
オイラーは、sin x のマクローリン展開を利用して解く方法を編み出した。まずは sin x を

と展開する。この両辺を x で割ると

となる。左辺はちょうど x = ±nπ（n は正の整数）のとき 0 であるから、右辺を形式的に以下のよ
うに「因数分解」できる。

隣接する2項を掛け合わせると

(1) と (2) の右辺の x2 の係数は
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バーゼル問題 - Wikipedia https://ja.wikipedia.org/wiki/バーゼル問題

2 / 4 2017/03/15 13:31

である。これらは等しいはずなので

である。ゆえに、求める級数の値は

である。なおオイラーは一般的に、k 番目のベルヌーイ数を Bk とすると

が成り立つことも示した。

フーリエ解析を用いた解法
「フーリエ級数#フーリエ級数の例」を参照

放物線をフーリエ級数で表す方法を用いる。

を考える。この放物線は偶関数であるから余弦関数で展開できる：

ここで

であり、an (n ≥ 1) は

である。ゆえに、f(x) のフーリエ級数は

であり、両辺に x = π を代入すると
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1735年にオイラーが解決	

この無限級数の和を求めよ	


