
1. 微分形式の幾何学への入門

ユークリッド空間の領域上の微分形式とその外微分

ユークリッド空間Rnの領域Dで定義された 1次微分形式 ωは，座標関
数 x1, · · · , xnを用いて

ω = a1dx1 + · · · + andxn

と表される．ここで， a1, · · · , anはDで定義されたC∞ 関数である．
一般にD上の p次数微分形式 ωは

ω =
∑

i1,··· ,ip

ai1,··· ,ip dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

と表される．ここで，ai1,··· ,ipはDで定義されたC∞ 関数で，dx1, · · · , dxnの
ウェッジ積は外積代数の関係式

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi

を満たす．
上の p次微分形式 ωについて，その外微分 dωを

dω =
∑

ı1,··· ,ip

dai1,··· ,ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

で定める，これはD上の (p + 1)次微分形式である．外微分 dは d ◦ d = 0を
満たすことが確かめられる．dω = 0を満たす微分形式ωを閉形式とよぶ．ま
た，ある微分形式ϕを用いて ω = dϕと表されるとき，ωを完全形式とよぶ．
完全形式は閉形式となる．

3次元の場合の具体的な表示

n = 3のとき，微分形式の外微分を計算してみよう．1次微分形式

ω = a1dx1 + a2dx2 + a3dx3

の外微分は

dω =

(
∂a3

∂x2

− ∂a2

∂x3

)
dx2∧dx3+

(
∂a1

∂x3

− ∂a3

∂x1

)
dx3∧dx1+

(
∂a2

∂x1

− ∂a1

∂x2

)
dx1∧dx2
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と表される．これはベクトル解析におけるベクトル場

a = a1
∂

∂x1

+ a2
∂

∂x2

+ a3
∂

∂x3

の rot a に対応する．
また，2次微分形式 ω = b1dx2 ∧ dx3 + b2dx3 ∧ dx1 + b3dx1 ∧ dx2の外微

分は
dω =

(
∂b1

∂x1

+
∂b2

∂x2

+
∂b3

∂x3

)
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

と表され，これはベクトル場の発散 divに対応する．

1次微分形式の曲線に沿った積分

ユークリッド空間Rnの領域D のなめらかな曲線

γ : [0, 1] −→ D

に対する 1次微分形式 ω = a1dx1 + · · · + andxn の積分を∫
γ

ω =
n∑

i=1

∫ 1

0

ai(γ1(t), · · · , γn(t))
dγi

dt
(t) dt

で定義する．この値は，曲線 γのパラメータ表示によらずに定まる．
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