
幾何学 I 7. 多様体上の写像，正則値と臨界値

M,N を可微分多様体，次元をそれぞれm,nとする．f : M → N を
C∞写像とする．

多様体における逆関数定理，陰関数定理
すべての p ∈ M について，(df)p : TpM → Tf(p)N が同型写像であると

き，pの近傍 U が存在して，f : U → f(U)は微分同相となる．
また，m ≥ n で (df)p が全射であるとき，p のまわりでの局所座標

(x1, · · · , xm), f(p)のまわりでの局所座標 (y1, · · · , yn)を適当に選んで，

yi ◦ f(x1, · · · , xm) = xi, 1 ≤ i ≤ n

となるようにできる．
同様に，m ≤ nで (df)pが単射であるとき，pのまわりでの局所座標

(x1, · · · , xm), f(p)のまわりでの局所座標 (y1, · · · , yn)を適当に選んで，

yi◦f(x1, · · · , xm) = xi, 1 ≤ i ≤ m, yj◦f(x1, · · · , xm) = 0, m+1 ≤ i ≤ n

となるようにできる．

正則値と臨界値
点 p ∈ M における微分 (df)p : TpM → Tf(p)N が全射であるとき，f は

pにおいて正則 (regular)であるという．f が pにおいて正則でないとき，
pを fの臨界点 (critical point)という．fの臨界点全体の集合を Cで表す．
Cの像 f(C)を f の臨界値の集合とよぶ．M の像 f(M)で f(C)に含まれ
ない点を f の正則値 (regular value)という．

定理 M,Nを可微分多様体，f : M → NをC∞写像とする．f−1(q) 6= ∅
で qが f の正則値ならば，f−1(q)はM の閉部分多様体である．

Sardの定理 上の状況で f の臨界値の集合 f(C)は，N の測度０の集
合である．



Morse関数
M を n次元可微分多様体とする．M 上のC∞関数 f : M → Rの臨界
点 pが非退化であるとは，f の pにおけるHessianHp(f)が正則行列とな
ることである．すべての臨界点が非退化であるような関数をMorse関数
とよぶ．f の非退化な臨界点 pに対して，Hp(f)の負の固有値の個数を f

の pにおける指数 (index)とよぶ．

Morseの補題 M 上の C∞関数 f : M → Rの非退化な臨界点 pにつ
いて，pのまわりのある局所座標 (x1, · · · , xn)を用いて，

f(x) = f(p)− x2
1 − · · · − x2

λ + x2
λ+1 + · · ·+ x2

n

と表される．ここで，λは f の臨界点 pにおける指数である．


