
幾何学 I 3. 多様体間の写像とその微分

可微分多様体M , Nの次元をそれぞれm, nとして，MからNへのC∞

級写像 f を考える．M の点 pについて，f(p) = q ∈ N とおく．点 qの近
傍で定義されたC∞級関数 hをとる．Mの pにおける接空間 TpMの要素
θに対して，f∗θ ∈ TqN を

f∗θ(h) = θ(h ◦ f)

で定める．この対応により定まる TpM から TqN への線形写像を

(df)p : TpM → TqN

で表し，写像 f の pにおける微分とよぶ．
M の C∞曲線，γ : (−ε, ε) → M で γ(0) = pとなるものが与えられた
とき，方向微分Xγは，接空間 TpM の要素とみなされる．微分 (df)pは，
方向微分に関して，

(df)p(Xγ) = Xf◦γ

を満たす．
点 pのまわりで，局所座標系 (x1, · · · , xm)，点 q のまわりで，局所座
標系 (y1, · · · , yn) をとる．写像の合成 yj ◦ f を fj, 1 ≤ j ≤ nとおいて，
x1, · · · , xmの関数とみなすと，微分 (df)pは，接空間の基底に関して
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と表すことができる．
線形写像 (df)p : TpM → TqN のランクを，写像 f : M → N の点 pに
おけるランクとよぶ．可微分多様体M , M ′, M ′′ について，C∞ 級写像
f : M → M ′, g : M ′ → M ′′が与えられていて，f(p) = q, g(q) = rとす
る．写像の合成の微分について

d(g ◦ f)p = (dg)q ◦ (df)p : TpM → TrM
′′

が成立する．これを用いると，f : M → Nが微分同相のとき，(df)pは線
形同型となり，とくに，次元はm = nを満たすことが分かる．


