
幾何学 I 2. 多様体の接空間

可微分多様体M の点 pに対して，pのある開近傍上で定義された C∞

級関数全体を Fpで表す．FpはR上の線形空間の構造をもつ．写像 θ :

Fp → R で，以下の性質 (i), (ii)をもつもの全体を TpM とおく．

(i) (線形性) θ(f + g) = θ(f) + θ(g), θ(αf) = αθ(f), α ∈ R

(ii) (ライプニッツ則) θ(fg) = θ(f)g(p) + f(p)θ(g)

TpM は線形空間の構造をもつ．
正の数 εについて，MのC∞曲線，γ : (−ε, ε) → Mで γ(0) = pとなる

ものが与えられたとき，f ∈ Fpに対して，

Xγ(f) =
d(f(γ(t))

dt
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とおく．Xγは TpMの要素となり，fの pにおける γについての方向微分
とよぶ．点 pの周りで，局所座標 (x1, · · · , xn)をとると，pにおける xi方
向の方向微分 (
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, i = 1, · · · , n (1)

が定義される．
ここで，TpMは，pを通るC∞曲線についての pにおける方向微分全体
で生成されることがわかる．Mを n次元多様体とすると，TpMは n次元
線形空間となり，M の pにおける接空間とよばれる．上のように局所座
標系をとると (1)の n個のベクトルが TpMの基底となることが示される．
点 pのまわりで，別の座標系 (y1, · · · , yn)をとると，基底は，
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という規則で変換する．
Fpの要素fに対して，(df)p : TpM → Rがθ ∈ TpMに対して，θ(f) ∈ R

を対応させることによって定義される．このようにして，fの点 pにおけ
る微分は，接空間の双対空間の要素として定式化される．(df)p = 0とな
るとき，pを f の臨界点とよぶ．局所座標をとると，これは
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f = 0, i = 1, · · · , n

となることと同値である．


