
幾何学 I 10. 多様体上のリーマン計量

リーマン計量

M を可微分多様体とする．M の各点 pにおける接ベクトル空間 TpM

に，内積（正定値な対称双線形形式)

gp : TpM × TpM → R

が与えられているとする．点 pのまわりの局所座標系 (U, (x1, · · · , xn))を
とり，U の点 qについて
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とおく．gij がM の各点の近傍で C∞級であるとき，M の各点 pに内積
gpを対応させる対応 gをM のリーマン計量とよぶ．また，リーマン計量
が与えられた可微分多様体をリーマン多様体とよぶ．
別の局所座標 (y1, · · · , yn)について，
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とおくと，変換規則
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が成立する．
リーマン多様体M について，接ベクトル v ∈ TpM の長さを

‖v‖ =
√

gp(v, v)

で定義する．可微分多様体M 上のなめらかな曲線 γ : [0, 1] → M に対し
て，γの長さを

L(γ) =

∫ 1

0
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で定める．



リーマン計量の存在，誘導されたリーマン計量

1の分割を用いると，可微分多様体にはリーマン計量が存在することを
示すことができる．これは，局所的にユークリッド計量を与えて，1の分
割により足し合わせればよい．

f : M → N をはめ込みとする．N にリーマン計量が与えられている
とき，
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とおくことにより，M のリーマン計量が定まる．これを，f によってN

の計量から誘導されたリーマン計量とよぶ．とくに，fがユークリッド空
間へのはめ込みのとき，M には f によってユークリッド計量から誘導さ
れたリーマン計量が入る．

ユークリッド空間内の曲面

R2の領域DからR3へのなめらかな写像ϕで定義された曲面について，
R3のユークリッド計量から導かれるリーマン計量を入れる．この曲面の
点 P における法線ベクトルを nとして，

hij = 〈 ∂2ϕ

∂ui∂uj

,n〉

とおく．H = (hij)とすると，曲面は P のまわりで 2次形式
∑

hijξiξjに
よって近似される．これを接平面の正規直交基底にとりなおして対応す
る対称行列をH ′とおく．このとき，κ = det H ′, H = 1

2
(κ1 + κ2)とおき，

それぞれ，曲面のP におけるガウス曲率，平均曲率とよぶ．G = (gij)と
おくとガウス曲率は

κ =
det H

det G

と表される．


