
幾何学 I 1. 多様体の定義と例

超曲面の局所座標
Euclid空間Rn+1上のC1級関数 F (x1, · · · , xn+1)によって

F (x1, · · · , xn+1) = 0

で定まる超曲面V を考える．V の任意の点aにおいて，ある i, 1 ≤ i ≤ n+1

に対して
∂F

∂xi

(a) 6= 0 (1)

であると仮定する．例えば i = 1に対してこの仮定が満たされているとす
ると，陰関数定理より，(a2, · · · , an+1)を含むRnの開集合W1が存在し
て，aの近傍で V は x1 = f1(x2, · · · , xn+1)のグラフとして表すことがで
きる．U1 = f1(W1)とおき，自然な射影をϕ1 : W1 → U1とする．このϕ1

により，aのまわりで，局所座標を導入することができる．また，aのま
わりで，i = 2についても仮定 (1) が満たされているとすると，座標変換
ϕ2 ◦ ϕ−1

1 はC1級写像となる．

可微分多様体の定義
位相空間M の開集合の族 {Uλ}λ∈Λ と，それぞれの UλからRnへの連
続写像 ϕλが与えられていて，以下の条件 (1), (2), (3)を満たしていると
する．

(1) M =
⋃

λ∈Λ Uλ

(2) ϕλ(Uλ)は，Rnの開集合であり，ϕλ : Uλ → ϕλ(Uλ) は同相写像
である．

(3) Uα ∩ Uβ 6= ∅のとき，

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ)

はCr写像である．

このような開集合の族{Uλ}λ∈Λ をMのCr級局所座標系という．このと
き，ϕβ ◦ϕ−1

α の逆写像ϕα◦ϕ−1
β も定義よりCr級となり，座標変換ϕβ ◦ϕ−1

α

はCr級微分同相写像となる．
位相空間M がHausdorff，かつ第二可算公理を満たし，さらに，Cr級
局所座標系 {Uλ, ϕλ}λ∈Λが与えられているとき，Mを n次元Cr多様体と
よぶ．また，C∞多様体を可微分多様体とよぶこともある．



いくつかの例
例 1. M = Rnはそれ自身，可微分多様体とみなせる．

例 2. M として n次元球面

Sn = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n+1 = 1}

をとる．U+
i = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈ Sn | xi > 0}, U−

i = {(x1, x2, · · · , xn+1) ∈
Sn | xi < 0} とおき，ϕ+

i , ϕ−i を

ϕ±i (x1, x2, · · · , xn+1) = (x1, · · · , xi−1, xi+1, · · · , xn+1), i = 1, · · · , n + 1

と定義することにより，Snは n次元可微分多様体の構造をもつ．

例３. Rn+1−{0}に同値関係∼を以下のように定める．x ∼ yとは，0

でない実数 λ が存在して，x = λyとなることとする．実射影空間RP n

を，商空間Rn+1−{0}/ ∼として定義する．(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1−{0}
の定める同値類を [x1 : · · · : xn+1]で表す．

Ui = {[x1 : · · · : xn+1] ∈ RP n | xi 6= 0}, i = 1, · · · , n + 1

とおき，ϕi : Ui → Rnを

ϕi([x1 : · · · : xn+1]) = (x1/xi, · · · , xi−1/xi, xi+1/xi, · · · , xn+1/xi)

と定義すると，RP nは n次元可微分多様体の構造をもつ．

例 4. 　 S1の n個の直積 T n = S1 × · · · × S1 は，n次元可微分多様体
の構造をもつ．T nを n次元トーラスとよぶ．


