
幾何学 I演習　4. 群作用と商多様体

1. 整数全体からなる群ZをRに，平行移動

n · x = x + n, x ∈ R, n ∈ Z

によって作用させる．商空間R/Zは S1と微分同相であることを示せ．

2. rを r 6= 0,±1を満たす実数とする．ZをX = Rn \ {0}に，

m · x = rmx, x ∈ X,m ∈ Z

によって作用させる．商空間X/Zは S1 × Sn−1と微分同相であることを
示せ．

3. XはHausdorff空間とする．有限群GがXに位相空間の変換群として
作用するとき商空間X/GはHausdorff空間であることを示せ．

4. 前回の問題 4のようにRn の一次独立なベクトル e1, · · · , en に対して

Γ = {m1e1 + · · · + mnen | m1, · · · ,mn ∈ Z}

とおくと，ΓはRnに，平行移動として作用する．商空間を T n = Rn/Γ

とする．

(1)射影を p : Rn → T nとして，x, y ∈ T nに対して，p(x0) = x, p(y0) = y

となる x0, y0 ∈ Rnをとり，

d(x, y) = ming∈Γ‖x0 − gy0‖

と定義する．dによって，T nは距離空間となることを示せ．

(2) 上の距離によって，T nは局所的にユークリッド空間の開球と合同で
あることを示せ．



5. Cn+1 \ {0}に同値関係∼を以下のように定義する x ∼ yとは，0でな
い複素数 λがあって，y = λxとなることとする．この同値関係による商
空間をCP nで表し，複素射影空間とよぶ．

(1) CP nは 2n次元可微分多様体の構造をもつことを示せ．

(2) CP 1は S2と微分同相であることを示せ．

(3) CP nを S2n+1に対する S1の作用による商多様体として表せ．

6. 行列式が 1の n + 1次の直交行列全体 SO(n + 1)の Snへの自然な作用
を考える．

(1) Snの点 xにおける固定部分群Gxを決定せよ．

(2) 商空間 SO(n + 1)/Gxは，Snと微分同相であることを示せ．


