
1. ベクトル束とその接続

接続の定義
M を可微分多様体とし，π : E −→ M をその上のC∞級ベクトル束と
する．EのC∞級切断全体を Γ(E)で表す．E上の接続とは，線形写像

D : Γ(E) −→ Γ(T ∗M ⊗ E)

であって，s ∈ Γ(E)とM 上のC∞級関数 f ∈ C∞(M)に対して

D(fs) = df ⊗ s + fDs

を満たすものである．
M 上のC∞級ベクトル場X ∈ Γ(TM)に対して，

5Xs = 〈Ds,X〉

とおく．5Xsは Γ(E)の要素であり，これを sのXに沿った共変微分と
いう．
とくに，E = TMのとき，Dをアフィン接続という．ベクトル場X, Y

に対して5XY を対応させると，双線形写像

Γ(TM) × Γ(TM) −→ Γ(TM)

で，f ∈ C∞(M)に対して，次の性質を満たすものが定まる．

5fXY = f 5X Y

5XfY = (Xf)Y + f 5X Y

5XY をベクトル場 Y のXについての共変微分という．

接続の局所的な表示
M の次元を n, Eのファイバーの次元を qとする．M の座標近傍 U 上
で，Eの局所的な切断で各点で線形独立であるような {sα}, 1 ≤ α ≤ qを
とる．これをEの局所フレームとよぶ．接続は局所的に定義された 1次
微分形式 ωβ

αを用いて
Dsα =
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β
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と表される．1次微分形式ωβ
αを成分とする行列ωを接続行列という．{s′α}

を別の局所フレームとして，変換行列Aを s′ = Asで定めると s′に対応
する接続行列 ω′は

ω′ = dA · A−1 + AωA−1

を満たす．
アフィン接続の場合には，局所座標を (x1, · · · , xn)として，
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と表される．Γk
ij を Riemann-Christoffel 記号という．ベクトル場 X =∑
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平行移動と測地線
ベクトル束Eの切断 sが接続Dについて平行であるとは，つねに

Ds = 0

が満たされることである．
次にアフィン接続の場合を考える．M 上のC∞曲線 ξ(t)上のベクトル
場X(t) =

∑
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∂xi の曲線 ξ(t)に沿った共変微分を
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で定める．ベクトル場X(t)が平行移動であることは，微分方程式系
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ij = 0, k = 1, · · · , n

で表される．速度ベクトル場が平行移動であるような曲線を測地線とい
う．測地線は 2階の微分方程式系
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で表される．


