
5. ホモロジー完全列 (2)

Mayer-Vietoris完全列，いくつかの計算例

1 Mayer-Vietoris完全列
Kを単体的複体，K1, K2をKの部分複体でK = K1 ∪ K2を満たすと

する．i1 : K1 ∩K2 → K1, i2 : K1 ∩K2 → K2, j1 : K1 → K, j2 : K2 → K

をそれぞれ包含写像とすると，チェイン複体の短完全列

0 −→ C(K1 ∩ K2)
α−→ C(K1) ⊕ C(K2)

β−→ C(K) −→ 0

が存在する．ここで，

α(x) = (i1)∗(x) ⊕ (i2)∗(x), β(x⊕ y) = (j1)∗(x) − (j2)∗(y)

である．これより，次のMayer-Vietorisホモロジー完全列が導かれる．

定理 1. 以下の完全列が存在する．

· · · ∂∗−→ Hq(K1∩K2)
α∗−→ Hq(K1)⊕Hq(K2)

β∗−→ Hq(K)
∂∗−→ Hq−1(K1∩K2)−→· · ·

Euler数については，

χ(K) = χ(K1) + χ(K2) − χ(K1 ∩ K2)

が成立する．

2 いくつかの計算例
これまでの手法を用いて計算できる単体的複体のホモロジー群の例を

挙げる．
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錐複体のホモロジー群が 1点のホモロジー群と同型であることを用い
ると n次元単体 σについて，σの定める単体的複体K(σ) = { τ | τ ≺ σ}
のホモロジー群は

Hq(K(σ)) =

{
Z q = 0

0 q �= 0

となることがわかる．また，対応するチェイン複体の n− 1次以下の部分
に注目するとK(σ)の (n − 1)-skeletonのホモロジー群は，n > 1のとき

Hq(K(σ)(n−1)) =

{
Z q = 0, n − 1

0 q �= 0, n − 1

となる．ここで，次の同相が存在する

|K(σ)| ∼= Dn, |K(σ)(n−1)| ∼= Sn−1

ここで，Dnは n次元球体, Sn−1は n − 1次元球面である．この単体分割
について対 Dn, Sn−1 のホモロジー完全列を用いると

Hq(D
n, Sn−1) =

{
Z q = n

0 q �= n

が得られる．
演習で構成した単体分割を用いてMayer-Vietoris完全列を適用すると

トーラスと実射影平面のホモロジー群について次のような結果が得られ
る．三角形分割によらないことは後に証明する．

Hq(S
1 × S1) =




Z q = 0

Z⊕ Z q = 1

Z q = 2

Hq(RP 2) =




Z q = 0

Z2 q = 1

0 q = 2
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