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1 Smith normal form

定理 1. Rを単項イデアル整域とし、A = [aij ]1≤i≤n,1≤j≤m を n×m行列とする。そのとき、あ
る可逆行列 P ∈ GLn(R)と Q ∈ GLm(R)が存在して、PAQが次の形になる。

PAQ =


e1

e2
. . .

es


ここに、空白は 0 をあらわす。

注意 2. 上の形だと正方行列っぽく見えるが実は n×m 行列である。

上記の定理の証明のために、a ∈ R に対して、δ(a) = (aの素因数の個数)と定義する。すなわ
ち、aを素元の積 a = pi11 pi22 . . . pinn として書けば、

δ(pi11 pi22 . . . pinn ) = i1 + i2 + · · ·+ in.

δ(0) = ∞

とおく。

命題 3. Rを単項イデアル整域とする、任意の a, b ∈ R \ {0}に対して、可逆行列 P ∈ GL2(R)が
存在して、

P

(
a
b

)
=

(
gcd(a, b)

0

)
さらに、δ(gcd(a, b)) = δ(a)の時、P = [1∗

0
∗]と選べる.
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証明. g = gcd(a, b)をおく。δ(g) = δ(a)とは a|bである。そのとき、

P =

(
1 0
−b
a 1

)
とおけば良い。その他、ad+ bc = gがみたす c, d ∈ Rを選ぶ（Rが PIDですので、〈a, b〉 = 〈g〉）。
そして、行列

P =

(
d c
−b
g

a
g

)
が補題の条件をみたす：

detP = da
g − c−b

g = ad+bc
g = g

g = 1

■

命題 4. Rを単項イデアル整域とする。任意の行列

A =



a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
...

ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1,m

ai1 ai2 . . . aim
0 ai+1,2 . . . ai+1,m

...
... . . .

...
0 an2 . . . anm


.

に対して、P ∈ GLn(R)が存在して、

PA =



b11 b12 . . . b1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
...

ai−1,1 ai−1,2 . . . ai−1,m

0 bi,2 . . . bi,m
0 ai+1,2 . . . ai+1,m

...
... . . .

...
0 an2 . . . anm


.

さらに、
δ(b11) < δ(a11).

か
a11 = b11, a12 = b12, . . . , a1m = b1m

のどちらかをみたす P を選ぶことができる。

証明. 三つの場合を対処する。
ai,1 = 0のとき、何もしなくても良い。
a1,1 = 0のとき、1行目と i行目を入れ替え行列

1 0
Idi−2

0 1
Idn−i

 .
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を選ぶ。ここに、空白は 0 をあらわし、Idj ∈ GLj(R)は単位行列である。
a11 6= 0かつ a1i 6= 0のとき、命題 3において a11, a1i に対応する行列 P = [p11

p21

p12
p22

]を用い、
p11 p12

Idi−2

p21 p22
Idn−i

 .

を選ぶ。 ■

命題 5. Rを単項イデアル整域とする、任意の行列

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
...

an1 an2 . . . anm

 .

に対して、P ∈ GLn(R)が存在して、

PA =


b11 b12 . . . b1m
0 b22 . . . b2m
...

...
...

0 bn2 . . . bnm

 .

さらに、
δ(b11) < δ(a11).

か
a11 = b11, a12 = b12, . . . , a1m = b1m

のどちらかをみたす P を選ぶことができる。

証明. 命題 4から従う。 ■

命題 6. Rを単項イデアル整域とする、任意の行列

A =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
...

an1 an2 . . . anm

 .

に対して、P ∈ GLn(R), Q ∈ GLm(R)が存在して、

PAQ =


b11 0 . . . 0
0 b22 . . . b2m
...

...
...

0 bn2 . . . bnm

 .

証明. 命題 5とそれの転置を用いると、

B1 = P1A, B2 = P1AQ1, B3 = (P2P1)AQ1, B4 = (P2P1)A(Q1Q2), . . .

が与えられる。左上成分の δ が減るから、ある N に対して、BN = BN+1 = BN+2 = . . . で、こ
れらが命題の PAQの形になる。 ■
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命題 7. Rを単項イデアル整域とする、任意の行列

A =



a11
. . .

aii ai,i+1 . . . aim
ai+1,i ai+1,i+1 . . . ai+1,m

...
...

...
ani an,i+1 . . . an,m


.

に対して、P ∈ GLn(R), Q ∈ GLm(R)が存在して、

PAQ =



a11
. . .

ai+1,i+1

ai+2,i+2 . . . ai+2,m

...
...

an,i+2 . . . an,m


.

証明. 
aii ai,i+1 . . . aim

ai+1,i ai+1,i+1 . . . ai+1,m

...
...

...
ani an,i+1 . . . anm


に対して命題 6の P,Qを用いると、(

idi
P

)
A

(
idi

Q

)
が正しい形になる。 ■

定理の証明. 命題 7から従う。 ■

2 PID上の加群
定理 8. M を単項イデアル整域 R上有限生成加群とする. 同型

M ∼= R⊕d ⊕
⊕

素元 p∈R

((
R
(p)

)⊕ep,1
⊕

(
R

(p)2

)⊕ep,2
⊕
(

R
(p)3

)⊕ep,3
⊕ . . .

)
が存在する。ここに、d, ep,j ∈ N、有限個を除いて ep,j がゼロである. さらに、d, ep,j は一意に
定まる.

例 9. 1. R = Zとき、有限生成アーベル群の基本定理になる.

2. Rが離散付値環で、〈π〉が極大イデアルであれば、（例えば、

R = C[[t]] = {
∞∑
i=0

ait
i | ai ∈ C}, π = t

とか
R = Z(p) = {a

b | b, p 互いに素 }, π = p
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とか)、
M ∼= R⊕d ⊕

(
R
(π)

)⊕e1
⊕

(
R

(π)2

)⊕e2
⊕ · · · ⊕

(
R

(π)N

)⊕eN

命題 10. N ⊆ R⊕n が部分加群であれば、ある m ≤ nについて、R 加群同型 N ∼= R⊕m が存在
する。

証明. 射影
π : R⊕n → R; (b1, . . . , bn) 7→ bn

を考えよう. その核は
ker(π) = {(b1, b2, . . . , bn−1, 0) | bi ∈ R}

である。
N ′ = N ∩ ker(π) = {(b1, b2, . . . , bn) ∈ N | bn = 0}

とおく. 帰納法によって N ′ を生成する

a1 = (a1,1, . . . , a1,n1
, 0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0)

a2 = (a2,1, . . . , a2,n1
, . . . , a2,n2

, 0, . . . , 0, . . . , 0)

...

am = (am,1, . . . , am,n1 , . . . , am,n2 , . . . , am,nm , 0, . . . , 0)

が存在する.ここに、aij ∈ R, ai,ni
6= 0, n1 < n2 < · · · < nm. もし N ′ = N であれば、以上です.

N/N ′ 6= {0}であれば、π(N) 6= {0} ⊆ Rとなって、R加群として、π(N)を生成する 0 6= cn ∈ R

が存在する (Rの部分加群はイデアル、Rが PID). したがって、c+N ′ が R加群として N/N ′ を
生成する c = (c1, . . . , cn−1, cn) ∈ R⊕n が存在する.

そうすると、

a1 = (a1,1, . . . , a1,n1
, 0, . . . , 0, . . . , 0, . . . , 0)

a2 = (a2,1, . . . , a2,n1
, . . . , a2,n2

, 0, . . . , 0, . . . , 0)

...

am = (am,1, . . . , am,n1 , . . . , am,n2 , . . . , am,nm , 0, . . . , 0)

c = (c1, . . . , cn−1, cn)

が N を R加群として生成する：n ∈ N をとって、c+N ′ が N/N ′ を生成するから、ある b ∈ R

について bc+N ′ = n+N ′. すなわち、bc−n ∈ N ′. 元 ai がN ′ を生成するので、ある b1, . . . , bm

について bc− n =
∑m

i=1 biai. したがって、 n = bc+
∑m

i=1 biai. ■

注意 11. ツォルンの補題を用いると、上記の補題の有限生成仮定を外すことができて、M と N

が一般な自由加群になる.

定理の証明. M が有限生成加群とは全射 π : R⊕n → M が存在することである. 命題によって、π

の核が R⊕m に同型である. すなわち、単射 ι : R⊕m → R⊕n が存在して、

0 → R⊕m ι→ R⊕n π→ M → 0

が「完全系列」になる。
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定義 12. R加群準同型

Mi0 → . . . → Mi−1
ϕi→ Mi

ϕi+1→ Mi+1 → · · · → Min

が完全系列であるとは、任意の iに対して、

im(ϕi) = ker(ϕi+1)

が成立することである

自由加群の準同型 ιに対応する n×m行列 Aを考えよう. 可逆行列 P,Qが存在して、

PAQ =


e1

e2
. . .

em

 .

そうすると、行が完全系列である可換図式を得られる.

(b1, . . . , bm) 7→ (e1b1, . . . , embm, 0, . . . , 0)

0 // R⊕m PAQ // R⊕n //
(
⊕m

i=1R/〈em〉
)
⊕R⊕n−m // 0

0 // R⊕m

A
//

Q−1

OO

R⊕n //

P

OO

M // 0

b 7→ Ab

ここに、e1, . . . , em はゼロや可逆元である可能性もある。
P と Qが同型を誘導するから、「図式追跡」によって、同型

M ∼=
(
⊕m

i=1R/〈em〉
)
⊕R⊕n−m

が存在する. もしくは準同型定理によって、P が同型のおかげで、誘導される準同型

R⊕n

ϕ(R⊕m)

P→ R⊕n

ι(R⊕m)

は同型である. ここに、ιは Aに対応する準同型で、ϕは PAQに対応する準同型である.

最後に、各 ei を素元の積 ei = pj11 pj22 . . . pjνn として書けば、中国の剰余定理によって、同型

R/〈ei〉 ∼=
(

R

〈pji1
1 〉

)
⊕
(

R

〈pji2
2 〉

)
⊕ · · · ⊕

(
R

〈pjiν
ν 〉

)
となる.
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一意性を証明するために同型

R⊕d ⊕
⊕
素元
p∈R

⊕
j≥1

ep,j⊕
i=1

R
(pj)

∼= M

∼= M ′ ∼= R⊕d′
⊕

⊕
素元
p∈R

⊕
j≥1

e′p,j⊕
i=1

R
(pj)

とし、素元 pにおいて R/〈p〉ベクトル空間 pnM/pn+1M を考えろう. 素元 p, q は違えば、R/〈q〉
で pが可逆元になる. ゆえに、

pn R
〈qj〉/p

n+1 R
〈qj〉

∼= R
〈qj〉/

R
〈qj〉 = 0 (1)

さらに、n ≥ j のとき、pn R
〈pj〉

∼= 0で、

pn R
〈pj〉/p

n+1 R
〈pj〉 = 0, n ≥ j (2)

となる. pn と掛けれる準同型 ϕpn は R/〈p〉同型

ϕpn : R/〈p〉 ∼→ pnR/pn+1R; a+ pR 7→ pna+ pn+1R (3)

となる. 同様に、n < j の場合に、

ϕpn : R/〈p〉 ∼→ pn R
〈pj〉/p

n+1 R
〈pj〉 , n < j (4)

したがって、ある N に対して, 上記の R同型 (1)、(2)、(3)、(4)は R/〈p〉同型

pnM/pn+1M ∼=
(

R
〈p〉

)⊕d

⊕
⊕
j>n

(
R
〈p〉

)⊕ep,j

になる.同様に、
pnM ′/pn+1M ′ ∼=

(
R
〈p〉

)⊕d′

⊕
⊕
j>n

(
R
〈p〉

)⊕e′p,j

同型なベクトル空間の次元が等しいですので、任意の p, nに対して

d+ ep,n+1 + ep,n+2 + ep,n+3 + . . .

=d′ + e′p,n+1 + e′p,n+2 + e′p,n+3 + . . .

がわかる. したがって、d = d′, ep,j = e′p,j ∀p, j. ■

3 Jordan標準形
定理 13. V を代数閉体 k 上の有限次元ベクトル空間とし、ϕ : V → V を線型写像とする。同伴な
行列が次の形になる基底が存在する。

J1
J2

. . .

Jn


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ここに、空白は 0 をあらわし、ある λi に対し、Ji は次の形になる正方行列である.
λi 1

λi 1
. . . 1

λi

 .

証明. スカラー倍
k[T ]× V 7→ V ; (

n∑
i=1

aiT
i, v) 7→

n∑
i=1

aiϕ
i(v)

を定義すると、V は k[T ]加群になる. ここに、ϕi = ϕ ◦ ϕ ◦ · · · ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
i 部数

. kベクトル空間 V は有限次元

ですので、k[T ]加群 V は有限生成である. したがって、k[T ]加群同型

V ∼= k[T ]⊕d ⊕

 n⊕
i=1

m⊕
j=1

ei,j⊕
k=1

k[T ]

(pi(T ))j


が存在する. ここに、pi(T ) ∈ k[T ]は既約元である. k が代数閉体であるから、ある λi ∈ k に対し
て pi(T ) = T − λi. 上記の同型は k ベクトル空間同型でもある. 左側の次元は有限ですので、右側
の次元も有限である. ゆえに、d = 0. ゆえに、

V ∼=
n⊕

i=1

m⊕
j=1

ei,j⊕
k=1

k[T ]

(T − λi)j

右側の自己準同型 f 7→ Tf を ϕT と表そう.

V ∼=

ϕ

��

⊕
i,j,k

k[T ]
(T−λi)j

ϕT

��
V ∼=

⊕
i,j,k

k[T ]
(T−λi)j

は可換図式ですので、ϕT の行列が 
J1

J2
. . .

Jn


になる右側の基底を見つけたら良い. 明らかに、 k[T ]

〈T−λ〉j の場合を扱えば良い. k ベクトル空間とし
て, 元

(T − λ)j−1, (T − λ)j−2, . . . , T − λ, 1,∈ k[T ]
〈T−λ〉j

が基底をなす. この基底に対して線型写像

ϕT :
k[T ]

〈T − λ〉j
→ k[T ]

〈T − λ〉j
; f(T ) 7→ Tf(T )
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に対応する行列は 
λ 1

λ 1
. . . 1

λ


である. ■

注意 14. n× n行列

J =


λ 1

λ 1
. . . 1

λ


は (T − λ · Idn)n = 0をみたす. より一般に行列

J1
J2

. . .

Jn

 （ここに、Ji =


λi 1

λi 1
. . . 1

λi

）
の固有値は λ1, . . . , λn で、最小多項式は (T − λ1)

j1 . . . (T − λn)
jn である. ここに、ji = Ji の大

きさである.


