
ミラー対称性と K3曲面

Mirror symmetry and K3 surfa
es

大阪大学理学研究科 植田　一石

Kazushi Ueda

Graduate S
hool of S
ien
e

Osaka University

ミラー対称性は超弦理論に由来する数学的な現象で，ある空間の複素幾何と別の空間の

シンプレクティック幾何の間に様々な不思議な関係があることを指す．K3曲面に対して

は，Hodge 数に自由度がないことと，種数 0 の Gromov-Witten不変量が消えることか

ら，一見すると位相的および古典的ミラー対称性は自明に思われるが，実は豊かな内容を

持っている．このことを，Q

�

p

5

�

の対称 Hilbertモジュラー曲面に付随する K3曲面の

族の周期をミラー対称性の視点から詳しく調べた [HNU℄ に沿って紹介したい．

1 ミラー対称性

ミラー対称性に関わる予想の中には様々なものがあるが，代表的なものとしては

� 位相的ミラー対称性

� 古典的ミラー対称性

� ホモロジー的ミラー対称性

� Strominger-Yau-Zaslow予想

が挙げられる．位相的ミラー対称性は任意の n次元 Calabi-Yau多様体 Y に対して別の

n次元 Calabi-Yau多様体
�

Y が存在して，Hodge数の間に

h

i;j

(Y ) = h

i;n�j

(

�

Y ) (1.1)

という関係があることを主張する．古典的ミラー対称性は Y の Gromov-Witten不変量

の母関数と
�

Y の周期の間の不思議な関係を予言する．これは Gromov-Witten不変量を

1



用いて Y の「K�ahler構造のモジュライ空間」の上に定まる Hodge構造の変形 (A-VHS)

と，
�

Y の複素構造のモジュライ空間の上に通常の方法で定まる Hodge 構造の変形 (B-

VHS)の間の関係として定式化できるので，Hodge理論的ミラー対称性と呼ばれること

もある (例えば [CK99, Iri11℄ およびその参考文献を参照)．ここで，「K�ahler 構造のモ

ジュライ空間」と括弧をつけた理由は，現時点ではまだ定義が確定していないからであ

る．Y の「K�ahler 構造の拡大モジュライ空間」の普遍被覆は Y 上の連接層の導来圏の

Bridgelandの意味での安定性条件の空間になると期待されている．ここで「拡大モジュ

ライ空間」とは，h

1;1

(Y )だけでなく全ての代数的サイクルを考えることを指す．ホモロ

ジー的ミラー対称性は Kontsevi
h によって 1994年の国際数学者会議で提唱された予想

であり，三角圏の同値

D

b

FukY

�

=

D

b


oh

�

Y (1.2)

の存在を主張する．Strominger-Yau-Zaslow予想は，任意の Calabi-Yau多様体 Y が

特殊 Lagrange トーラスファイバー束 Y ! B の構造を持ち，その双対トーラスファイ

バー束
�

Y ! B の全空間としてミラー
�

Y が得られる事を主張する．難しさの度合いとし

ては

(位相的ミラー対称性)� (古典的ミラー対称性)

� (ホモロジー的ミラー対称性)� (SYZ予想)

であると考えられているが，与えられた空間に対してそのミラーを作るのは一般には難し

く，位相的ミラー対称性ですら完全解決には程遠い．ミラーの構成に関しては

� オービフォールド構成 [GP90℄

� 反射的多面体の極双対 [Bat94℄

� 可逆多項式の転置 [BH93℄

� トーリック退化と 
onifold転移 [BCFKvS98℄

� 特殊 Lagrangeトーラスファイバー束 [SYZ96℄

などの様々な方法が知られている．

2 K3曲面に対するミラー対称性

Y を K3曲面とする時，自由アーベル群 H

�

(Y ;Z) に向井対合

((a

0

; a

2

; a

4

); (b

0

; b

2

; b

4

)) = (a

2

; b

2

)� (a

0

; b

4

)� (a

4

; b

0

)
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を入れたものを拡大K3格子と呼ぶ．Y の複素構造は Hodge-Riemannの双線型関係式

(
;
) = 0; (
;
) > 0 (2.1)

を満たす正則体積形式 
 2 H

2;0

(Y ) の類 [
℄ 2 P(H

2

(Y; C )) によって定まる．

Y の複素化されたK�ahler構造とは，H

�

(Y; C ) の元

f = exp(B +

p

�1!)

=

�

1; B +

p

�1!;

1

2

(B +

p

�1!)

2

�

2 H

0

(Y ; C ) �H

2

(Y ; C ) �H

4

(Y ; C )

で，

(f;f) = 0; (f;f) > 0; (f;
) = 0; (f;
) = 0 (2.2)

を満たすものを指す．H

2

(Y ;R) の元 ! は K�ahler 類の一般化であり，! 2 H

2

(Y;R) \

H

1;1

(Y ) と ! � ! > 0 を満たす．H

2

(Y;R) の元 B は B 場と呼ばれ，B 2 H

2

(Y;R) \

H

1;1

(Y )を満たす．! と B は [f℄ 2 P(H

�

(Y ; C )) から一意的に定まることに注意せよ．

K3曲面 Y と P(H

�

(Y ; C )) の 2つの元の組 (Y; ([
℄; [f℄))で上の条件をみたすものを，複

素化された K�ahler構造を持つ K3曲面と呼ぶ。

定義 2.1 (Aspinwall-Morrison [AM97℄). 複素化された K�ahler構造を持つ K3曲面の組

((Y; ([
℄; [f℄)); (

�

Y ; ([

�


℄; [

�

f℄))) は，拡大 K3 格子の同型 ' : H

�

(Y ;Z)

�

�! H

�

(

�

Y ;Z) で

('([
℄); '([f℄)) = ([

�

f℄; [

�


℄) を満たすものが存在するとき，Aspinwall-Morrisonの意

味でのミラー対と呼ばれる．

3 Batyrevミラー構成と Dolga
hev予想

X を滑らかなトーリック弱 Fano多様体とする．ここで，弱 Fano多様体とは，反正準

因子がネフかつ巨大な多様体を指す．Y を X の滑らかな反正準超曲面とする．反正準束

の Newton多面体を

� = Conv

�

m 2M

�

�

x

m

2 H

0

(O

X

(�K

X

))

	

(3.1)

とおく．ここでM はX の稠密トーラスの指標群である：

T = Spe
 C [M ℄ � X: (3.2)
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�の極多面体 (polar polytope)を

�

� =

�

v 2

�

M

�

�

任意のm 2 �に対し hv;mi � �1

	

(3.3)

で定義する．ここで，
�

M = Hom(M ;Z)はM の双対格子である．
�

�が格子多面体にな

る時，�は反射的 (re
exive)であると言う．扇 �に対し，その 1次元錐の生成元の凸

包を扇多面体 (fan polytope)と呼ぶ．�を扇多面体に持つ扇を適当に選び，それに付

随したトーリック多様体を
�

X と書く．
�

X が滑らかな反正準超曲面
�

Y を持つとき，Y と

�

Y は Batyrevミラー対 (Batyrev mirror pair) と呼ばれる [Bat94℄．

さて，X を 3次元と仮定して，反正準線形系 j�K

X

jと j�K

�

X

jに属する非常に一般の

因子 Y と
�

Y を取る．制限写像 �

�

: H

2

(X;Z)! H

2

(Y ;Z)の像で生成される H

2

(Y ;Z)

の原始的部分格子をM

�

とおき，M
�

�

� H

�

(

�

Y ;Z)も同様に定義する．

予想 3.1 (Dolga
hev [Dol96, Conje
ture (8.6)℄).

1. ある格子
�

M

�

が存在して、M
�

の H

2

(Y ;Z)における直交補格子 M

?

�

は U?

�

M

�

と直交分解される．

2. 原始的埋め込みM

�

�

�

�

M

�

が存在する．

3. 等号M

�

�

=

�

M

�

が成立するための必要十分条件はM

�

�

=

Pi
Y である．

4 格子偏極 K3曲面

K3曲面 Y の 2次のコホモロジー群 H

2

(Y;Z)にカップ積で対合を入れたものを K3格

子と呼ぶ．K3格子は階数が 22で符号が (3; 19)の偶ユニモジュラー格子であり，抽象的

な格子として L = E

8

?E

8

?U?U?U と同型になる．K3曲面 Y に対して

�(Y ) = fÆ 2 Pi
(Y ) j (Æ; Æ) = �2g (4.1)

とおく．[L℄ = Æ 2 �(Y )となるような直線束 Lに対して，Riemann-Ro
hの定理より

h

0

(L) + h

0

(L

_

) � 2 +

1

2

(Æ; Æ) = 1 (4.2)

となるので，Lまたは L

_

のどちらか一方は自明でない切断を持ち，従って効果的になる；

�(Y ) = �(Y )

+

q�(Y )

�

; (4.3)

�(Y )

+

= fÆ 2 �(Y ) j Æは効果的 g ; (4.4)

�(Y )

�

= ��(Y )

+

: (4.5)
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�(Y )の元による競映で生成される格子の直交群 O(L)の部分群W (L)は

V (Y ) = fx 2 H

1;1

(Y ) \H

2

(Y;R) j (x; x) > 0g (4.6)

の K�ahler類を含む連結成分 V

+

に真性不連続に作用する．この作用の基本領域は

C(Y ) =

�

x 2 V (Y )

+

�

�

任意のÆ 2 �(Y )

+

に対して (x; Æ) � 0

	

(4.7)

で与えられ，K�ahler錘は

C(Y )

+

=

�

x 2 V (Y )

+

�

�

任意のÆ 2 �(Y )

+

に対して (x; Æ) > 0

	

(4.8)

となる (例えば [BHPVdV04, Corollary VIII.3.9℄を参照)．Lefs
hetzの定理により

Pi
(Y ) = H

1;1

(Y ) \H

2

(Y ;Z) (4.9)

となることに注意して，

Pi
(Y )

+

= C(Y ) \H

2

(Y ;Z); (4.10)

Pi
(Y )

++

= C(Y )

+

\H

2

(Y ;Z) (4.11)

と定義する．

M を符号 (1; t)の偶非退化格子とする．

V (M) = fx 2M

R

j (x; x) > 0g (4.12)

の連結成分を一つ選んで V (M)

+

と呼ぶ．

�(M) = fÆ 2M j (Æ; Æ) = �2g (4.13)

の部分集合�(M)

+

を

1. �(M) = �(M)

+

q�(M)

�

, ただし �(M)

�

= f�Æ j Æ 2 �(M)

+

g

2. �(M)

+

は加法で閉じている (が，減法では閉じていない)

を満たす様に選び，

C(M)

+

=

�

h 2 V (M)

+

\M

�

�

任意のÆ 2 �(M)

+

に対して (h; Æ) > 0

	

(4.14)

とおく．
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定義 4.1 (Dolga
hev [Dol96℄). K3曲面 Y と原始的な格子の埋め込み j : M ,! Pi
(Y )

の組 (Y; j)をM 偏極K3曲面と呼ぶ．K3曲面の同型射 f : Y ! Y

0

で j = f

�

Æ j

0

を満

たすものを (Y; j)から (Y

0

; j

0

)への同型射と呼ぶ．M 偏極 K3曲面は，

j(C(M)

+

) \ Pi
(Y )

++

6= ;: (4.15)

を満たすとき豊富 (ample)であると言われる．

原始的な格子の埋め込み i

M

: M ,! L を固定して，その直交補格子を T と呼ぶ．M

偏極 K3曲面の周期領域

D =

�

[
℄ 2 P(T

C

)

�

�

(
;
) = 0; (
;
) > 0

	

(4.16)

は T

R

の向き付けられた正定値平面のなす Grassmann 多様体 O(2; 19 � t)=SO(2) �

O(19� t) である．これは 2つの連結成分 D

+

および D

�

からなり，その各々は IV型の

有界 Hermite対称領域である．

�(M) = f� 2 O(L) j任意のm 2M に対して�(m) = mg (4.17)

とおき，その自然な単射 �(M) ,! O(T ) による像を � とする．K3曲面に対する大域的

Torelliの定理と周期写像の全射性より，豊富なM 偏極 K3曲面のモジュライ空間Mは

D

Æ

=� と表される．ここで，

D

Æ

= D n

0

�

[

Æ2�(T )

H

Æ

\ D

1

A

(4.18)

は競映面H

Æ

= fz 2 T

C

j (z; Æ) = 0g の補集合である．周期領域のコンパクト双対

�

D = f[
℄ 2 P(T

C

) j (
;
) = 0g (4.19)

における周期領域の閉包を D

�

と書く．その位相境界は

D

�

n D =

[

I : M

R

の等方部分空間

B(I) (4.20)

である．ここで，B(I) = P(I

C

) n

�

S

J(I

P(J

C

)

�

である．M の符号が (2; 19� t)である

ので，I の階数は 1または 2であり，P(I
C

) \ D

�

は一点か上半平面になる．I が Q 上定

義されている時，B(I)は有理的であると言う．Mの佐竹-Baily-Borelコンパクト化は

M

�

=

 

D [

[

I : rational

P(I

C

) \ D

�

!

=�: (4.21)
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で定義される．

ある格子 N によって T = U?N となると仮定し，等方的な部分空間 Ze � T に付随す

る尖点の近傍を考える．U の基底 fe; fgを (e; e) = (f; f) = 0 および (e; f) = 1 を満た

すように取り，O(T )における eの固定化部分群を �

e

とおく．N の元 v に対し，T の等

長写像 '

e;v

を

'

e;v

(x) = x�

�

1

2

(v; v)(e; x) + (v; x)

�

e+ (e; x)v (4.22)

で定義する．任意の w 2 N に対し，

'

e;v

Æ '

e;w

= '

e;v+w

; (4.23)

および

'

e;v

(e) = e; '

e;v

(f) = �

1

2

(v; v)e+ f + v; '

e;v

(w) = �(v; w)e+ w (4.24)

が成り立つことが容易に分かり，

'

e;�

: N ,! O(T ): (4.25)

は群の単射を定める．�
e

の任意の元 �は �(f) � f + v mod Zeを満たす v 2 N と適当

な  2 O(N)を用いて  Æ '

e;v

と書けることから，

�

e

= O(N)nN (4.26)

が分かる．写像

v 7! 
 = �

1

2

(v; v)e+ f + v (4.27)

によって，周期領域 (4.16)は管状領域

�

v = v

1

+

p

�1v

2

2 N

C

�

�

(v

2

; v

2

) > 0

	

(4.28)

と同一視される．この同一視によって，'
e;u

2 N � �

e

の作用は平行移動 v 7! v + u に

移される．従って，D=�の尖点の近傍は局所的に

(N

C

=N)/O(N)

+

�

=

N

C

�
=O(N)

+

(4.29)

と同型である．ここで，O(N)

+

は D

+

の連結成分を保つ O(N) の指数 2 の部分群であ

る．O(N)

+

の作用で不変な N の扇 � に対し，� に付随するトーリック多様体 X

�

は

O(N)

+

の自然な作用を持つ．尖点の近傍を商 X

�

=O(N)

+

の原点の近傍で置き換えるこ

とで，D=�のトロイダル部分コンパクト化が得られる．
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5 2次スタック

�をM
R

内の反射的多面体，A = fv

0

= 0; v

1

; : : : ; v

n+r

g を�の格子点の集合として，

扇列 (fan sequen
e)

0! L ! Z

n+r

�

�!

�

N ! 0 (5.1)

を考える．ここで
�

N = M であり，L は i 番目の座標ベクトル e

i

を v

i

に送る準同型

P : Z

n+r

!

�

N の核である．L の基底を f


(p)

g

r

p=1

と書く．ただし 


(p)

= (


(p)

1

; : : : ; 


(p)

n+r

)

である．ev
i

= (v

i

; 1) 2

�

N � Zとおいて，完全列

0! L ! Z

A

e

�

�!

�

N � Z! 0 (5.2)

を得る．ここで写像
e

� は e

i

を ev
i

に送り，写像 L ! Z

A

は 


(p)

2 L を

e


(p)

= (�


(p)

1

� � � � � 


(p)

n+r

; 


(p)

1

; : : : ; 


(p)

n+r

) 2 Z

A

(5.3)

に送る．扇列 (5.1)に双対な列

0!

�

M

�

_

��! Z

n+r

! L

_

! 0 (5.4)

を因子列 (divisor sequen
e)と呼ぶ．

�の多面体分割 � = f�

1

; : : : ;�

k

gに対し，

C(�) =

�

 2 R

A

�

�

任意の i = 1; : : : ; kに対し，g
 

は�

i

上でアファイン線形

	

; (5.5)

とおく．ここで g

 

: � ! R は  : A ! R に付随する区分線形凸関数である．錐

C(�) はM
R

上のアファイン線形関数のなす加法群 A�(M

R

) の作用で不変であり，商

錐 C(�)=A�(M

R

)は R

A

=A�(M

R

)内の完備扇 F(A)を定める．この扇 F(A)を 2 次

扇 (se
ondary fan) と呼ぶ [GKZ94℄．2 次扇 F(A) の極大錐は � の正則三角形分割

(
oherent triangulation)に対応する．Aのアファイン従属な部分集合で，その任意の

真部分集合がアファイン独立であるようなものを回路 (
ir
uit)と呼ぶ [GKZ94, 7.1.B℄．

隣接する正則三角形分割は，回路に沿った変更で移り合う [GKZ94, Theorem 7.2.10℄．

完全列 (5.2) における写像 L ! Z

A

の転置 Z

A

! L

_

による Z

A

の基底の像たちは

F(A) の 1 次元錐の生成元をなし，これによって F(A) にスタック的扇の構造が定ま

る．このスタック的扇から定まるトーリック Deligne-Mumford スタックを 2 次スタッ

8



ク (se
ondary sta
k)と呼ぶ [DKK℄．2次スタックの稠密トーラスは L

C

� と自然に同

一視される．2 次スタック X

F(A)

の粗モジュライ空間は P(C

A

) の T による Chow 商

(Chow quotient)である [KSZ91, KSZ92℄．

�の面（すなわち，どれかの�

i

の面）�

0

に対し，

C(�;�

0

) = f 2 C(�) j g

 

は�

0

で最小値を取る g

とおく．錐 C(�;�

0

)は R � A�(M

R

)の加法的な作用で不変である．錐 C(�;�

0

)=R た

ちの集合は R

A

=R の完備扇
e

F(A)をなすが，この扇を La�orgue扇 (La�orgue fan)

と呼び [Laf03, Ha
℄，La�orgue 扇に付随するトーリクスタックを La�orgue スタッ

ク (La�orgue sta
k)と呼ぶ [DKK℄．自然な準同型 Z

A

=Z! Z

A

=A�

Z

(M) は扇の射

e

F(A)! F(A) を引き起こし，トーリックスタックの射 '

X

: X

e

F(A)

! X

F(A)

を定める．

2次スタックX

F(A)

のトーラス軌道は�の正則多面体分割と対応しているが，その軌道

上の '

X

のファイバーは，その多面体分割に対応したトーリック多様体の合併になる．

x = (x

1

; : : : ; x

n

) 2 (C

�

)

n

と a = (a

0

; : : : ; a

n+r

) 2 C

A

に対し，Laurent多項式

W (x; a) =

n+r

X

i=0

a

i

x

v

i1

1

� � �x

v

in

n

(5.6)

は (C

�

)

n

� C

A

上の関数を定めるが，この関数は (�

i

)

n

i=1

2 T の (C

�

)

n

� C

A

への作用

x

i

7! �

i

x

i

; i = 1; : : : ; n; (5.7)

a

k

7! �

�v

k1

1

� � ��

�v

kn

n

a

k

; k = 0; : : : ; n+ r (5.8)

で不変であり，� 2 C

�

の作用

x

i

7! x

i

; i = 1; : : : ; n; (5.9)

a

k

7! �a

k

; k = 0; : : : ; n+ r (5.10)

で �倍されるので，W (�; a)

�1

(0) � (C

�

)

n

の同型類は [a℄ 2 C

A

=(T � C

�

)のみに依存

する．族W

�1

(0) � (C

�

)

n

� C

A

! C

A

を T � C

�

による作用で割り，底空間とファイ

バーを同時にコンパクト化することによって，超曲面の族 '

Y

: Y

A

! X

F(A)

を得る．言

い換えると，族 X

e

F(A)

! X

F(A)

の各ファイバーに制限すると反正準束を与えるような

La�orgueスタック X

e

F(A)

上の自然な直線束 O

X

e

F
(A)

(1)が存在して，W はその大域切断

を与え，Y
A

はその零点集合で，'
Y

はX

F(A)

への射影である．

Laurent多項式W の臨界点集合は，(C

�

)

n

� C

A

の上では

W =

�W

�x

1

= � � � =

�W

�x

n

= 0 (5.11)
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で定義されるが，その C

A

への射影の像の閉包 r
A

� C

A

を判別式多様体 (dis
rimi-

nantal variety)，r
A

で消える既約な多項式 �

A

2 Z[a

0

; : : : ; a

n+r

℄ を A 判別式 (A-

dis
riminant)，�
A

の Newton多面体を Aの 2次多面体 (se
ondary polytope)と

呼ぶ．2次多面体の法扇は 2次扇と一致することが知られている．r
A

\(C

�

)

A

は T�C

�

の作用で不変なので，簡約 A判別式多様体 (redu
ed A-dis
riminantal variety)と

呼ばれる超曲面r
A

� L

C

�
= (C

�

)

A

=(T � C

�

) に落ちる．

�

q

(�) =

n

Y

j=1

 

r

X

p=1




(p)

j

�

p

!




(q)

j

(5.12)

とおくと，有理写像 h : P

r

! L

C

�
; � = [�

1

: � � � : �

r+1

℄ 7! (�

1

(�

1

); : : : ;�

r

(�)) の像は簡

約 A判別式多様体を与えることが知られているが，これを簡約 A判別式多様体のHorn-

Kapranov 一意化 (Horn-Kapranov uniformization) と呼ぶ [Hor89, Kap91℄．族

'

Y

の判別式多様体の補集合 X

reg

F(A)

= L

C

�

nr

A

への制限を

'

reg

Y

: Y

reg

A

! X

reg

F(A)

(5.13)

で表す．

6 ミラー対称性とモノドロミー

Hodge理論によって，X

reg

F(A)

上の純偏極整Hodge構造の変形 (H

v


B;Z

;r

B

;F

�

B

; Q

B

) が

定まる [Iri11, De�nitions 6.5 and 6.7℄．ここでH

v


B;Z

は点 [a℄ 2 X

reg

F(A)

の上のファイバー

が消滅サイクルで生成される H

n�1

(Y

a

;Z)の部分格子であるような X

reg

F(A)

上の局所系で

あり，r

B

はH

v


B;Z


O

X

reg

F(A)

上の Gauss-Manin 接続，F

�

B

は Hodgeフィルトレーショ

ン，Q
B

は偏極である．一方，ミラー側においては，

H

�

amb

(

�

Y ;Z) = Im(�

�

: H

�

(

�

X;Z)! H

�

(

�

Y ;Z)) (6.1)

を入れ物のトーリック多様体のコホモロジー群の制限として得られる H

�

(

�

Y ;Z) の部

分空間とするとき，H

2

amb

(

�

Y ; C ) の適当な部分空間 U を底空間とし，H

�

(

�

Y ;Z)をファ

イバーとするような局所系 H

amb

A;Z

に，
�

Y の Gromov-Witten 不変量を用いて定義され

る H
A

= H

�

amb

(

�

Y ; C ) 
 O

U

上の Dubrovin 接続 r

A

と Hodge フィルトレーション

F

p

A

= H

4�2p

amb

(

�

Y ; C ) 
 O

U

および Poin
ar�e 対合 Q

A

: H

A


H

A

! O

U

を組み合わせ

ることで，純偏極整 Hodge構造の変形 (H

amb

A;Z

;r

A

;F

�

A

; Q

A

)を得ることが出来る [Iri11,

De�nition 6.2℄．局所系 H

amb

A;Z

のファイバーは N (

�

X) からの引き戻しで生成される数値
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的 Grothendie
k 群 N (

�

Y ) の部分群 N

amb

(

�

Y ) と同型になる．Riemann-Ro
h の定理に

より，N (

�

Y )は Grothendie
k群K(

�

Y )の写像

v : K(

�

Y )! H

�

(

�

Y ;Q); E 7! 
h(E) [

b

�

�

Y

(6.2)

による像と同型になる．ここで，
b

�類は Todd類の平方根である [Iri09℄．

定理 6.1 (Iritani [Iri11, Theorem 6.9℄). 純偏極整 Hodge構造の変形の同型

Mir

Y

: &

�

(H

amb

A;Z

;r

A

;F

�

A

; Q

A

)

�

�! (H

v


B;Z

;r

B

;F

�

B

; Q

B

) (6.3)

が存在する．

定理 6.1の証明の重要なステップは [Iri11, Theorem 5.7℄であるが，その証明の過程で，

極大退化点の近傍における �

1

(L

_

C

�

)

�

=

L

_

の元 ` に沿った H

v


B;Z

のモノロドミーを同型

(6.3)で移したものは，

1

(L

i

) = ` 2 L

_

�

=

Pi


�

X となる
�

X 上の直線束 L

i

の双対束の制

限によるテンソル積が引き起こす等長写像

(�)
 �

�

(L

_

i

) : N (

�

Y )!N (

�

Y ) (6.4)

で与えられることが示される．この作用は連接層の導来圏D

b


oh

�

Y の自己同値に持ち上

がることに注意せよ．周期写像のモノドロミーとミラーの連接層の導来圏の自己同値の関

係は [Kon98, Hor05℄に遡る．

�

Y が K3曲面の時，数値的 Grothendie
k 群 N (

�

Y )は Pi
ard群 Pi
(

�

Y )と，構造層お

よび点層の類の生成する自由アーベル群の直和 Z[O

�

Y

℄� Pi
(

�

Y )� Z[O

p

℄ に分解する．こ

こで，Pi
ard群の数値的 Grothendie
k群への埋め込みは [O

�

Y

(D)℄ 7! [O

D

℄ で与えられ，

その上の対合は

(O

�

Y

;O

�

Y

) = �2; (O

�

Y

;O

D

) = ��(O

D

); (O

�

Y

;O

p

) = �1; (6.5)

(O

D

;O

E

) = D �E; (O

D

;O

p

) = ��(O

p

;O

p

) = 0 (6.6)

で与えられる．ここで O

�

Y

は構造層，O
D

は因子 Dの構造層, そして O

p

は点の構造層で

ある．自己同値 (�)
O

�

Y

(�D) : K(

�

Y )! K(

�

Y )の作用は

[O

�

Y

℄ 7! [O(�D)℄ = [O

�

Y

℄� [O

D

℄; (6.7)

[O

E

℄ 7! [O

E

(�D)℄ = [O

E

℄� (D �E)[O

p

℄; (6.8)

[O

p

℄ 7! [O

p

℄ (6.9)

で与えられる．
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v

1

v

3

v

2

v

0

�

3;

�

3

�

2;

�

1;

�

23

�

13

�

12

�

1

�

2

図 7.1 � = ConvAの多角形分割

7 モジュラー曲線X
0

(3)上の楕円曲線族

2次スタックの例として，A = fv

0

; v

1

; v

2

; v

3

g で

�

v

0

v

1

v

2

v

3

�

=

�

0 1 0 �1

0 0 1 �1

�

(7.1)

の場合を考える．R

A

の元を，f
i

(e

j

) = Æ

ij

なる関数たち ff

i

g

3

i=0

と (�

i

)

3

i=0

2 R

4

を用い

て f =

P

3

i=0

�

i

f

i

と書く．f によって引き起こされる �の多面体分割は

� =

(

�

�

= f�g 3�

0

� �

1

+ �

2

+ �

3

;

�

+

= f�

1

;�

2

;�

3

g 3�

0

< �

1

+ �

2

+ �

3

;

(7.2)

で与えられ，2次扇は 2つの錐 C(f�g) = f3�

0

� �

1

+ �

2

+ �

3

g と C(f�

1

;�

2

;�

3

g) =

f3�

0

� �

1

+ �

2

+ �

3

g からなる．多面体分割 �

�

は 1 つの面 f�g, 3 つの辺

f�

1;

;�

2;

;�

3;

g および 3 つの頂点 fv

1

; v

2

; v

3

g を持つ．R

A

=R の座標を �

i

= �

i

� �

0

,

i = 1; 2; 3とすると，La�orgue扇の錘は

C(�

�

;�) = f�

1

= �

2

= �

3

� 0g;

C(�

�

;�

1;

) = f�

2

= �

3

� minf�

1

; 0g; �

1

+ �

2

+ �

3

� 0g;

C(�

�

; v

1

) = f�

1

� minf�

2

; �

3

; 0g; �

1

+ �

2

+ �

3

� 0g;
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などで与えられる．多面体分割 �

+

は 3つの面 f�

1

;�

2

;�

3

g, 6つの辺 f�

12

; : : : ;�

3;

g

および 4つの頂点 fv

0

; v

1

; v

2

; v

3

gからなり，La�orgue扇の錘は

C(�

�

;�

1

) = f�

2

= �

3

= 0; �

1

� 0g;

C(�

�

;�

1;

) = f�

2

= �

3

� 0; �

1

+ �

2

+ �

3

� 0g;

C(�

�

;�

23

) = f�

1

= 0; �

2

� 0; �

3

� 0g;

C(�

�

; v

0

) = fminf�

1

; �

2

; �

3

g � 0g;

C(�

�

; v

1

) = f�

1

� minf�

2

; �

3

; 0g; �

1

+ �

2

+ �

3

� 0g;

などで与えられる．全体として，La�orgue扇
e

F(A)は 7つの 3次元錐を持つ．そのうち

3つは P

2

=(Z=3Z)のトーラス固定点に，4つは 3枚の P

2

の合併のトーラス固定点に対応

する．Laurent多項式 (5.6)は

W = a

0

+ a

1

x+ a

2

y +

a

3

xy

; (7.3)

で与えられ，その判別式は

� = a

3

0

+ 27a

1

a

2

a

3

である．2次多面体は

�(A) = Convf(3; 0; 0; 0); (0; 1; 1; 1)g

であり，その法扇は確かに 2次扇 F(�)と一致している．2次スタックの稠密トーラスの

座標は

� =

a

1

a

2

a

3

a

3

0

(7.4)

で与えられる．

3次曲線の Hesse鉛筆は

X

3

+ Y

3

+ Z

3

+ �XY Z = 0 (7.5)

で与えられる．この鉛筆の基点は 9点の変曲点からなり，ここで爆発することによって塩

田の楕円モジュラー曲面 S(3)! X(3)を得る [Shi72℄．ここで，X(3)は H =�(3)に 4つの

尖点を付け加えることによって得られるモジュラー曲線であり，それぞれの尖点の上には

I

3

型の特異ファイバーが乗る．9本の例外曲線は 9本の切断を与え，これが各ファイバー

上で位数 3の捩点を与える．Hesse群 (Hessian group) G

216

�

=

SL

2

(F

3

)n(Z=3Z)

2

は

13



S(3) ! X(3)に同変に作用する．ここで，SL
2

(F

3

) = SL

2

(Z)=�(3) かつ PSL

2

(F

3

)

�

=

A

4

である．! = exp(2�

p

�1=3)を 1の原始 3乗根とし，

([X : Y : Z℄; �) 7! ([!X : !

2

Y : Z℄; �); (7.6)

([X : Y : Z℄; �) 7! ([X : Y : !Z℄; !�); (7.7)

で生成される G

216

の部分群を考える．各 �に対し，(7.3)の特殊化で得られる楕円曲線

x

2

y + xy

2

+ z

3

+ �xyz = 0 (7.8)

は (7.5)の (7.6)による商である：

x =

X

2

Y

; y =

Y

2

X

; z = Z; � =

1

�

3

: (7.9)

この写像によって，各ファイバー上で部分群 E[3℄は Z=3Zと同型な E=(Z=3Z)の部分群

に移る．底空間上の 2点 �と !�は �

0

(3)構造付き楕円曲線として同型になり，この作用

による商をとることによって楕円モジュラー曲面 S

0

(3) ! X

0

(3)を得る．モジュラー曲

線X

0

(3)は 2つの尖点と，位数 3の固定化部分群を持つ点を 1つ持つ．

8 Q

�

p

5

�

の対称 Hilbertモジュラー曲面に付随する K3曲面

3次元の反射的多面体は 4319個あり，その中で頂点の個数が 5のもの (すなわち，対応

する K3曲面の族のパラメーターの個数が 2になるもの) は 5つある．[HNU℄ではこのう

ちの 2つを，2次スタックとトロイダルコンパクト化の観点から詳しく調べた．これらの

族の一方は P

1

上の P

2

束 P(O

P

2

�O

P

2

(2))の反正準超曲面のミラーであり，もう一方は

Pi
ard数が 1で通常 2重点を 1つ持つトーリック Fano多様体の小さな特異点解消の反

正準超曲面のミラーである．これらの族の非常に一般のファイバーの Pi
ard格子と超越

格子はそれぞれ

M = E

8

?E

8

?

�

2 1

1 �2

�

; T = U?

�

2 1

1 �2

�

(8.1)

および

M = E

8

?E

8

?

�

0 3

3 0

�

; T = U?

�

0 3

3 0

�

(8.2)

である [Nag12℄．対応する格子偏極 K3 曲面のモジュライ空間M は，前者では Q

�

p

5

�

に付随した対称 Hilbertモジュラー曲面になり，後者ではモジュラー曲線の直積を適当な
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群で割ったものになる．2 次スタックは族のパラメーター空間のコンパクト化を与える

が，これとモジュライ空間のトロイダルコンパクト化の関係が [HNU℄ の主定理であり，

Hilbertモジュラー曲面の場合は次のようになる．

定理 8.1 ([HNU, Theorem 1.1℄). 周期写像は Deligne-Mumfordスタックの同型

e

� :

e

X

F(A)

�

�!M

�

(8.3)

を与える．ここで，
e

X

F(A)

! X

F(A)

は X

F(A)

上の一点で重み (1; 3)の重み付き爆発を

行った後，判別式にそって位数 2のルート構成を行ったものである．また，M
�

は，周期

写像のモノドロミーで定まる扇 � によるM のトロイダルコンパクト化に自然な軌道体

の構造を入れたものである．

ここで，ルート構成 (root 
onstru
tion)は因子にそって固定化部分群を導入する手

法である [AGV08, Cad07℄．佐竹-Baily-Borelコンパクト化M

0

のただ一つの尖点の逆像

は 2つのトーリック因子の合併であり，その交点は極大退化点 (maximally unipotent

monodromy point)である．これらの因子の周りでのモノドロミー対数N は N

2

6= 0

および N

3

= 0を満たし，K3曲面が III型の退化をしていることが分かる．周期写像の有

理写像としての記述は [Nag12℄で得られているが，定理 8.1ではさらに

� 2次スタック [Laf03, Ha
, DKK℄ を用いてパラメーター空間をコンパクト化し，

� [Iri11℄を用いて周期写像のモノドロミーをミラーの連接層の導来圏の自己同値の言

葉で記述し，

� そのモノドロミーを用いてモジュライ空間のトロイダルコンパクト化を行い，

� 周期写像をコンパクトなスタックの間の写像として記述した．

定理 8.1の動機は，対数幾何を用いた K3 曲面のモジュライ空間のコンパクト化 [Ols04℄

や対数的 Hodge 理論 [KU09℄と，日増しに高まるミラー対称性における対数幾何の重要

性 (例えば [ACG

+

, Gro℄やこの講究録における臼井氏の論説を参照)にある．

8.1 2次スタック

図 8.1にある 5頂点の反射的多面体を � = Convfv

1

; v

2

; v

3

; v

4

; v

5

g とおくと，

� =

�

v

1

v

2

v

3

v

4

v

5

�

=

0

�

1 0 0 0 �1

0 1 0 0 �1

0 0 1 �1 �2

1

A

(8.4)
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a

1

a

2

a

3

a

0

a

4

a

5

図 8.1 5頂点の反射的多面体�

(1; 0)

(0; 1)

(1; 2)

(�2;�5)

図 8.2 2次扇 F(A)

である．因子列 (5.4) に表れる準同型 Z

n+r

! L

_

を行列表示すると

�

�2 0 0 1 1 0

�5 1 1 2 0 1

�

(8.5)

となり，2次扇は図 8.2のようになる．Laurent多項式の空間は

C

A

0

=

�

W = a

0

+ a

1

x+ a

2

y + a

3

z +

a

4

z

+

a

5

xyz

2

�

(8.6)

で与えられる．2次スタック X

F(A

0

)

の稠密トーラス L

_

C

�

は

� =

a

3

a

4

a

2

0

; (8.7)

� =

a

1

a

2

a

2

3

a

5

a

5

0

(8.8)

を用いて Spe
 C [�

�1

; �

�1

℄ と書ける．2 次スタック X

F(A)

は P(1; 2; 5) を重み付き爆発

することによって得られ，爆発する前の P(1; 2; 5)の斉次座標は

[� : � : �℄ = [a

0

: a

3

a

4

: a

1

a

2

a

2

3

a

5

℄ (8.9)

で与えられる．判別式は

� = a

2

4

a

6

0

+ 4a

1

a

2

a

5

a

5

0

� 12a

3

a

3

4

a

4

0

� 50a

1

a

2

a

3

a

4

a

5

a

3

0

+ 48a

2

3

a

4

4

a

2

0

+ 1000a

1

a

2

a

2

3

a

2

4

a

5

a

0

� 64a

3

3

a

5

4

+ 3125a

2

1

a

2

2

a

2

3

a

2

5

:

(8.10)
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であり，これは斉次座標では

�

2

�

6

+ 4��

5

� 12�

3

�

4

� 50���

3

+ 48�

4

�

2

+ 1000�

2

�� � 64�

5

+ 3125�

2

(8.11)

と書ける．判別式rの Horn-Kapranov一意化 h : P

1

! L 
 C

�

; [�

1

: �

2

℄ 7! (�; �) は

� =

�

1

(�

1

+ 2�

2

)

(2�

1

+ 5�

2

)

2

; (8.12)

� = �

�

3

2

(�

1

+ 2�

2

)

2

(2�

1

+ 5�

2

)

5

(8.13)

で与えられる．

8.2 周期領域

M を (8.1) で与えられた格子とするとき，M 偏極 K3 曲面のモジュライ空間は対称

Hilbertモジュラー曲面と次のようにして同一視される．実 2次体 Q(

p

5)の整数環を O

とおく．Hilbertモジュラー群 PSL

2

(O)は上半平面 2つの直積 H � H に

�

� �


 Æ

�

: (z

1

; z

2

) 7!

�

�z

1

+ �


z

1

+ Æ

;

�

0

z

1

+ �

0




0

z

1

+ Æ

0

�

; (8.14)

で作用する．ここで，(�)

0

は Q (

p

5)における共役である．

�

2 1

1 �2

�

=WUW

T

; W =

�

1 1

�"

�1

"

�

; " = (1 +

p

5)=2 (8.15)

なので，

H � H ! D

+

; (z

1

; z

2

) 7!

�

I

2

� (W

T

)

�1

�

0

B

B

�

z

1

z

2

�1

z

1

z

2

1

C

C

A

(8.16)

は双正則写像を与える．この同一視の下で，格子の直交群 PO

+

(T )は Hilbertモジュラー

群 PSL

2

(O)と置換

� : H � H ! H � H ; (z

1

; z

2

) 7! (z

2

; z

1

) (8.17)

で生成される．対称Hilbertモジュラー曲面 H �H = hPSL

2

(O); �iはHirzebru
h [Hir77℄

によって詳しく調べられた ([KKN89℄も参照)．対称 Hilbertモジュラー形式のなす次数
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付き環M =

L

1

n=0

M

n

は，重みが 2, 6, 10, 15の元 A, B, C, D で生成され，その関係

式は重みが 30の式

M = C [A;B;C;D℄=

�

144D

2

��(A;B;C)

�

; (8.18)

�(A;B;C) = �1728B

5

+ 720AB

3

C� 80A

2

BC

2

+ 64A

3

(5B

2

� AC)

2

+ C

3

(8.19)

で生成される．従って，スタックM = ProjM = [(Spe
M n 0)=C

�

℄ は重み付き射影空

間 P(2; 6; 10; 15) の 30 次超曲面になる．この超曲面は，重み付き射影平面 P(1; 3; 5) =

Proj C [A;B;C℄ から，�で定義される因子に沿った 2次のルート構成で得られ，尖点は

唯一つの点 [A :B : C℄ = [1 : 0 : 0℄ からなる．

M 偏極 K3曲面の族のWeierstrassモデルは

z

2

= x

3

� 4(4y

3

� 5Ay

2

)x

2

+ 20Bxy

3

+ Cy

4

(8.20)

で与えられる [Nag13℄．この族の 2つのファイバーがM 偏極 K3曲面として同型である

ための必要十分条件は，ある � 2 C

�

に対して (A

0

;B

0

;C

0

) = (�A; �

3

B; �

5

C) となるこ

とである．

8.3 周期写像

周期写像X

F(A

0

)

9 9 KP(1; 3; 5) を，2次スタックX

F(A

0

)

を重み付き収縮して得られる

P(1; 2; 5)からM

�

の粗モジュライ空間である P(1; 3; 5)への有理写像

P(1; 2; 5) 9 9 KP(1; 3; 5) (8.21)

として書くと

[� : � : �℄ 7! [A : B : C℄ =

�

��

�

2

4

:

25

2

�� : �3125�

2

�

(8.22)

となる [Nag12, Theorem 6.2℄．この有理写像は [� : � : �℄ = [1 : 1=4 : 0℄ を不確定

点に持つ．この不確定点はイデアル (� � �

2

=4; �) に沿った重み (1; 3) の重み付き爆

発によって除去され，その結果として，因子 f� = 0g � P(1; 2; 5) の厳密変換を尖点

[1 : 0 : 0℄ 2 P(1; 3; 5)に潰す重み (1; 2)の重み付き収縮を得る．この様子を図 8.3に表す．

周期写像 (8.22)によって (8.19)と (8.11)が一致する事が直接計算によって容易に確かめ

られる．一方，重み付き射影平面 P(1; 3; 5)の自己同型は

[x : y : z℄ 7! [ax : by + 
x

3

: dz + exy + fx

5

℄ (8.23)

の形の重み付き射影変換たちからなるが，この中で判別式多様体を判別式多様体に移すも

のは恒等写像しか無いことも容易に分かる．
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P(1; 2)

P(1; 5)

P(2; 5)

2

5

2

5

2

P(1; 2)

P(1; 2)

P(2; 5)

P(2; 5)

2

5

2

P(1; 2)

P(1; 2)

P(2; 5)

P(2; 5)

3

P(1; 3)

P(1; 2; 5)

X

F(A

0

)

e

X

F(A

0

)

図 8.3 パラメーター空間の双有理変換

8.4 ミラー対称性とモノドロミー

�の極多面体は

�

� = Conv f(0;�1; 1); (4;�1;�1); (�1;�1;�1); (�1;�1; 1); ((�1; 4;�1); (�1; 0; 1)g

で与えられる．トーリック多様体
�

Xは P

2

上の P

1

束 P(O

P

2

�O

P

2

(2))となる Fano多様体

である．ミラー族
�

Yの非常に一般のファイバーの Pi
ard格子は次の Noether-Lefs
hetz

型定理により容易に求まる：

定理 8.2 ([Mo��67, Theorem 7.5℄). V を滑らかな 3次元射影多様体とし，� : E ,! V を

非常に一般の超平面切断とする．この時，�

�

: Pi
(E)! Pi
(V )が全射であるための必要

十分条件は，次のいずれかが成り立つことである：

1. Betti数が b

2

(V ) = b

2

(E) を満たす．

2. Hodge数が h

2;0

(E) > h

2;0

(V ) を満たす．
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ここから

M

�

0

= Pi
Y

0

= E

8

?E

8

?

�

2 1

1 �2

�

; (8.24)

M

?

�

0

= U?

�

2 1

1 �2

�

; (8.25)

M

�

�

0

= Pi


�

Y

0

=

�

2 1

1 �2

�

; (8.26)

M

?

�

�

0

= U?E

8

?E

8

?

�

2 1

1 �2

�

; (8.27)

となり，予想 3.1がこの場合に成り立つことが分かる．

�

X のネフ錐は 2D

1

+ D

4

と D

1

で生成されている．ここで，D
1

と D

4

はそれぞれ v

1

と v

4

で生成される 1次元錐に対応するトーリック因子である．2D

1

+D

4

と D

1

の
�

Y へ

の制限を E

1

および E

2

とおく．対応する H

2

amb

(

�

Y ; C

�

)の巨大体積極限の近傍での座標

(q

1

; q

2

)は 2次スタックの稠密トーラス L

_

C

�

� X

F(A

0

)

の座標 (�; �)と

q

1

= �; (8.28)

q

2

=

�

�

2

(8.29)

によって同一視される．
�

Y の代数格子は N (

�

Y )

�

=

U?N と書かれる．ここで，双曲平面

U = Ze� Zf は e = [O

p

℄ と f = �[O

�

Y

℄� [O

E

1

℄ + 3[O

E

2

℄ で生成されている．直交補空

間 N

�

=

 

10 5

5 2

!

は e

1

= [O

E

1

℄ と e

2

= [O

E

2

℄ で生成されており，Pi
ard格子 NS(

�

Y )

と同型になる．N の直交群は 2つの元で生成されている：

O

+

(N) = hg

1

; g

2

i ; g

1

=

�

4 1

�5 �1

�

; g

2

=

�

1 1

0 �1

�

: (8.30)

2 つのループ (q

1

; q

2

) 7! (e

2�

p

�1

q

1

; q

2

) と (q

1

; q

2

) 7! (q

1

; e

2�

p

�1

q

2

) に沿ったモノドロ

ミー T

1

と T

2

は (6.4) によってそれぞれ O(�E

1

) 
 (�) と O(�E

2

) 
 (�) で与えられ

る．'
e;�

: N ,! O(N (

�

Y ))を (4.25)で与えられる埋め込みとした時，

T

1

= '

e;e

1

; (8.31)

T

2

= '

e;e

2

; (8.32)

となることが直接計算によって容易に確かめられる．

図 8.4にあるように，e
1

と e

2

を O

+

(N)作用で移して得られる元たちが生成する半直

線を 1 次元錐とするような N

R

内の扇を � とおく．対応するトーリック多様体 X

�

は，
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(1; 0)

(0; 1)

(1;�1)

図 8.4 扇 �

�1

�5

�5

図 8.5 トーリック多様体X

�

�1 �5

図 8.6 商多様体X

�

=C

1

図 8.7 C

2

の作用

22

図 8.8 商多様体 X

�

=O

+

(N)

図 8.5 にある (�1) 直線と (�5) 直線が交互に並んだ長さが無限の鎖を (C

�

)

2

の境界に

付け加えて得られる．周期領域のトロイダルコンパクト化は尖点の近傍を X

�

の境界の

近傍に取り替えることによって得られる．X
�

には O

+

(N)が自然に作用するが，商空間

X

�

=O

+

(N)は，X
�

を g

1

で生成される無限巡回群 C

1

� O

+

(N)で割り，次に [g

2

℄で生

成される位数 2の巡回群 C

2

= O

+

(N)=C

1

で割ることによって得られる．g
1

の �への作

用は 1次元錐をその 2つ隣の 1次元錐に移すので，トーリック多様体 X

�

をこの作用で

割ったものの境界は，(�1) 曲線と (�5) 曲線を図 8.6 にあるように輪のように繋げたも

のになる．商群 C

2

の X

�

=C

1

への作用は，この輪を水平線にそって図 8.7のようにひっ

くり返すので，これによる商は図 8.8にあるような重み付き射影直線 P(1; 2)の鎖になる．

これらの射影直線の法束は O

P(1;2)

(�1)および O

P(1;2)

(�5)となる．これらを順番に潰す
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ことによって，滑らかな点が得られるが，これがちょうど佐竹-Baily-Borelコンパクト化

P(1; 3; 5)の尖点 [1 : 0 : 0℄になっている．
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