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大阪大学大学院理学研究科 植田 一石 021
3547698.:9;�<�=7>?3A@B)C 3D>96?35EF=$GIH.:9JKJML�JDN&GIHO;P=7Q9HR=DST 8.35UV3W<)Q9;YXD= C 8�;YE[Z
正の整数 \ を ] つ選んで固定する．̂`_ の部分集合 a で，bc_ の有限部分集合の凸包として得
られるものをここでは多面体と呼ぶことにする．また，多面体は必ず原点を内点に含むと仮定

する．そのような多面体に対し， d つの方法で幾何的な対象を対応させることができる e�] つはa を f�=Og�EFJMQ 多面体として持つ hi3D6 C =7QAE 多項式 j を ] つ選び，これを代数的トーラス 02k�l(@m_
の上の正則関数と思ってその臨界点や消滅サイクル，停留位相積分などを考えるという方法で

あり，もう ] つは a の頂点の座標を使って代数的トーラス 02k l @ _Dn�o のアファイン空間への作用
を定め，それによる商空間を考えるという方法である．これらは多面体から（広い意味での）

トーリック多様体を作る d つの双対な方法（多面体の方法と扇の方法）に対応しているが，こ
れらの間の不思議な関係が今回の主題であり，模式的に表すと次のようになる：

a"pq^ _ e 多面体

j er02k l @ _�s kht3D6 C =7QKE 多項式
u-v k oAwDwVx

トーリック多様体

yOz|{5}�~ �����5�� ���O�O� �F�7�� �
停留位相積分（超幾何級数）

�%� HRJM: u
連接層の導来圏

モノドロミーデータ

（ G�EFJDUD=78 行列） 02���[@m��e �%� HRJM: u の生成元� 02����������@ v���� 0���]�@ � >?;P���`�IE � 02���m������@

� �

不思議な関係

�
側に現われる停留位相積分は � の関数として無限遠に確定特異点を，原点に不確定特異点

を持つ微分方程式を満たし，その原点におけるモノドロミーとして G�EFJDUD=78 行列が定義される．
一方，   側に現われるトーリック多様体の連接層の導来圏は完備例外列と呼ばれる三角圏とし

]



ての良い生成元を持つが ¡¢]R£D¤，それらの間の �(��E の �&69LP= C 数が �
側における G�EFJDUD=78 行列と一致

するというのが予想である．これはもともと ¥�=7HRJDEFE�;¢¦A§(35N¨3©¡«ª�¤ に由来し，1¬JMQKE�8F=OX�;­H.: や ®�3D8�LYJ�g¡«dD¯V¤， °±6³² C J�X�;­Q´¡«¯�SrµV¤， B 6³4O4O=OEFE�;�¡¢]7d5¤，田邊 ¡«dV£D¤，筆者 ¡«dD¶ISrdDª�S�dM·�¤ 等によって研究された．
注意 ¸9¹ この �

，   という呼び方は位相的弦理論の �
模型，   模型を意識しているが，完全に

一致しているわけではない．本来
�
模型，  模型という呼び方は d 次元で f v d の超対称性を持

つ場の理論から位相的場の理論を作る d 通りの方法を指しており，大まかに言うと �
模型がシ

ンプレクティック幾何に，   模型が複素幾何に対応しているのだが，上で言う �
側の停留位相

積分は複素幾何的な対象である．にもかかわらずこちらを
�
側と呼ぶのは，そこで着目するの

が停留位相積分自身ではなくそのモノドロミーであり，このモノドロミーは º&;PHO3 C >�¦Kh+=ON28�H.:9=OEF4
理論によって消滅サイクルの交点数から決まるからである；消滅サイクルは »¼;PLPQ³J C ファイバー
の中間次元のサイクル（実は ht35½ C 3DQ³½D= 部分多様体）であって，シンプレクティック幾何的な
対象である．一方，  側で我々が今回注目するのはトーリック多様体の連接層の導来圏であり，
これは複素幾何的な対象である．しかし，古典的なミラー対称性では

u
側で

B)C JM��J�XM¦A¾�;YEFEF=7Q
不変量と呼ばれるシンプレクティック幾何的な不変量を考えるのが普通なので，その場合はこ

ちらが
�
模型になる．衒学的な言い方をすると，古典的ミラー対称性で考えるのは閉じた弦の

理論であり，一方今回の話題の背後には開いた弦（あるいは ° ブレーン）の理論であるホモロ
ジー的ミラー対称性があって，超幾何級数のモノドロミーを考える際には古典的ミラー対称性

とホモロジー的ミラー対称性で
�
模型と   模型が入れ替わるのである．一方， 1¬JMQAE�8�=OX�;PH¿: の

もともとのプログラム ¡¢]7¶V¤ における古典的ミラー対称性とホモロジー的ミラー対称性の関係に
おいては

�
模型と   模型は保たれる．

それでは上の図の
�
，  双方について詳しく説明しよう．まず �

側を議論する．��69LY= C ，B 3D698�8 ，��À9À =7LPL，hi3D6 C ;PHR=7LPLP3 ，Á�J C Q 等による古典的な超幾何関数の一般化として， B =7LYN23DQ9> ， 1
3 À C 3DQ³J�X
および ®�=7LY=OX�;­Q98FUI; は Â 超何関数の概念を導入した ¡¢]D]R¤．ここで， Â は bc_5ntÃ の有限部分集合で
ある．彼らにちなんでこの Â 超幾何関数は B 1�® 超幾何関数と呼ばれることも多い．今回考察
するのはこの Â 超幾何関数の近い親戚にあたる超幾何型の関数のモノドロミーである．まず，
与えられた多面体 a"pq^ _ に対し，a に含まれる格子点の集合を Â�pÄb _ とおき，これを b _DntÃ
に埋め込んで第 \%Å�] 方向に ] だけ平行移動したものを Â とおく； Â v Â�ÆÈÇA]VÉMÊ 次に，ベク
トル空間 kÌË を k Ë v ÇrÍÎ?Ï Ë

Ð Î9Ñ ÎÈÒ Ð ÎÔÓ k�É
で定義する．ここで， Õ v 0 Ð Ã � �O�O� � Ð _ �7]�@ Ó Â に対し，Ñ Î v ÑrÖ �Ã �O�O� Ñ Ö �_ Ó k�¡ Ñ�× Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤
とおいた．この k�Ë が超幾何関数の定義域になる．ktË の元 j は \ 変数の hi3D6 C =7QAE 多項式であ
り，代数的トーラス 02k l @ _ 上の関数を定める．j を一般に取って，j の臨界点が全て非退化で
あると仮定する．すると 1
JM69H.:9Q?; C =7Q³UDJ の定理 ¡¢]�·�¤ によって， j の臨界点の個数 Ø は a の体
積と等しい．ただし，体積を測るときに \ 単体の体積を ] とおくことにする．この j の臨界点
に番号を付けて Ù Ã � �O�O� �2Ù�Ú とおく．さらに， j を一般に取って臨界値たち j�0ÛÙ Ã @¿� �O�O� �¿j�0ÛÙ�Ú)@
は相異なると仮定する．この状況で， � Ó k l に対し Ü�ÝO0Þj w �³@ は »ßJ C 8�= 関数になり，任意のà v ]5� �O�O� ��Ø に対し j の臨界点 Ù?� はこの »ÔJ C 8F= 関数の指数 \ の臨界点になる． 02k l @ _ に完備
な 1âá3D:9LY= C 計量を入れて，Ù?� から始まる Ü�ÝR0Þj w �³@ の不安定多様体（つまり， Ü�ÝR0Þj w �³@ の勾配

d



ベクトル場で流したときに，時間が �±ã での極限が Ù?� になるような点の集合）を ä+�F0å�?æ¿jç@ と
おくと，これは \ 次元の円盤に同相な 02k l @ _ のサイクルになる．ä+�F0å�?æ¿jç@ の様子を理解するために局所的なモデルを取ろう．臨界値 Ùr� が非退化なので，»ßJ C 8�=
の補題（の正則版）により，Ù � を中心とする局所座標 è Ã � �O�O� ��è _ をうまく取って，j v j�0ÛÙ?�Þ@+ÅéèMêÃ Å�ëOëOëVÅéè __
となるようにできる． 1âá3D:?LY= C 計量としては Ù � の周りで 1%á3D:9LY= C 形式が

Õ v �©ì ��]d 02íAè Ã�î í è Ã ÅïëOëOëVÅéíKè _
î í è _ @
となるものを取ろう．すると，不安定多様体は

ä�0å�?æ¿jç@ v ÇK02è Ã � �O�O� ��è _ @ Ò5ð Ó j�0ÛÙ?�Þ@.Å��K^cñ?ò³�rj�0ÛÙ?�å@¿Å
èAêÃ ÅWëOëOëYÅ�èMê_ v ð �93 C ½�02èMêÃ @ v ëOëOë v 3 C ½�02èMê_ @.É
となる．これは臨界値 j�0ÛÙ?�å@ から始まる傾き �ß3 C ½r0å�³@ の半直線上の点 ð

でパラメーター付けら

れた \ó�q] 次元球面ô �F0 ð æ¿jç@ v ÇVj�0ÛÙ?�Þ@�Åéè êÃ Å�ëOëOëVÅéè ê_ v ð �93 C ½�02è êÃ @ v ëOëOë v 3 C ½�02è ê_ @.É
の合併集合であり，

ô � 0 ð æ¿jç@ の半径は ð
が j�0ÛÙ � @ に近付くにつれて小さくなって， ð v j�0ÛÙ � @

で ] 点に潰れる．その様子を描いたものが図 ] である．臨界値の上のファイバーは特異な２次超
曲面であり，その近くの正則値の上のファイバーはそれを変形した滑らかな２次超曲面である．

滑らかなファイバーの上の点線で書かれたサイクルは，特異ファイバーまで平行移動すると潰

れるサイクル
ô � 0 ð æ¿jç@ であり，位相的には \W�õ] 次元球面と同相になっている．この ô � 0 ð æ¿jç@

を Ù?� における消滅サイクルと呼び，これを j�0ÛÙ?�Þ@ から出て Ü�Ýö¡÷j w �A¤ が小さくなる向きに伸び
る半直線に沿って並べたものが ä+�F0å�ræ¿jç@ である（図 d ）．

ø�ùÛú?ûÞü
図 ]5e�j�0ÛÙ?�å@ の近くでの j のファイバー

ø�ùÛú û ü
図 d�e�Ù?� に対する不安定多様体 ä+�F0å�?æ¿jç@

この ä+�F0å�?æ¿jç@ を使って，ý � 0å�ræ¿jç@ v�þ zDÿ������ ��� { �� �	� �5��

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÑ Ã î ëOëOë î í Ñ _Ñ _
とおく．これは停留位相積分 028FE�35E�;YJMQ93 C Z�� À :93D8�=$;PQKEF=O½ C 3DL @ と呼ばれ，消滅サイクルの上の周期
積分 � � 0 ð æ¿jç@ v þ � ÿ������ ��� Õ�



と hi3 À LP3DHR= 変換
ý � 0å�ræ¿jç@ v þ ���ÛzDÿ������ ����� {��� � � 0 ð æ¿jç@�í ð

で結ばれている．ただし， Õ は B =7LYN23DQ9>�¦Kh+= C 37Z 形式と呼ばれ，
Õ î í�j v"í Ñ ÃÑ Ã î ëOëOë î í

Ñ _Ñ _
を満たす \��Ä] 形式を表す．また， � Ó a と仮定したので， � 0 ð æ¿jç@ の ð

依存性は Ð ò 依存性に
吸収できる： � 0 ð æ¿jç@ v � 0��Iæ¿j � ð @ �ý �F0å�ræ¿j @ は � Ó k l と j Ó k Ë の関数であり，k l Æ)k Ë の一般の点では解析的であるが，特別な� や j において不連続に変化する．例えば，一般の j Ó k Ë を固定して，ý �F0å�ræ¿jç@ を � Ó k l
の関数と見よう．この時， j の臨界点 Ù � に対し，複素平面上で j�0ÛÙ � @ から始まって 3 C ½�0����³@
の向きに伸びる半直線が ä+�F0å�ræ¿jç@ の j による像であり，この半直線が à

と異なる � に対してj�0ÛÙ���@ を横切るとき，ý �F0å�ræ¿jç@ は � の関数として不連続に変化する．これが ý �F0å�ræ¿jç@ を解析接
続して得られる超幾何関数のモノドロミーの由来であり，後で見るように º&;PHO3 C >I¦Kh+=ON28�H.:³=OEF4 理
論により統制されている．

さて，
ý � 0å�r�¿jç@ の満たす微分方程式を議論しよう． ý �F0å�?æ¿jç@ は � Ó k�l と j Ó k�Ë の関数で

あるが，積分の測度 í Ñ ÃÑ Ã î ëOëOë î í
Ñ _Ñ _

がトーラス 02k�l`@m_ の k�_ への自然な作用
02k l @ _� 0�! Ã � �O�O� �"! _ @�e?0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @$#s 0�! Ã Ñ Ã � �O�O� �"! o Ñ _ @

で不変なので，任意の
à v ]5� �O�O� ��Ø と � v ]5� �O�O� �F\ に対し，ý � 0å�ræ¿jç@ は 0 Ð Î @ Î9Ï Ë を 0�! Î�%� Ð Î @ Î9Ï Ë

に置き換える変換で不変である．この変換の生成作用素は& � v ÍÎ9Ï Ë Õ��
Ð Î '' Ð Î

であり，従って
ý � 0å�ræ¿jç@ は微分方程式 & � ý �F0å�?æ¿jç@ v � 0 ]�@

を満たすことが分かる．さらに， Â の関係式の集合 ( を( v ÇK0�) Î @ ÎßÓ b Ë Ò ÍÎ9Ï Ë ) Î Õ v ��É
で導入し， ) v 0�) Î @ ÎßÓ ( に対し*,+ v -Î/. +
021 ò

3 '' Ð Î,4 + 0 � -Î/. +
025 ò
3 '' Ð Î,4 } + 0

£



と定義すると， '' Ð Î ý � 0å�ræ¿jç@ v þ zDÿ������ ��� '' Ð Î { �� �	� �5��

�
�
� 
 � � � í Ñ ÃÑ Ã î ëOëOë î í Ñ _Ñ _v þ zDÿ������ ��� Ñ Î� { �� �	� �5��

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÑ Ã î ëOëOë î í Ñ _Ñ _
なので，任意の

à v ]5� �O�O� ��Ø に対し， ý �F0å�ræ¿j @ は*6+ ý � 0å�?æ¿jç@ v �I� ) Ó ( 0ådM@
を満たす．

一般に，有限集合 Â�pÄb _ ÆßÇA]VÉ�pÄb _DntÃ とベクトル 7 v 087 Ã � �O�O� �97 _5ntÃ @ Ó k _DntÃ が与えられ
て，

à v ]5� �O�O� �F\ Åï] に対し， & � v 0 ÍÎ9Ï Ë Õt�
Ð Î '' Ð Î @Ì�:79� �

また， Â の元の間の関係 ) Ó ( に対し*,+ v -Î/. +
021 ò
3 '' Ð Î,4 + 0 � -Î/. +
025 ò

3 '' Ð Î,4 } + 0
と定義したとき， Â 超幾何微分方程式とは以下の微分方程式を指す：& ��; v �I� à v ]5� �O�O� �F\%Å�]5�*6+ ; v �I� ) Ó ( �
従って，任意の

à v ]5� �O�O� ��Ø に対し， ý �F0å�ræ¿j @ は 7 v � に対する Â 超幾何微分方程式のうち& _5ntÃ ý � 0å�?æ¿jç@ v �
以外の全ての方程式を満たすことが分かる．実は，

ý ��0å�?æ¿jç@ を hi3 À LP3DHR= 逆変換した � ��0 ð æ¿jç@ は7 v 0��I� �O�O� �"�I�O��]�@ に対する Â 超幾何微分方程式を満たす．実際， � �F0 ð æ¿jç@ は ý ��0å�?æ¿jç@ と同じ
く 02k l @ _ の作用で不変であり，しかも全ての Ð Î を ! 倍すると， j は ! 倍になり，それに伴っ
て
B =7LYN23DQ9>�¦Kh+= C 37Z 形式は ! } Ã 倍される．一方，消滅サイクルは j を定数倍しても変らないの

で，結局 � �F0�! ð æ"!`j @ v ! } Ã � �F0 ð æ¿jç@
となり，その無限小部分が & _5ntÃ � 0 ð æ¿jç@ v � � 0 ð æ¿jç@
を与える．

さて， ý �F0å�ræ¿j @ v þ �	� zDÿ����<��� {=�� � � 0 ð æ¿jç@�í ð
であるので，この

� ��0 ð æ¿j @ の同次性は ý ��0å�ræ¿jç@ の � 依存性に反映されるはずである．実際，変数 �
と Ñ � ，à v ]5� �O�O� �F\ に次数１を，変数 Ð Î ，Õ v 0 Õ Ã � �O�O� � Õ _ @ Ó Â に次数 >³=O½�0 Ð Î @ v ]5�|Õ Ã ��ëOëOëP�|Õ _
を与えると， j w � は次数が零の同次多項式になるので，任意の à v ]5� �O�O� ��Ø に対し> � '' � Å ÍÎ9Ï Ë >³=O½�0

Ð Î @ Ð Î '' Ð Î@? ý �F0å�ræ¿jç@ v � 0 � @
¶



が成り立つ．この微分方程式 0 � @ は � 方向だけでなく j 方向の微分も含んでいるが，実は次の
ようにして � に関する常微分方程式（つまり，j 方向の微分を含まない）で，原点に不確定特
異点，無限遠に確定特異点を持つものに置き換えることができる．まず，

' ä vBA
なるサイク

ル ä と à v ]5� �O�O� �F\ ，それに Ct0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ Ó k|¡ Ñ × Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤ に対し，部分積分によって，þ z Ci0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ ' j' Ñ � 0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ { �� ��� �5��

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÌî ëOëOë î í Ñ _v þ z � ' C' Ñ � 0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ { �� �	� �5�9

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÌî ëOëOë î í Ñ _
が成り立つ．従って， k|¡ Ñ × Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤ w 0 ' jç@ の完全代表系 0�DV� 0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @F@ Ú�FE Ã を１つ選んでý � 
 �M0å�ræ¿jç@ v þ z % ����� ��� DV�F0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ { �� �	� �5��

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÑ Ã î �O�O� î í Ñ _Ñ _
とおけば，任意の Ct0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ Ó k�¡ Ñ × Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤ に対し，積分þ z % ����� ��� Ci0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @ { �� ��� �5��

�
�
� 
 �7� � í Ñ ÃÑ Ã î �O�O� î í Ñ _Ñ _
は 0 ý � 
 �M0å�ræ¿jç@F@ Ú�GE Ã の（ � と j の関数を係数とした）線形結合で表すことができる．ここで，0 ' jç@ は HA3DHRJD²?; イデアルと呼ばれ，' j' Ñ Ã 0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @¿� �O�O� � ' j' Ñ _ 0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @
で生成される k�¡ Ñ × Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤ のイデアルを表す．k|¡ Ñ × Ã � �O�O� � Ñ ×_ ¤ w 0 ' jç@ は HA3DHRJD²?; 環と呼ばれ，そ
の G À =7H は j の臨界点の集合になる．特に，今の状況では 1
JM69H.:9Q?; C =7Q³UDJ の定理により j の臨
界点は a の体積 Ø と同じ個数の点からなるので， HM3DHRJD²r; 環の次元も有限の値 Ø になる．従っ
て，単独の

ý �A0å�ræ¿jç@ を考えるのではなく， ý � 
 �M0å�ræ¿j @ を並べたベクトル 0 ý � 
 �K0å�ræ¿j @F@ Ú�FE Ã を考え
ると，このベクトルに対する j 方向の微分作用素の作用は j と � の関数を係数とする行列で
表すことができる．このようにして，微分方程式 0 � @ は � に関する常微分方程式に書き直せる
が，実は斎藤恭司による原始形式の理論 ¡«dI�5¤ から， HA3DHRJD²?; 環の代表元 0�DIJ+0 Ñ Ã � �O�O� � Ñ _ @F@ ÚJKE Ã を
うまく取って，この微分方程式が

� ê '' � ý � 
 �M0å�ræ¿j @ v ÚÍ� E Ã ¡ L ò 0Þjç@ � 
 � Å��MLONó0Þjç@ � 
 � ¤ ý � 
 � 0å�?æ¿jç@ 0¨£K@
となるようにできることが分かる ¡ � S�·�S�dI]R¤．ここで， L ò 0Þjç@ ， LPNó0Þj @ は � によらない Ø 次
の正方行列で， LONó0Þjç@ は対角化可能である．さらに，一般の j に対し L ò 0Þj @ は対角化可能
で，その固有値の集合は j の臨界値の集合に等しい．以下，そのような j を ] つ固定して考
える．原点を通る直線 ) v Ç�� Ó k l Ò 3 C ½�0å�³@ vRQ � Q �TSÌÉ
は，任意の

àVUv � に対し， j�0ÛÙ?�å@ と j�0ÛÙ���@ を通る直線が ) と直交していないとき，許容できる
（ 3D>?�W;P8�8�;P²?LY= ）と言われる．許容できる直線 ) に対し，十分小さな実数 WYXZ� を取って，原点を

ª



通り， ) とのなす角が �VW から Å[W の間にある全ての直線が許容できるようにできる．そのよう
な直線を ] つ選んで，� o v Ç�è Ó k Ò Q �TS��\W^]Ä3 C ½�02èK@6] Q Å_WOÉM�� + v Ç�è Ó k Ò Q �\W^]Ä3 C ½r02èK@Y] Q Å`SâÅ_WOÉM� 0å¶M@� } v Ç�� Ó k l Ò Q �aS©�\WY]Ä3 C ½�0å�³@6] Q �TSâÅ_WOÉ �
と定義する（図

�
）．

� +
� o

� }

Q
)

図
� e 角領域

補題 bZc�d�egf$h,i2jkjTlnm+¹Foqpsr�¹ 微分方程式 0¨£K@ の形式基本解 ýut�v9wyx@z�{ 0å�³@ で，ýut�v9wyx@z�{ 0å�³@ v | 0å�³@ {~} � �| 0å�³@ v 0 ]�Å | Ã �¬Å | ê � ê ÅïëOëOëö@¿�|O� 0����³@ | 0å�I@ v ]
を満たすものがただ ] つ存在する．ここで，� は臨界値を成分に持つ対角行列 � v >9;­35½r0Þj�0ÛÙ Ã @¿��O�O� �¿j�0ÛÙ�Ú)@F@ で， � � は行列の転置を表す．
微分方程式 0¨£K@ が原点で不確定特異点を持つので，この形式解 ýut�v9wyx@z�{ 0å�I@ は収束しない．し
かし，角領域

� o と � +
でそれぞれ定義された真の解 � o 0å�³@ と � + 0å�³@ で，各々の定義域において

形式解
ýut�v9w8x@z�{ 0å�³@ に漸近するものがただ ] つ存在する：ý o9� + 0å�I@�� ýut�v9w8x@z�{ 0å�³@ 3D8)� s �W;PQ � o"� + �

これら二つの真の解は共通の定義域
� } において同一の線形微分方程式を満たすので，線形変

換で互いに移り合う： ý + 0å�³@ v ý o 0å�³@9�Ì� � Ó � } �
この行列 � を G�EFJDUD=78 行列という ¡«µV¤ÞÊ
この G�EFJDUD=78 行列は次のようにして消滅サイクルの交叉形式から定まることが分かる：� 平面
上の局所系で，� Ó k l 上のファイバーが相対ホモロジー群 � _ 0F02k l @ _ �FÜ�ÝR0Þj w �³@@���Iæ�b�@ であ
るようなものを考える．

� +
と
� o におけるこの局所系の切断の組 Ç�ä � 
 + 0å�³@.É Ú�FE Ã と Ç�äi� 
 o 0å�³@.É Ú�FE Ã

·



を，それぞれ � v =R� À ¡Y0 Q Å�S w dM@ ì ��]ö¤ と � v =R� À ¡Y0 Q ��S w dM@ ì ��]ö¤ における値が不安定多様体の
代表するホモロジー類に一致するものとして定める；

ä � 
 + 0¨=R� À ¡Y0 Q ÅkS w dM@ ì ��]ö¤¨@ v�� ä � 0¨=R� À ¡Y0 Q Å`S w dM@ ì ��]ö¤¨@��t�ä+� 
 o 0¨=R� À ¡Y0 Q �aS w dM@ ì ��]ö¤¨@ v�� ä+�F0¨=R� À ¡Y0 Q �TS w dM@ ì ��]ö¤¨@�� �� +
と
� o が単連結なので，これらの条件は ä � 
 + 0å�I@ と äi� 
 o 0å�³@ を一意的に定める．図 £ は ä+�F0å�³@

j�0ÛÙ Ã @j�0ÛÙ ê @j 0ÛÙ��O@
j 0ÛÙ�Ú�@

ä Ãä êä��
ä Ú

Ü�Ý

�M�

図 £³e�� v ] での被積分サイクル

ä Ã 
 oä ê 
 oä�� 
 oäÌÚ 
 o ä Ã 
 + ä ê 
 + ä � 
 + ä Ú 
 +

図 ¶�e�� v � ì ��] での被積分サイクル
の � v ] における j による像であり，図 ¶ は ä � 
 + 0å�³@ と ä � 
 o 0å�³@±0 の代表元 @ の � v � ì ��] にお
ける j による像である．ここで，虚軸 Ü�ÝR0å�³@ v � は許容線であるとした．ý � 
 � 
 + 0å�I@ と ý � 
 � 
 o をそ
れぞれ ä � 
 + 0å�³@ および ä�� 
 o 0å�³@ を被積分サイクルとする積分で定義すると，停留位相近似（鞍点
法）によって，それらはそれぞれの定義域において 3 C ½�� を固定したまま � s � とする極限で，
ý � 
 � 
 + ��o 0å�ræ¿jç@@��S � � DV�F0ÛÙ�� 
 Ã � �O�O� �2Ù�� 
 _ æ.�³@ÙI� 
 Ã ëOëOëåÙ�� 
 _ > >³=OE 3 ' ê j' Ñ + ' Ñ�� 0ÛÙ���@ 4 + 
 � ? } �� 0F]&ÅZ�W0å�³@F@ { �� ��� � % � 0åªM@

という漸近挙動を示す．ただし，臨界点 Ù�� の座標を Ù�� v 0ÛÙ�� 
 Ã �OëOëOët�2Ù�� 
 _ @ Ó 02k l @ _ とおいた．
ここで大事なのは， Ü�ÝR0Þj�0ÛÙ?�Þ@ w �I@�XqÜ�ÝR0Þj�0ÛÙ��V@ w �I@ ならば

{ ~V� � ÿ8�� 0 ]�ÅZ�W0å�³@F@iÅ { ~V� � % �� 0 ]�ÅZ�W0å�³@F@@� { ~V� � ÿy�� 0 ]�Å��â0å�I@F@ 3D8�� s �
だという事である．作り方からこの漸近展開も微分方程式 0¨£K@ の形式解を与えるので，必要に
応じて DV� を定数倍すれば補題 d にある形式解 � t�v9w8x@z�{ 0å�³@ を与える．すなわち， ý � 
 � 
 o 0å�ræ¿jç@ とý � 
 � 
 + 0å�ræ¿j @ は，それぞれ � o と � +

を定義域とし，形式解 � t�v9wyx@z�{ 0å�³@ に漸近する真の解である．
従って GIEFJDUD=78 行列はこれらの d つの停留位相積分の間の変換行列で与えられるが，被積分関数
が一価なので，この変換行列は結局 d 組のサイクル 02ä � 
 + 0å�³@F@ Ú�GE Ã と 02ä+� 
 o 0å�³@F@ Ú�FE Ã の変換行列で与
えられる．有名な º&;PHO3 C >q�[h+=ON28�H.:³=OEF4 理論 0 例えば ¡¢]R¤ を見よ @ によって，この変換行列は消滅サ
イクルの交点数で与えられる：

ä � 
 + 0å�³@ v ä+� 
 o 0å�³@Ì� 0 ô � } Ã � ô �Þ@�äi� } Ã 
 o 0å�³@Ì�qëOëOëA� 0 ô Ã � ô �å@�ä Ã 
 o 0å�³@ �
¯



ここから， G�EFJDUD=78 行列が � �÷� v  ¡¢ ¡£ ] ;YN à v �³S��0 ô ��� ô ��@�;YN à ]\�³S� JDE�:³= C g�;­8F= 0Þ·D@
で与えられることが従う．

次に   側を議論する． a の頂点の集合を Ç�¤5�mÉ ��FE Ã p b _ とおき， Q e�b � s b _ を， à 番目の
標準基底

{ � Ó b � を ¤ � に送る準同型として定義する．この準同型に k l をテンソルしたものをQ�¥M¦ e�02k�l`@ � s 02k�l`@m_ と呼び， x v 1¬= C Q�¥M¦ とおくと， x p 02k�l`@ � は k � に自然に作用する．
次に， Ç��I�9¤ Ã � �O�O� �9¤ � É を頂点の集合とするような a の単体分割 § を ] つ選んで固定する．この
時，a の頂点の集合 � v Ç�¤5� � � �O�O� �9¤5�G¨MÉ が原始的集合（ À C ;P�W;YE�;PXD=�HRJMLPLY=7HRE�;YJMQ ）であるとは，� を
含む § の単体は存在しないが，� から任意の ] つの元を取り除いた集合は必ず § のどれかの単
体に含まれることを指す．この状況で， k � の部分集合 &

を&ïv Ç Ñ v
�
Í �FE Ã Ñ � { � Ò ある原始的集合 � が存在して， ¤V� Ó � ならば Ñ � v ��É

で定め， k �ª© & の x によるスタック論的な商を u
とおく：u*v ¡Y02k � © & @ wVx ¤ �u

は a だけでなく， a の単体分割 § にも依存することに注意．
さて，射影的トーリック多様体や

B)C 3D8.8��W3DQ9Q 多様体を含む特別なクラスの多様体に対しては，
以下で定義される完備例外列 0¨N269LPL�=R�³HR= À E�;YJMQ93DL+HRJML­LY=7HRE�;YJMQr@ と呼ばれる非常に特別な性質を持っ
た連接層の導来圏の三角圏としての生成元が存在することが知られている ¡ £?Si] � S+]R£9Si]7¯³S+]7µV¤：
定義 o+¹ ]5Ê 三角圏の対象 � は以下を満たすとき例外的 0¨=R�IHR= À E�;PJMQ93DL @ と呼ばれる e

�(��E � 02�W����@ v¬« k à v �I�� à^Uv � �
d�Ê 三角圏の対象の順序集合 02���[@ Ú�FE Ã が例外列 0¨=R�IHR= À E�;PJMQ93DL&HRJMLPLP=7HRE�;YJMQr@ であるとは，全ての� � が例外的で， �`�IE � 02� � ��� � @ v � が任意の à X\� と ­ に対して成り立つことを指す．� Ê 三角圏の例外列 02���å@ Ú�FE Ã が完備 0¨N269LPL¨@ であるとは， Ç�����É Ú�GE Ã を含む最小の三角充満部分圏
が全体と同値であることを指す．

三角圏の対象 � と ® に対し，その �`�IE の ��69LY= C 数を
� 02�W�"®$@ v Í � 0���]�@ � >?;P���`�IE � 02�â�"®�@

とおくと， � 02�W�"®�@ は � と ® の x 群における類にしか依らない．この � が定める x 群の上
の双線形形式を �&69LP= C 形式と呼ぶ．次の予想は半単純な量子コホモロジーを持つ射影多様体
の連接層の導来圏と，対応する超幾何級数の G�EFJDUD=78 行列の関係に関して， ¥�=7HRJDEFE�; ¦A§(35N23Ô¡«ªV¤ や1¬JMQKE�8F=OXI;PH.: ， ®�3D8.LYJ�g ¡«dD¯V¤ 等の研究に基づいて °±6³² C J�X�;­Q が ]7µDµD¯ 年の国際数学者会議で提出し
た予想 ¡«¯IS�¥�JMQ°¯F=7HRE�6 C =¬£³Ê d�Ê d�¤ を多面体 a の言葉で書き直したものであり，今回の主題である：

µ



予想 mi¹ 多面体 a に対し，その適当な単体分割 § と対応するスタック u
の連接層の導来圏� � HRJM: u の完備例外列 02���Þ@ Ú�GE Ã で，その �&6?LY= C 形式の B)C 3D� 行列が停留位相積分を � の関数と

見たときの原点における G�EFJDUD=78 行列 � と一致するものが存在する：���÷� v � 02��� ������@ �
今の場合， G�EFJDUD=78 行列は 0Þ·D@ によって消滅サイクルの交点数で与えられるので，上の予想は
次の等式に帰着される；

à ]\� に対し，
�$0 ô � � ô � @ v � 02� � ��� � @ � 0å¯M@

以下ではこの等式が成立する具体例をいくつか挙げる．まず，最も単純な ] 次元の場合を考
えよう．この時，任意の多面体 a で原点を内点に含むものは適当な正の整数 Ù と ± を用いてa v ¡ �`Ùi�"±�¤+pq^ と表せ， Q e b ê s b² ²

0 Ð �´³O@µ# s �`Ù Ð Å`±¶³
となる．従って Q�¥2¦ e*02k�l`@ ê s k�l² ²

0�!&�97Ì@·#s ! } � 7�¸
となり， x v ÇK0�!&�97�@ Ó 02k l @ ê Ò ! � v 7 ¸ É
である． a の単体分割は ] 通りしかなく，対応する &

は&ïv 0��I�"�A@cpÄk`ê
となる．ここで，¹ v ½MHO>i0ÛÙt�"±D@ ，Ù v ¹�Ù�º，± v ¹»±¼º とおくと，x �v k l ÆÔ02b w ¹©bc@ であり，そ
れぞれの成分の k ê への作用は

k l  n½ er0 Ñ �9¾9@@#s 0 ½ ¸s¿ Ñ � ½ � ¿ ¾9@
b w ¹©b  ¡¢]ö¤ie?0 Ñ �9¾³@�#s 0 Ñ �´À � ¾³@

となる．ただし， À � v =R� À 0ådIS ì ��] w ¹Ô@ とおいた．従って，この時u v ¡ Á Ã 0ÛÙ º �"± º @ w 02b w ¹©bc@[¤
となる．ただし， Á Ã 0ÛÙÂº¨�"±°º­@ v ¡ k ê w k l ¤ は重み 0ÛÙÂº �"±°º­@ の重み付き射影空間である．
ここで簡単のために ÙÂº v ±°º v ] の場合に制限する．この時， a v ¡ �^¹ �9¹�¤ であり，u*v ¡ Á Ã w 02b w ¹©b�@[¤
である．

à v �I� �O�O� �9¹ �é] に対し， b w ¹©b の既約表現 ÃK� を ÃA��0F¡¢]ö¤¨@ v =R� À ¡«d à S ì ��] w ¹�¤ で定義す
る．  �=7;PLP;­Q98FJMQ ¡ £D¤ によって 0�Ä%�ÅÄ�0 ]�@F@ は � � HRJM:YÁ`Ã の完備例外列なので，

0�ÄÇÆ`Ã ò � �O�O� �ÅÄRÆkÃ � } Ã �ÅÄ�0 ]�@�ÆkÃ ò � �O�O� �ÅÄ�0 ]�@�ÆkÃ � } Ã @
]È�



は � � HRJM: u*v�� � HRJM:qÉ � � É�Á�08Ã ò,Ê Ã Ã @
の完備例外列であり，それらの間の零でない �(��E は

Á�JM�Ô0�ÄRÆ`ÃA���ÅÄÇÆkÃV��@ v  ¢ £ k à v �D�� JDE�:9= C g�;P8F=D�v Á�JM�ß0�Ä�0 ]�@�ÆkÃK�m�ÅÄ�0 ]�@�ÆkÃV��@
Á�JM�Ô0�ÄRÆkÃ � �ÅÄ�0 ]�@�ÆkÃ � @ v  ¢ £ k à v �âJ C à v �)Å�]5�� JDE�:9= C g�;P8F=

となる．一方，
�
側に現われる停留位相積分はý ��0å�ræ Ð } � � �O�O� � Ð � @ v þ zDÿ������ ÖÈË¶Ì 

�
�
� 
 Ö Ì � { } �� �sÍ Ë¶ÌÎ Ì n�Ï
Ï
Ï n Ö Ì � Ì � í ÑÑ

である．我々が興味があるのは
ý � の � に関するモノドロミーであり，これは一般の j Ó k Ë

の取り方によらないので， Ð } � � �O�O� � Ð � は一般の元を ] つ選んで固定して良い．そこで，
j v Ñ � � ]Ñ �

とおくと， j の臨界点は ��] の d°¹ 乗根の集合になる．臨界値は Ð
d ì ��] であり，異なる臨界
点に対応する臨界値が一致するという点でこの j の取り方は一般ではないが，これはモノド
ロミーの計算には何ら問題を起こさない．なぜなら，臨界点は全て非退化であり，また，同じ

臨界値を持つ臨界点に対応する消滅サイクルは互いに交わらないからである．この j の ð Ó k
におけるファイバーは j } Ã 0 ð @ v Ç ÑÔÓ k l Ò Ñ � � ]Ñ � v ð É
である．ここで

u v Ñ � とおくと， u � u } Ã v ð より
u*v ð Ð ì ð ê Åé£d

である．
ð
を � から Ð ì ��d に向かう線分に沿って動かした時の u

の振る舞いはそれぞれ図 ª お
よび図 · のようになり，対応する Ñ の振る舞いはこの ¹ 乗根で与えられる（図 ¯ ，図 µ ）．

��] � ]
図 ª�e ð s ì ��d での u

の振る舞い

��] � ]

図 ·Ke ð s � ì ��d での u
の振る舞い

これから，
ð v � におけるファイバー j } Ã 0��A@ のサイクルで， ð v d ì ��] まで平行移動する

と消滅するものは，向きを適当に入れると
ô ò 
 ��e v ¡
À ê �ê � ¤�� ¡
À ê � } Ãê � ¤ÞSg� v �I� �O�O� �9¹ ��] であり，
]D]
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À } êê �
À } Ãê �
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図 ¯�e ð s ì ��d での Ñ の振る舞い

�
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À } êê �
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図 µ�e ð s � ì ��d での Ñ の振る舞い
ð v ��d ì ��] まで平行移動すると消滅するものは ô Ã 
 � e v ¡
À ê � ntÃê � ¤��q¡
À ê �ê � ¤ÞSÑ� v �I� �O�O� �9¹ ��] であ
ることが分かる．従って，

ô ò 
 � と ô Ã 
 � の交点数は
0 ô ò 
 ��� ô Ã 
 ��@ v  ¢ £ ��] à v �âJ C à v �±Å�]5�� JDE�:³= C g�;P8�=

となり，この場合に予想 £ が成り立つことが分かる．ÙÂº v ±°º v ] とは限らない場合にも同様の
考察を行うことによって， ] 次元の場合には予想 £ が成立することを確かめることができる．
次に a が £ 点 0ÛÙi�"�A@¿��0��Ò±��"�A@¿��0��I�9ÓA@¿��0��I�O�VÔ5@ Ó b ê の凸包として与えられる £ 角形の場合を考
える．この時， j として ] 変数の ht3D6 C =7QKE 多項式の和

j 0 Ñ �9¾³@ v j Ã 0 Ñ @+ÅÄj ê 08¾³@¿�
j Ã 0 Ñ @ v Ñ

� Å ]Ñ ¸ � j ê 08¾³@ v ¾ o Å ]¾qÕ �
を取ると，

B 35² C ;Y=7LYJ�X¼¡¢]È�M¤ により， j�0 Ñ �9¾³@ の消滅サイクルの交叉形式は j Ã 0 Ñ @ と j ê 08¾9@ の消
滅サイクルの交叉形式から次のようにして求まる： j Ã 0 Ñ @ の消滅サイクルを 0 ô Ã 
 �Þ@ Ú ��FE Ã ， j ê 08¾9@
の消滅サイクルを 0 ô ê 
 ��@ Ú ��ÅE Ã とおくと， j�0 Ñ �9¾9@ の消滅サイクルは Ø Ã Ø ê 個あって，それらを0 � � 
 ��@m� 
 � とおくと，それらの間の交点数は

0 � � 
 �M� � � 
 + @ v 0 ô Ã 
 � � ô Ã 
 � @të�0 � ê 
 �D� � ê 
 + @
となる．一方，

u Ã を ] 次元の多面体 ¡ �`Ùi�"±�¤ から定まるスタック， u ê を多面体 ¡ �^ÓV�´Ô7¤ から定
まるスタックとすると， a から定まるスタックは u Ã Æ u ê となる．従って， u Ã と u ê の完備
例外列をそれぞれ 02� Ã 
 �å@ Ú ��FE Ã ， 02� ê 
 ��@ Ú ��uE Ã とおくと，® � 
 � v 0yÖ³Ù~× Ã � Ã 
 �^ØÆZÖ³Ù�×ê � ê 
 � @ � 
 � � à v ]5� �O�O� ��Ø Ã �,� v ]5� �O�O� ��Ø ê
は
� � HRJM: u Ã Æ u ê の完備例外列になる．ただし，Ù Ã ，Ù ê は u Ã Æ u ê から u Ã ，u ê への射影で

ある．ここで 1óá6?Q9Q³=OE�: の公式
�`�IE _ 0�®t� 
 �D�"® � 
 + @ v Ù� n ¸ E _ �(��E

� 02� Ã 
 � ��� Ã 
 � @gÆé�`�IE ¸ 02� ê 
 �5��� ê 
 + @
]7d



と ] 次元の時に予想 £ が成立することを使うと，この場合にも予想 £ が成立することが分かる．
より一般に \ 次元の多面体 a が， \ Ã 次元の多面体 a Ã と \ ê 次元の多面体 a ê で \ Ã Å�\ ê v \
となるものに対し， a Ã ÆßÇ���É Ó ^ _ � Æ ^ _ � と Ç���É
Æ�a ê Ó ^ _ � Æ ^ _ � の凸包として表される時，a に対する予想 £ は a Ã に対する予想 £ と a ê に対する予想 £ に帰着される．
最後に予想 £ の背景について少しだけ解説する．多項式に対し，その消滅サイクルで生成さ
れる自由アーベル群に交叉形式によって格子の構造を入れたものは »Ô;PL­Q³J C 格子と呼ばれるが，
予想 £ は，多面体 a に対し， a を f�=Og�EFJMQ 多面体とする一般の hi3D6 C =7QKE 多項式の »Ô;­LPQ³J C 格子
が， a （の単体分割）から定まるスタックの連接層の導来圏の x 群に �&69LY= C 形式によって格子
の構造を入れたものと一致することを主張している．従って，次のような問題を考えることは

自然である：

]5Ê�hi3D6 C =7QKE 多項式から自然に定義される三角圏で，その x 群に ��69LY= C 形式によって格子の
構造を入れたものが »¼;PLPQ³J C 格子と同型になるものは存在するか．

d�Ê)a を f�=Og�EFJMQ 多面体として持つ ht3D6 C =7QKE 多項式 j から ] によって定まる三角圏は，a か
ら定まるトーリック多様体の連接層の導来圏と三角圏として同値になるか．

] は G�=7;P>³=7Lc¡«dDdV¤ によって肯定的に解かれており， j の定義域であるトーラス 02k l @ _ に適当な
シンプレクティック構造を入れたときの j の有向深谷圏の導来圏 � ��Ú=Û�Ü´Ý j が求める性質を
持つことが知られている．ここで有向深谷圏とは，大雑把に言うと対象が消滅サイクルで，射

が hi35½ C 3DQ³½D= 部分多様体の Þ�LYJ�= C コホモロジーであるような LPN 圏である．ただし， LON 圏は
通常の圏を拡張した概念で，２つの射の合成が結合的にならないかわりに，射の微分や，３つ

以上の射の高次の合成が定義されていて，ある複雑な整合性条件を満たすものを指し，その導

来圏は Emg�;P8FEF=7>óHRJM� À LY=R� と呼ばれる概念を用いて定義される ¡«¶IS�]7¶V¤． d は 1¬JMQKE�8F=OXI;PH.: によって
定式化されたもので，ホモロジー的ミラー予想と呼ばれる ¡¢]7¶ISi]7ª5¤：
予想 ßàc9áãâ�ä�å�æ�i�ç�è8é°ê@r�¹ 多面体 a に対し， a を f�=Og�EFJMQ 多面体とする一般の多項式 j と， a
の単体分割 § を適当に取れば，三角圏の同値� � HRJM: u �v � � Ú=Û�Ü Ý j
が存在する．

これは予想 £ の圏論化（ HO35EF=O½DJ C ;GërHO35E�;YJMQ ）であり，行列の一致という数値的な（あるいは x
群の）レベルを越えて， j のシンプレクティック幾何と u

の複素幾何の間に深い関係がある

ことを主張している．この予想は a が ] 次元の場合や， u が射影平面 ¡«d � ¤ や重み付き射影平
面 ¡«d�¤，トーリック >³=7L�ºÌ=O4O4OJ 曲面 ¡«dM·V¤ の場合などに証明されており，従ってこれらに対しては
予想 £ も正しい．
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