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特異点上の安定性�

石井亮氏、上原北斗氏との共同研究 �
植田 一石

概 要

弦の理論家 ���	��
���� らの仕事に触発されて、 ��������
	��������� は ���� � 年に三角圏上の安定性の
概念を導入した．これは大雑把に言うと半安定な対象の集合と、任意の対象を半安定な対象の
拡大の繰り返しに分解する手順の組である．彼はさらに安定性の集合に自然に複素多様体の構

造が入ることを示し、これを三角圏の不変量として積極的に研究することを提案した．特に、
射影的 !#" 曲面の連接層の導来圏に対しては、安定性の空間が連結かつ単連結であると予想し、
この予想を仮定すれば導来圏の三角圏としての自己同値群を決定できることを示した．この予

想の「おもちゃ」として単純特異点の最小特異点解消（ !$" 曲面の局所的なモデルと考えるこ
とができる）の上の連接層の導来圏の安定性の空間が連結かつ単連結であると予想され、石井

亮氏、上原北斗氏と筆者によって %�& 特異点の場合に証明された．ここではこの結果の主張を
述べることを目標に、安定性に関する入門的な解説を試みる．証明に関しては石井亮氏による
解説 ')(+*-, があるので、興味のある方はそちらを参照されたい．.
前史

ベクトル束の安定性は /�0�1�2 年の国際数学者会議において 3547698;:�<�= によって導入された．その
もともとの動機は次のようなものである：数学的な対象を適当な同値関係によって分類するとい

うのは数学の基本的な問題である．例えば 2 次曲線を円と双曲線と放物線に分類したり、半単純>@?BA
群を CEDGFIH ? F 図形で分類したりするのは数学内部の問題として自然であるだけでなく、自然科

学を始めとする他の分野への応用上も重要である．半単純
>@?JA
群のように可算個しかない対象に

関しては単にリストアップするだけで分類は完了するが、代数幾何においては次のような理由で

単に同型類をリストアップするだけではなく同型類全体のなす「モジュライ空間」を調べること

が重要になる：K 複素数体上では同型類がしばしば非可算個存在し、単純にリストアップすることができない．K 基礎体を取り換えると集合論的な同型類は変わるが、できればそれらを統一的に扱いたい．K 同型類のなす空間が自然に多様体の構造を持ち、それ自体が幾何学的に興味深い対象となる．
しかし、実は上では少しだけずるをしていて、同型類の空間に多様体の構造を入れるには考える

対象を制限しなければならないことが起こる．簡単な（しかし基本的で大切な）例として、射影空

間 LNM を考えてみよう．これは OQPR/ 次元ベクトル空間の中の直線（ / 次元部分ベクトル空間）を分
類しているれっきとしたモジュライ空間であり、体 S を与えるごとに、 S に値をとる点（ SUTWV X�YZ4 A =[ : ? FU\ ）の集合 LNM^]_S7` として SaMcbed の中の / 次元部分 S ベクトル空間の同型類の集合を与えるよう
な代数多様体（あるいはスキーム）である．考えている体が位数 fhgjilk の有限体 mln の時 L M ]_S7`/



は有限集合であるが、考えている体が o や p などの時 LNMq];or` や LNMs]tp�` は非可算無限集合になり、
そこに自然な可微分多様体の構造が入って幾何学的に興味深い空間をなす．なお、余談であるが、

表示 L M ]_S7`ugv]_S M�bed@wExyaz `|{cSN}
からすぐに分かるように、 ~ L M ]�mln�`ug /���f Mcbed/���f g�/rP�f�Pj�-�-� P�f M
である．これが L M ]tp�` の � A \|\ ? 数の母関数M� �B�s� f � = ? 6��Q� � ]�L M ]tp�`+�|o�`
と一致することは � A�? Y 予想の帰結であるし、これが整数 O の f 類似� Os�Zn�g /���f Mcbed/���f
であることは � ? FI� A Y や > 47�|�-\ ? � らによる箙の表現論の量子群への応用にとって本質的である．さ
らに余談であるが、同様にして 2 項係数の f 類似� O SG� n g � Os�Zn � O���/��Zn��-�-� � O���SQPj/��Zn� SU�Zn � S�� /��Zne�-�-� � /��Zn
は ¡�<�X��¢�¢6£X�FlF 多様体の点の数（あるいはコホモロジー環の ¤e: ? F7¥-Xc<a¦A 多項式）を与える；~ ¡E<	]_S^§|Oe`ug � O SG� ne¨
さて、代数幾何的には LNMq]_S7` は O£P / 次元ベクトル空間（これを ©ªg«SaM�bed とおこう）の中の /
次元部分ベクトル空間のモジュライ空間と考えるよりは、 © の双対空間 ©¬ から S への S 線形写
像 ®¯:�6$°a]W© ¬ §�S7` のモジュライ空間と考える方が素性が良い．ここで、モジュライ空間を考える際
の同値関係としては ±l§|²�³´®¯:�6$°a]W© ¬ §�S7` に対し、 S を一次元 S ベクトル空間と考えたときの同型
写像 µR³·¶E4I\¢°U]_S7`u¸g S } が存在して図式 © ¬ © ¬¹»ºº¼ ºº¼¾½S ¿�t�I�7�BÀ S
が可換になる時 ± と ² が同値であると定義する．別の言い方をすると、 S } が © に定数倍で自然
に作用するが、この作用に関する商空間を考えなさいという意味である．

ここで注意しないといけないのは、 © の y でない元 ± に対しては S } が自由に作用する（つま
り、µR³´S } に対し、 µe±9gÁ± ならば µÂgv/ である）が、 y ³5© が S } の © に対する作用の固定点に
なっている（つまり、任意の µR³·S } に対して µ y g y である）ことである．しかも、任意の ±$³5©
に対し、 ± の属する同値類 � ±��Ng«S } ±$ÃÁ© は y とくっついている（つまり � ±�� の閉包が y を含む）．
従って、単に集合論的な商をとってそこに商位相を入れると、普通の射影空間 LNMq]_S7` の他に y に



対応する同値類が出てきて、それが LNM^]_S7` の全ての点と分離できない（つまり ®¯X�47��=I:�<|Ä でない）
ということになってしまう．代数幾何的に考えても、例えば単に SaMcbed の座標環 S � Å d § ¨-¨-¨ § Å M�bed � を考え、その S } 作用に関する不変式環を考えるとそれは S （定数部分）になってしまうので、商が
一点になって都合が悪い．

この困難を解決するには © から y を取り除けば良くて、これによってモジュライ空間として射
影空間 Lr]W©�`�gÆ]W© wExyaz `|{cS } ができる（これを L ¬ ]W©�` と書く流儀もある）．単に LNM と書かずにLr]W©�` と書くのはどのベクトル空間の射影化であるかをきちんと区別するためである．
この時に取り除いた y ³�© のことを不安定点（ ÇeÈeÉ-ÊËlÌ�Í;Î�ÏuÐ¾ÑtÈ^Ê ）、残りの点のことを安定点

（ É-Ê	Ë7Ì�Í;Î�ÏuÐ^ÑtÈ^Ê ）と呼ぶ．3547698;:�<�= が考察したのは � ?BA 6£X�F7F 面上のベクトル束の場合であり、こ
の時安定性の定義は次のようになる：

定義 Ò�Ó¢Ô�ÇeÕ�Ö×Ð¾Ø	Ù�ÚÛ�� ?BA 6£X�F7F 面の上のベクトル束 Ü は、任意の部分ベクトル束 Ý Ã�Ü に対し= A ��Ý<�X�FIHÞÝ ß = A �rÜ<�X�FIH�Ü
を満たすとき半安定（ É�ÎGÕRÑ�É�ÊË7ÌàÍ�Î ）という．また、上で常に不等号 á が成り立つときに安定
（ É-Ê	Ë7Ì�Í;Î ）という．
これはベクトル束のモジュライ空間を代数多様体の代数群による商として実現するときに、群

の作用が（軌道が閉であるとか、安定化群が有限であるなどの）良い条件を満たすための条件で

あり、上の条件を満たさない（すなわち不安定（ ÇeÈeÉ-ÊËlÌ�Í;ÎlÚ な）ベクトル束を排除することによっ
て、（半）安定なベクトル束の同型類の空間に代数多様体の構造を入れることができる．

これが安定性の導入の動機の一つであるが、安定性にはもう一つの重要な側面がある．それは

幾何に由来する非線型偏微分方程式の解の存在問題であり、物理学とも関係が深い．典型的な例

はいわゆる ® ? \¢¥+â ? Faã 小林対応で、射影多様体上の正則ベクトル束 Ü が既約な ® A <�6 ? \ Aåä X�F7�cT×3 ? YZYB�
接続を持つための必要十分条件は Ü が安定であるということを主張している．以下でこれを � /�æGçè â7X [ \ A <¯é	� に沿って解説しよう．ê

をコンパクトな � ?JA 6£X�FlF 多様体とし、 Ü をその上の複素ベクトル束とする．さらに、 Ü に
は ® A <�6 ? \ A 計量が一つ固定されているとしよう． Ü のユニタリ接続（すなわち計量と整合的な接
続） ë に対し、 ë の曲率 ìeí の îrï ノルムを対応させる汎関数ë«ðÀòñIóvô ì í ô ï V�:�Y
を õQËlÈeöG÷qÔ�ÑtÍtÍ;É 汎関数と呼び、この ä X�F7� ãU3 ? YZYB� 汎関数の停留値を与える ø�4lY A <ùã > X�F7��<�X�FI� A 方程式ú íüûrìeíÂg y
を

ä X�F7� ãU3 ? YZYB� 方程式と呼ぶ．但し、ここで û は任意の ê
上の微分形式 ý 、 þ に対しýåÿ´û	þüg��týI§�þ�� V�:�Y

で定義される ®¯:a=7� A の星形作用素であり、上の式で ���J§-��� は � ?JA 6£X�F7F 計量で定義される微分形式
の間の内積である．明らかに、

ä X�FI� ãU3 ? YBYB� 汎関数は（従って ä X�F7� ãU3 ? YZYB� 方程式も）Ü のユニタリ
な自己同型のなす群 � で不変である．
ここで、

ê
が複素多様体であると仮定しよう． Ü に正則ベクトル束の構造を与えるのは微分作

用素 ���
	����� nó ]tÜ`rÀ ���� n bedó ]tÜ`



で ] ��� `�ï g y を満たすものを与えることと同値である．しかも、与えられた正則構造 ���
に対しÜ のユニタリ接続 ú í でその ] y §�/` 部分が ��� で与えられるものがただ一つ存在する．逆に、ユニ

タリ接続
ú í の ] y §�/` 部分が Ü の正則構造を定める必要十分条件はその曲率 ì í の ] y §�2�` 部分が消

えることと同値である（この時 ë のユニタリ性から ì�í の ]_2a§ y ` 部分も消えるので、これは ìeí が]ù/c§�/` 型の微分形式であるということと同値である）．
さて、ここでさらに

ê
が ���X�â7Y A < 多様体だとしよう． � ¬ と � ¬ をそれぞれ� ¬ g���û � û�§ � ¬ g ��û � û

で定義すると、これらは

�
と

�
の随伴作用素になる．���X�â7Y A < 形式を � とし、これによる外積作用

素を î 	�� �� n ] ê `uÀ �  bed � n bed-] ê ` 、縮約作用素を � 	�� �� n ] ê `uÀ � �� d � n � d�] ê ` とおこう：îrµ gjµüÿ��Þ§ �»µ gªû � d î ûrµ gv]���/`  b n ûrî û�µ ¨� は î の随伴作用素であり、 � �å§¢îu�Zµ�gv];O���i$��f�`�µ
となる．但し、 O は ê

の複素次元である．さらに、� �å§ ��� �sg�� � / � ¬� § � �å§ ��� �^g ��� ��/ � ¬�
に注意すると、 û ú í·ûrì�í gªûU] ��� P ��� `eû�ì�íg �] � ¬� P � ¬� `�ìeíg � � ��/�] � �å§ �!� �l� � �å§ ��� �;`�ìeíg�� � /�] ��� � ��� `"�»ìeí
となる．但し、 # 行目から $ 行目への変形に � ? X�F7¥+â ? の恒等式ú í@ì�í g ] ��� P ��� `�ì�í g y
を使った．Ü の接続 ë で、�»ì í が恒等写像の定数倍になるものを %·ÎaØ ÕRÑ�ÊÎ õQËlÈeöG÷NÔ�Ñ;ÍtÍ;É 接続（ %´ÎUØcÕRÑZÊ Ñ�Ë¾ÈõQËlÈeöG÷NÔ ÑtÍtÍ;É &�Ð^ÈeÈeÎ�&�Ê	Ñ;Ð¾È ）と呼ぶ．® A <�6 ? \ A�ä X�FI� ãU3 ? YBYZ� 接続は上の式から明らかなように ä X�F7� ã3 ? YBYB� 接続であり、逆に任意の ä X�FI� ãU3 ? YBYB� 接続は ® A <�6 ? \ AEä X�FI� ãU3 ? YBYB� 接続の直和として得られる
ことが知られている． ® A <�6 ? \ Aä X�FI� ãU3 ? YBYB� 接続は、別の ® A <�6 ? \ A�ä X�FI� ãU3 ? YBYB� 接続の直和として
得られない時、既約であるという．

さて、コンパクトな ���X�â7Y A < 多様体の上の正則ベクトル束 Ü に対する安定を定義しよう：
定義 'sÛ ê

をコンパクトな ���X�â7Y A < 多様体、� をその ���X�â7Y A < 形式とする． ê
上の正則ベクトル束Ü が安定であるとは、 Ü の任意の連接部分層 ( で、 <�X�F7H)( á <�X�FIH»Ü となるものに対し、

* ]+(�`rá * ]tÜ`
が成立する事を言う．



ここで、* ]tÜ`ug«= A �-,åÜ�{e<�X�FIH�Ü は Ü の勾配（ ÉÍ;ÐlÏ�Î ）であり、 = A ��,EÜ は � で量った Ü の次数
（すなわち、 Ü の第一 è â A <�F 類 . d ]tÜ�` と � のカップ積の積分）である．
次の定理は小林 ãU® ? \¢¥�â ? F 対応（ ® ? \¢¥�â ? Faã�� :�/lXD�X��¢â ? ¥ :�<¢< A � [ :�F7= A F7¥ A ）と呼ばれ、 � ?BA 6£X�F7F 面に
対しては 0EXc<�X�� ? 6£â7X�Faã21 A ��â7X�=I< ? の定理 � /�1c� から従い � 2 �、射影的曲面に対しては C¯:�FlX�YB=7�|:�F � 1	�、
一般のコンパクトな ���X�â7Y A < 多様体に対しては 3Eâ7Y A F�/ A ¥�H�ã ä X�4 � /�é � による：
定理 4qÛ ê

をコンパクトな ���X�âlY A < 多様体、 Ü をその上の ® A <�6 ? \ A 計量を持つ正則ベクトル束と
する．この時、 Ü が既約な ® A <�6 ? \ Aä X�FI� ãU3 ? YBYB� 接続を持つための必要十分条件は Ü が安定であ
ることである．

5
三角圏上の安定性CE:�4I��YZX�� ら � /�ç-6aç�éGç�0Gça/ y � による ��¤71C ブレーンの 8 安定性の理論に触発されて、�»< ? =I� A YBX�F7= � æ	�

は三角圏上の安定性を定義した．これはベクトル束の勾配安定性と � A�? Y ? F7�|:�FaãU� A <�F7�¢\ A�? FaãUC A Y ? ��F A� # � による 9 構造の理論を絶妙に組み合わせており、三角圏の任意の対象を半安定な対象の拡大の
繰り返しとして一意的に表示することを可能にする．

定義 :NÛ<; を三角圏とする．組 ]>=$§@? ` が ; 上の安定性であるとは、] ? `A= は ; の ¡E<¢:�\¢â A F7= ?JA ¥¢H 群 B�]+;£` から加法群 p への群準同型で、] ?B? `C?�g x ?$]_þq` zED�F � は実数 þ でパラメトライズされた ; の充満加法部分圏の族で、] ?B?B? ` yHGgjÜ ³I?$]_þq` なら、適当な J�]tÜ`»³üoLK � に対し M]tÜ`ugNJ�]tÜ�` APO [ ]+QSRNþq` となり、] ? VI` 任意の þ´³üo に対し ?$]_þ£Pj/`ugN?$]_þq` � /�� で、];VI` 任意の ë7T ³I?$]_þ2T ` 、U�g�/c§�2 に対し、 þ dWV þ ï なら ®å:�6�XÞ]të d §¢ë ï `ug y を満たし、];V ? ` 任意の零でない対象 Ü ³ZY に対し、有限個の次数の列þ dWV þ ï[V �-�-� V þ M
と特三角の列 y gjÜ � Ü d Ü ï �-�-� Ü M � d Ü M gjÜë d ë ï ë M
が存在して、全ての / ß U ß O に対し ë7T ³\?$]_þ�Tc` が成り立つ

ことを指す．

= は中心荷（ &�ÎGÈ^ÊØ	Ë¾Í]&�^eË7Ø	ö¾Î ）、];V ? ` にある特三角の列は %´Ë7Ø ÙeÎaØ`_ba´Ë7Ø Ë7ÉÑtÕc^eËlÈ フィルトレー
ションと呼ばれる d 上の定義から、任意の þ5³üo に対し ?$]_þq` が ¶e/ A Y 圏であることが従う． ?$]_þq`
の零でない対象 Ü は位相 þ を持つ半安定な対象である（ É�ÎaÕRÑ;É-ÊË7ÌàÍ;Î ÐlÖ�Ïf^@Ë7ÉÎüþ ）という d 特に、Ü が ?$]_þq` の単純な対象である（すなわち、¶e/ A Y 圏 ?$]_þs` の中で真の部分対象を持たない）時、安
定（ É-ÊËlÌ�Í;Î ）であるという．



明らかに、上の安定性の定義は考ている三角圏が適当な代数多様体の上の連接層の導来圏とし

て得られるかどうかには（あるいは適当なアーベル圏の導来圏として得らるかどうかにさえ）依

存しない．さらに �»< ? =I� A YZX�F7= は ; 上の安定性で、適当な条件（数値的かつ局所有限）を満たすも
のの集合 ] これを 1a\¢X�/<; で表す ` が複素多様体をなすという驚くべき事実を発見した．安定性の
定義には ; の三角圏としての構造しか使わないので、三角圏として同値な圏 ; d と ; ï があれば、; d と ; ï の圏同値を与える函手を一つ選ぶごとに 1a\¢X�/<; d と 1G\¢X�/W; ï の双正則同型が一つ定まり、1a\¢X�/W; には ; の三角圏としての自己同値群 ¶E4I\|: A`g ; が正則自己同型として作用する．このこと
から �»< ? =I� A YBX�F7= は 1a\¢X�/W; を（単にその上の対象を半安定なものに分解するための手順としてで
はなく）三角圏の不変量として積極的に研究することを提唱した．

ただし、三角圏の不変量としては 1a\¢X�/W; は非常に弱い不変量でしかない．; が複素多様体 h の
連接層の導来圏 ; ]+hÂ`ugjilka¥ :�âWh の時、1a\¢X�/<; ]+hÂ` を 1a\¢X�/eh と略記することにしよう．h が種数/ 以上の � ?JA 6£X�F7F 面の時、�r< ? =I� A YBX�F7= � æ � および 35X�¥ < ? � /P$�� によって、1a\¢X�/<h は h の種数や複素
構造に依らず、複素多様体として常に 2 次の一般線形群 m î ï ];or` の単位元を含む連結成分 mQî bï ];or`
の普遍被覆 n mQî bï ];or` になる事が知られている．一方、 oEHcX�=7X � /E6	� により 1a\¢X�/<i k ¥ :�â�L dEg pàï な
ので、 � ?JA 6£X�F7F 面 h に対する 1a\¢X�/Wh は h が L d かそれ以外かしか区別することができない．こ
れは ;�]+h ` から h が再現できることと対照的である．
しかし、

è X�YBX�/ ? T ä X�4 多様体 h に対して、1a\¢X�/<h は ¶¯47\|: A`g ;�]+h ` を研究するための強力な道具
になり得ることを �»< ? =I� A YZX�F7= は指摘した．特に、 h が射影的 Bp# 曲面であるときに、 1a\¢X�/<h の
ある位相幾何的な性質を予想し、この予想を仮定すれば ¶E4I\|: A`g ; ]+hÂ` の構造が決定されるという
驚異的な定理を示した．以下に彼のこの仕事を解説しよう．h を射影的 Bp# 曲面とする． h のホモロジー群� ¬ ]+h´§rqå`eg«� � ]+h·§rqå`�s�� ï ]+h·§rqå`�s��\t�]+h·§rqå`
に ]|]+u d §ri d §bv d `+§]+u ï §ri ï §bv ï `|`�gji d �Ei ï �wu d v ï �xu ï v d
で内積を入れたものを向井格子と呼ぶ．これは h の位相だけで決まり、複素構造には依らず常に
符合数が ]+$I§�2 y ` の偶でユニモジュラーな格子になる．この定義の動機は、h の連接層 Ü の向井ベ
クトル ±s]tÜ`�³·� ¬ ]+h´§rqå` を±s]tÜ`ug ]+uI]tÜ�`+§r. d ]tÜ`+§¢¥+â ï ]tÜ�`NPyu7]tÜ`|`ugz.P{e]tÜ`}| \¢=@]+h `
で定義すると、 � ?JA 6£X�F7FGãU�Þ:G¥�â の定理が

~ ]tÜ£§¢ì`�g � � ]�� /` � = ? 6��¯ø O \ � ]tÜ£§¢ì `rg � ];±s]tÜ`+§|±^]tì`|`
と表されることにある．

向井格子の複素化 � ¬ ]+h·§¢p�`¯gj� ¬ ]���§rqå`���p は ®¯:a=I� A 分解� ï ]+h´§¢p�`ågj� ï � � ]+h `]sR� d � d ]+hÂ`�s�� � � ï ]+hÂ`
を持つ．ここに現れる部分空間 �5ï � � ]+hÂ` は定数倍を除いて一意的な h の正則 2 形式 �

で張られ

ており、 � � � ï�]+h `�g � ï � � ]+h `�g p � である． h の射影空間への埋め込みから決まる ���X�â7Y A < 形式
を �Á³Â� d � d ]+h ` とおくと、 � t � � ]+h `�gª��� � d ]+h `�g y および � ÿ � が h の体積形式を与えること
から、 � g � d P � ��/ � ï § � d § � ï ³´� ï ]+h·§|o�`



とおくと、 � �`�Rg � d �}�5P � ï �P��g y §� � � gv] � d � � d � � ï � � ï `@P�2 � ��/ � d � � ï g y §� � � g � d � � d P � ï � � ïeV y
である．���X�â7Y A < 形式 � の � ï ]+h·§¢p»` における直交補空間を �)� で表し、� ,�� gN�)����� ï ]+h·§rqå` とお
くと、

�
の実部と虚部は � ,2� �5o の正定値な 2 次元部分空間を張ることが分かる．一方、� ,�� �5o

の正定値な 2 次元部分空間に対し、その正規直交基底 x � d § � ï z を任意に選んで � g � d P � ï とお
けば、 Bp# 曲面に対する �e:�< A YBY ? の定理によって、 � を正則 2 形式に持ち、� を ���X�â7Y A < 形式とする
ような射影的 Bp# 曲面が双正則同値を除いてただ一つ存在する．
さて、向井格子の自己同型 þ 	 � ¬ ]+h·§rqå`eÀ � ¬ ]+h·§rqå`
は、その複素化 þ � 	 �5¬�]+h´§¢pr`ÞÀ � ¬�]+h·§¢p�` が / 次元部分空間 � ï � � ]+h `»Ã�� ¬c]+h·§¢pr` を保つときに%·ÐqÙ�ölÎ 等長写像と呼ぶ．� ¬ ]+h·§rqå` の ®¯:G=I� A 等長写像のなす群を ¶¯4I\7� ¬ ]+h·§rqå` で表す．� ¬ ]+h·§rqå`
の部分格子 ��]+h ` を、 h の代数的サイクルのなす格子として定義する；

��]+h `rgj� � ]+h´§rqå`�s
0�1q]+hÂ`�s�� t ]+h·§rqå` ¨
ここで 0�1q]+hÂ` は h の 0 A <¢:�Faã21 A V A < ? 群である． h のルート系 �·]+h ` を

�ü]+h `ug x�� ³�� ]+hÂ`åôG] � § � `»g �¯2 z
で定義する．さらに、

?$]+h `rg x`� P�� ��/ ±#³�� ]+hÂ`���pªô 内積 ]��J§-�)` の � [ X�F � x`� §|± z への制限は正定値 z
とおく． ?$]+hÂ` は 2 つの連結成分を持つが、そのうち]ù/c§P� � /��Þ§-� /2 � ï `»³I?$]+h `
を含むものを ? b ]+h ` と呼び、? b ]+h ` からルートの定義する超平面を除いたものを ? b� ]+h ` で表す；

? b� ]+h `ugN? b ]+hÂ` w �� F��)����� � � Ãc� ]+hÂ`���p ¨¶E4I\7� ¬ ]+h´§rqå` の元は ?�b�]+h ` の元を ?�b�]+h ` に移すものと、 ?�b�]+hÂ` の元をもう / つの連結成分に
移すものの 2 種類あるが、前者（すなわち、連結成分を保つもの）のなす部分群を ¶E4I\ b � ¬ ]+h·§rqå`
で表す． ¶E4I\ b � ¬ ]+h´§rqå` は ¶¯4I\7� ¬ ]+h·§rqå` の指数 2 の部分群である．
さて、 1a\¢X�/Wh の元 ]>=$§@? ` に対し、ある M ³�� ]+hÂ`��Rp が存在して、任意の Ü ³\B�]+h ` に対し

=#]tÜ�`ugÁ±s]tÜ`à��M
となる（実はこれが「 ]>=$§@? ` が数値的である」ということの定義である）が、ここで ]>=$§@? ` に M
を対応させる写像 1G\¢X�/Wh À�� ]+hÂ`��Âp を R で表す．この状況で、�»< ? =7� A YBX�F7= � $�� は次の定理を証
明した．



定理 � Ór�ØcÑ;Ùeö¾ÎaÍ;ËlÈeÙ�ÚÛe1a\¢X�/e]+hÂ` のある連結成分 � ]+hÂ` が存在して、 R�ô  ��¡�7� 	 � ]+h `�À¢? b� ]+h ` は
被覆空間である．

この定理の最初のポイントは、1a\¢X�/e]+hÂ` が空集合ではないことである．三角圏の安定性は公理的
に定義されているが、勝手に三角圏を与えたときに公理を満たす安定性が少なくとも / つ存在すると
いうのは非常に非自明な主張である．実際、一般型の曲面や # 次元の射影的な è X�YBX�/ ? ã ä X�4 多様体の
連接層の導来圏の上の安定性はまだ / つも見つかっていない．その上で、R 	 1a\¢X�/e]+h `�À£� ]+hÂ`��hp
を ]¤R�ô  !����� ` � d ]+? b� ]+hÂ`|` に制限したものが被覆写像であること、および R 	 1a\¢X�/�]+h `uÀ£��]+h `¥��p
の像が ? b� ]+hÂ`�Ãx��]+h `¥��p に入ることを示すことによって、上の定理は証明される．
さて、ここまで来れば �»< ? =I� A YBX�F7= の予想と定理を述べることができる：
予想 ¦qÛ<h を射影的 Bp# 曲面とするとき、次が成立する：K �Q]+h ` は ¶¯47\|: A`g ; ]+hÂ` の作用で保たれる．K �Q]+h ` は単連結．
定理 §¾Û<;�]+h ` を射影的 Bp# 曲面 h の連接層の導来圏とし、上の予想を仮定すると、次の完全列
が存在する： /¯À¨R d ? b� ]+h `rÀ ¶¯47\|: A`g ; ]+hÂ`uÀ ¶E4I\ b � ¬ ]+h´§rqå`@À / ¨
さて、 S を体とし、 h À©1 [ A ¥sS � Å §@ª¾§r«��;{G] Å ª£�x« Mcbed `
を ë M 特異点の最小特異点解消とすると、 h は Bp# 曲面の局所的なモデルと考えることができる．i k ¥ :�â � h を h 上の例外集合上に台を持つ連接層の導来圏とし、1a\¢X�/Wh を i k ¥ :�â � h 上の安定性
のなす空間とすると、次が成り立つ：

定理 ¬«Ó@-ÉE^�Ñ;ÑB÷�®�Î�^eË7Ø Ëa÷!® ¯�ÒlÒ�° Ú	Û<h が ë M 特異点の最小特異点解消の時、 1a\¢X�/<h は連結かつ単
連結である．

上の結果は ±��¢â ?B? ã�3 A â7Xc<�X � /�2 � および �r< ? =I� A YBX�F7= � $�� の結果に基づいている．連結性は任意の安
定性を i k ¥ :�â � h の自己同値群の作用で 1a\¢X�/Wh の連結成分を保つことが知られているものによっ
て標準的な安定性に移すことで、また、単連結性はあるアファイン組み紐群の i k ¥ :�â � h への作
用が忠実であることを �QâI:VcX�FI:	V�ã21 A�? = A Y � /`# � に沿って示すことで証明されるが、興味のある方は
石井亮氏による解説

� /�0c� を参照されたい．
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